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本书全面 、系统地介绍了计算复杂性理论的基本内容与各种 NPC 问
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本书可作为信息与计算科学 、应用数学 、计算机 、管理科学等专业的研
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前 　 　言

什么是计算机数学 ？依剑桥大学计算机系列丛书中枟计算机数学枠一书的

作者 Cooke和 Bez的观点 ，早期国外所指计算机数学相当于我们现在所说的

离散数学 ，它主要包括集合论 、关系 、代数结构 、数据结构 、基本的计算几何 、形

式语言和自动机等内容 ．因此 ，计算机数学是以离散量为研究对象的 ，它与计

算机的软硬件结构密切相关 ，其讲授之目的在于帮助读者更深入地理解计算

机的基本原理 ．然而 ，随着计算机科学与技术的蓬勃发展 ，特别是计算机在各

个领域的广泛应用 ，计算机数学所研究的内容也在不断拓广与深入 ．人们发现

由数理逻辑研究所产生的可计算性理论对于准确刻画计算机的计算能力非常

有用 ，并由此导致了所谓的不可解性 、难解性以及计算复杂性等理论 ．现在 ，谈

到计算机数学较深层次的内容时 ，人们则主要是指形式语言与自动机 、可计算

性 、不可解性与计算复杂性等理论 ．

实际应用中 ，当我们想利用计算机做任何一件事情（包括传统的各种数值

计算与越来越多的非数值计算）时 ，首先会考虑的是所给问题能不能用计算机

解决 ？若能解决 ，则总是希望在内存空间占用量尽可能少的同时 ，用尽可能短

的时间来完成其求解任务 ．这一要求引出一系列相互联系而又非常实际的问

题 ，如 ：怎样设计出满足要求的求解算法 ；如何分析 、区别算法的好坏 ；可否改

进现有的算法使其更有效 ；求解所给问题最好可能的算法会是什么 ，等等 ．要

从一般角度回答第一个问题 ，即涉及可计算性理论 ，而回答其他问题则涉及算

法复杂性理论 ．可计算性理论从建立某个可恰当描述计算机运作原理的计算

模型出发 ，精确定义什么是计算 、什么是可计算 ，再进一步回答某个或某类问

题可否用计算机求解的问题 ．若所给问题可以求解 ，则称该问题是可计算的或

可解的 ，否则称为不可解 ．算法复杂性理论试图在一般框架下分析各种不同类

型的问题 ，通过考察可能存在的求解某个问题不同算法的复杂性程度来衡量

求解该问题的难易程度 ，如是否很难求解或较易求解等 ．据此理论 ，我们可把

应用中的问题分类 ，并进而利用计算复杂性理论对各种算法按其有效性进行

分类 ．计算复杂性理论研究的是可用于估计 、定界任一可行算法求解某类问题

所需和仅需的时间工作量 、空间占用量等计算资源的技术或方法 ，并同时指出

求解特定问题的复杂度下界 ．

显然 ，从借助计算机来解决各类具体问题的角度看 ，人们最感兴趣 ，或许

也是最重要的 ，当属掌握和运用可计算性与不可解性理论 、计算复杂性理论以



及与其密切相关的 、有助于理解这些理论的形式语言与自动机理论 ．而作为计

算机数学经典内容的离散数学 ，则主要是有助于人们理解计算机的基本构成

与运作原理 ．关于可计算性与不可解性理论 、形式语言与自动机 ，除一些外文

专著外 ，国内已有张立昂教授 、张鸣华教授 、沈泓教授等翻译或编写的很好的

教材与专著 ，而关于离散数学 、数据结构的书就更多了 ．然而 ，国内现有涉及计

算复杂性理论的书 ，要么是简单概述该理论的一些基本概念与部分结果 ，要么

是从递归函数 、可计算函数或符号计算的角度予以阐述 ，难于理解与直接应

用 ．有鉴于此 ，并考虑到篇幅的限制 ，本书将重点放在讲述计算复杂性理论的

基本内容及其应用上 ．特别地 ，为使读者易于理解 ，我们将图灵（Turing）机作
为基本的计算模型进行论述 ，这是因为图灵机不仅具有直观性 ，而且与实际的

数字计算机之间存在许多相似 ．

本书力求用通俗的语言来全面 、系统地介绍包括复杂性的定义 、问题复杂

性的分类 、证明问题为 P类或 NPC类的方法 、NPC理论在分析与求解问题中
的应用 、近似算法的性能度量等在内的计算复杂性理论的基本内容 ．不同于已

有著作 ，我们特别以整数规划作为描述 NPC 问题 、NP难问题的一般框架 ，阐

述如何利用整数规划的理论与算法来设计求解 NPC 、NP难问题等不同类型
的精确型算法与近似算法 ．精确型算法将主要介绍割平面类算法 、分解算法与

分枝定界算法等 ，而近似算法则主要介绍贪婪型算法 、局部搜索算法 、原始 对

偶方法等 ．在现有介绍整数规划解法的书中 ，绝大多数仅是通过具体实例来说

明如何用不同的方法去求解 ，层次较低 ，不利于对方法本身的深入理解及供学

术研究参考 ．为此 ，本书对求解整数规划问题的每一类常用方法 ，从其基本思

想 、理论分析 、具体实施到应用等都将做全面 、深入的论述 ．

以问题 、复杂性的一般分析及各种复杂问题有效求解算法的设计为主线 ，

是本书在内容结构上的独特之处 ．而在写作上 ，我们力求作到条理清楚 、易于

理解 ．本书的另一特点是其内容的相对独立性 ，由于在前四章中已介绍了本书

所需的线性规划 、多面体理论 、网络规划和动态规划等基础内容 ，阅读本书其

他章节则无需别的专门知识 ，只需具备计算机基本知识即可 ．

本书可作为信息与计算科学 、应用数学 、计算机 、管理科学与信息工程等

专业的研究生教材或高年级本科生的选修课教材 ，也可供从事上述相关领域

研究的科研人员 、经常使用计算机求解各种复杂问题的工程技术人员 、高级管

理人员等参考 ．

本书写作中 ，作者们得到了他们的同事 、研究生及家属的广泛支持与帮

助 ．特别是作者陈志平的妻子和同事赵彩娥女士 ，她对全书进行了校对工作 ．

不仅如此 ，作为本书的第一位读者 ，她还对本书的讲述风格 、某些章节的编排

等提出了许多宝贵的意见 ．没有她的帮助 ，本书不可能按时完成 ．本书曾在西
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安交通大学理学院 １９９９级和 ２０００ 级研究生中试用 ，听课的研究生也对书中

部分内容提出了修改意见 ，作者对他们也一并表示感谢 ．

本书的出版得到了科学出版社多位同志 ，特别是林鹏和杨波同志的大力

支持与帮助 ．西安交通大学理学院万萍女士也提供了许多帮助 ．另外 ，作者的

研究生郤峰为本书绘制了所有的插图 ．作者对他们也表示感谢 ．

由于作者水平有限 ，加之时间仓促 ，书中难免有不妥和错误之处 ，欢迎广

大读者批评指正 ．

作 　者 　 　

２０００年 １０月

于西安交通大学
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第一章 　线性规划

作为运筹学的一个重要分支 ，线性规划越来越广泛地被用于军事 、工农业

生产 、各种商业活动以及政府管理部门等各个方面 ．今天 ，它已成为现代管理

科学的重要基础与手段 ．关于线性规划理论 、算法与应用的研究成果极为丰

富 ，并不断有新的成果出现 ．本章仅对线性规划的几种典型求解算法与其对偶

理论做一扼要介绍 ，目的是便于读者阅读和理解本书后面有关章节的内容 ．

１ ．１ 　线性规划的基本概念

线性规划是一种特殊的最优化问题 ．而最优化问题是研究某些具有数学

结构的问题的最优解 ，通常表现为 ：对于给定的实际问题 ，研究如何从众多可

行方案中选出某种意义下的最优方案 ．

一般地 ，可以用一二元集（c ，F）来表示任一最优化问题 ，这里 c表示目标
函数 ，它是对不同解进行优劣比较的指标准则 ，F 彻 Rn 表示可行解的集合 ，也

常称为可行域或约束集 ．若用 x ∈ Rn 表示决策向量 ，则求解最优化问题等价

于寻求某个 x ∈ F ，使得 c（ x）达到最小或最大 ．因此 ，最优化问题的一般形式

可写成 k

max 　 �c（ x）
s ．t ． x ∈ F ．

若 F ＝ Rn
，则称上述之问题为无约束最优化问题 ，并常简写为max

x ∈ R n
c（ x ） ．否

则 ，就称其为约束最优化问题 ．约束最优化问题通常可表示为

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 牋max 　 c（ x）
s ．t ．　 排gi（ x）＝ ０ ，　 i ∈ E ，

gi（ x） ≤ ０ ，　 i ∈ I ，
　 x ∈ X ．

这里 E和 I分别是等式约束 、不等式约束的有限指标集 ，gi （ x ）是约束函数 ．

X 表示某种特殊的约束 ，通常是对变量的非负或上 、下界要求 ．根据对决策变

量 、目标函数和约束函数的不同要求 ，可进一步将此一般的最优化问题划分为

不同的类型 ．例如 ，当要求问题的全部或某些决策变量仅从某一离散集合 ，典

型的情形是从整数的某一子集中取值时 ，就得到所谓的整数（混合整数）规划



问题 ．其他常见的类型还有动态规划 、网络规划 、随机规划 、多目标规划等 ．而

当目标函数和所有的约束函数均为 x 的线性函数时 ，相应的最优化问题就是

线性规划问题 ，其一般形式为

　 　 　 　 　 　 　 \max 　 　 铑z ＝ cT x
s ．t ． 铑aTi x ＝ （ ≤ ，≥ ）bi ， i ＝ １ ，⋯ ，m ，

xj ≥ ０ ， j ∈ J 彻 N ＝ ｛１ ，２ ，⋯ ，n｝ ．

这里 m 、n为有限的正整数 ，c 、ai（１ ≤ i ≤ m）均为 n维列向量 ，bi 为常数 ．因

为 min z ＝ － max（－ z ） ，对不等式约束（ ≤ ，≥ ）可以通过引进称为松弛变量

的辅助变量来使其转化为等式约束 ．若某个变量仅有有界约束 ，如 xj ≥ （ ≤ ）

lj ，则可令 yj ＝ xj － lj （ lj － xj ） ，yj便成为非负变量 ；而如果 xj 为自由变量 ，则

可用 xj ＝ uj － v j ，uj ，v j ≥ ０来代替 xj ．所以 ，对任一线性规划问题 ，我们总可

采用这些转换使之变为如下的标准形式 ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 热max 　 cT x （１ ．１）

s ．t ．　 眄A x ＝ b ， （１ ．２）

x ≥ ０ ， （１ ．３）

其中 c ∈ Rn 称为价值系数向量 ，A ∈ Rm × n为约束系数矩阵 ，m ≤ n为约束条
件的个数 ，b ∈ Rm 称为约束右端向量 ．记该线性规划问题的可行域为 D ＝ ｛ x
∈ Rn

｜A x ＝ b ，x ≥ ０｝ ．若向量 x ∈ D ，则称 x 为一可行点或可行解 ．

对任一线性规划问题 ，下面三种情况必占其一 ：一是 D ＝ 碬 ，这时称该问

题无解或者不可行 ；二是 D ≠ 碬 但目标函数的值在 D 上无界 ，这时称该问题

无界 ；三是 D ≠ 碬且目标函数有有限值 ，这时称该问题有最优解 ．求解线性规

划问题就是要判别它应属于哪一种情形 ，而当问题有最优解时 ，还要在 D 中
找出使目标函数达到最大的点 ，即问题的最优解 ，以及相应的最优目标函数

值 ．为了刻画某一线性规划问题的具体性态 ，进而求解它 ，现在来引进一些用

以描述问题可行解的概念 ．以下不妨假设系数矩阵 A 是行满秩的 ，即

rank（A ）＝ m ．否则可通过对问题（１ ．１） ～ （１ ．３）作预处理以消去相关的行及

对应的约束 ．

因假定rank（A ）＝ m ，故 A 中必有 m 个线性无关的列向量 ，它们构成 m
× m的满秩方阵 B ．将 A 中其余各列组成的子阵记为 N ．于是可写 A ＝ （B ，

N） ．把 x ＝ （ x１ ，⋯ ，xn）T 的分量也相应地划分为 xB 和 xN 两部分 ，则 A x ＝ b
可写作

BxB ＋ NxN ＝ b ．

由于 B是满秩方阵 ，B － １存在 ，故由上述方程可求得

xB ＝ B －１ b － B －１ NxN ．

现在把 xN 看作一组自由变量 ，给它任一组值 珔xN ，则可得到 xB 相应的一组值
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珔xB ，于是 x ＝
珔xB
珔xN 就是方程组 A x ＝ b 的一个解 ．若令 珔xN ＝ ０ ，则 珔xB ＝ B － １ b ．

我们把约束方程组这种特殊形式的解 x ＝ B － １ b
０

称为基本解 ．一般情形的

具体定义如下 ．

设 B是矩阵 A 中的一个 m 阶满秩方阵 ，则称 B为一个基 ；B中 m 个线
性无关的列向量称为基向量 ．一般地 ，通过选择不同的基向量可形成不同的

基 ，即 A 中存在不止一个基 ．x 中相应于基向量的分量称为基变量 ，其他的变

量称为非基变量 ．令所有的非基变量取值为零 ，所得解 x ＝
xB
xN ＝

B － １ b
０

称为对应于 B的基本解 ．基本解满足（１ ．２） ，但不一定满足（１ ．３） ，所

以未必是可行解 ．但若基本解 x ≥ ０ ，则称 x 为基本可行解 ，这时相应的基 B
称为可行基 ．一个基本可行解 x ，如果它所有的基变量都取正值 ，则说它是非

退化的 ；反之 ，若有的基变量也取零值 ，则说它是退化的 ．一个可行基对应着一

个基本可行解 ；反之 ，若一个基本可行解是非退化的 ，那么它也对应着惟一的

一个可行基 ；如果一个基本可行解是退化的 ，则一般来说它可由不止一个的可

行基得到 ．一个线性规划问题 ，如果它的所有基本可行解都是非退化的 ，则称

该问题是非退化的 ，否则称其为退化的 ．

给定一个基本解 ，我们很容易检验它是否为可行解 ，从而是否为基本可行

解 ．那么 ，给定一个可行解 ，如何判别其是否为基本可行解呢 ？其实 ，由基本可

行解的定义 ，不难证明下列结论 ．

定理 1 ．1 　可行解 x 是基本可行解当且仅当它的正分量所对应的列向量
线性无关 ．

关于基本可行解的存在性及其重要性 ，我们有下列关于线性规划的基本

定理 ．

定理 1 ．2 　若一个标准形式的线性规划问题有可行解 ，则它必有基本可

行解 ．进而 ，若该线性规划问题的目标函数有有限最优值 ，则它必可在某个基

本可行解处达到 ．

证明可参见张建中（１９９７） ．

由于基本可行解是由矩阵 A 中选择 m 个线性无关的列形成基矩阵后才
得以确定 ，而从 n个列向量中选择 m 个列的可能性总共有 C m

n 个 ，因而基本

可行解的数目是有限的 ，至多有 C m
n 个 ．定理 １ ．２ 后半部分的结论告诉我们 ：

要求解标准形式的线性规划问题 ，只需在基本可行解的集合中进行搜索即可 ．

这样一来 ，为求解线性规划问题 ，我们似乎只要求出并比较所有有限多个的基

·３·１畅１ 　 线性规划的基本概念



本可行解就行了 ．其实这是不切实际的 ，因为尽管基本可行解数目有限 ，但当

n较大时 ，其个数也将很大 ．所以 ，如何按一定的规则在基本可行解的一个子

集中进行搜索对于有效求解线性规划问题非常重要 ．下一节介绍的单纯形算

法即可达到这一目的 ．

１ ．２ 　单纯形算法

解标准形式线性规划问题的单纯形算法是由G ．B ．Dantzig在 １９４７年提出

的 ，它是在所论线性规划问题的基本可行解中确定最优解的一种迭代法 ．它产

生一个使目标函数值单调上升的基本可行解序列 ．因为可行域 D有界的线性
规划问题有有限多个基本可行解 ，故若不出现退化解 ，则单纯形算法必经有限

步迭代后终止于问题的最优解 ．

单纯形算法的主要思想是 ：先找一个基本可行解 ，判别它是否为最优解 ，

如不是 ，则找出一个更好的基本可行解 ，再进行检验 ．如此进行迭代 ，直至找到

最优解 ，或者判定原问题无界 ．因此 ，这里主要有两个问题 ：一是寻找初始的基

本可行解 ；二是如何判别当前基本可行解的最优性或怎样对其进行修正以建

立迭代格式 ．先考虑后一问题 ．为此 ，假设rank（A ） ＝ m ＜ n ，且假定已找到了

一个非退化的基本可行解 ．

我们说找到了一个基本可行解 ，其实是指找到了一个基 B ，并且已把方程

组（１ ．２）式变换成等价的方程组

xB ＋ B －１ NxN ＝ B －１ b ． （１ ．４）

为叙述方便 ，不妨设 B由 A 的前 m列构成 ，即 B ＝ （a１ ，⋯ ，am ） ，相应地 xB ＝
（ x１ ，⋯ ，xm ） ．引进记号 0

珔aj ＝ B －１ aj ＝ （珔a１ j ，⋯ ，珔amj ）T ， 　 rj ＝ １ ，⋯ ，n ，

珔b ＝ B －１ b ＝ （珔b１ ，⋯ ，珔bm ）T ， 珡N ＝ B －１ N ．

则（１ ．４）式可以写成

xB ＋ ∑
n

j ＝ m＋ １

xj 珔aj ＝ 珔b ，

或等价地写成

xB ＋ 珡NxN ＝ 珔b ． （１ ．５）

　 　显然 ，如果所取的基不同 ，则对应的方程表达式也不同 ．若 珔b ≥ ０ ，则（１ ．５）

就对应着基本可行解 珔x ＝
珔b
０

．而当 珔b ＞ ０时 ，该解为非退化的基本可行解 ．对

（１ ．２）式进行了上述变换以后 ，目标函数也要作相应的变换 ，即将它用非基变

量来表示 ．相应于 x 的划分对 c亦进行对应的划分后 ，则有
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z ＝ cT x ＝ cTBxB ＋ cTNxN
＝ cTB（珔b － 珡NxN ） ＋ cTN xN

＝ cTB 珔b ＋ ∑
n

j ＝ m＋ １

（cj － cTB 珔aj ） xj ．

（１ ．６）

若用 z０ 表示基本可行解 珔x 所对应的目标函数值 ，则 z０ ＝ cTB 珔b ，即（１ ．６）中的

常数项 ．因 珔a ，⋯ ，珔am 均为单位向量 ，故当 j ＝ １ ，⋯ ，m 时 ，cj － cTB 珔aj ＝ ０ ．若引

入下面的记号

σj ＝ cj － cTB 珔aj ，　 j ＝ １ ，⋯ ，n ，

或用向量表示为

σ ＝ （σ１ ，⋯ ，σn） ＝ cT － cTB B －１ A ＝ （σB ，σN ） ＝ （０ ，cTN － cTBB －１ N） ，

则（１ ．６）式可记为

z ＝ cTB 珔b ＋ σx ＝ z０ ＋ σx ．

若 σ ≤ ０ ，则对原问题的任一可行解 x ，由 x ≥ ０ 知 σx ≤ ０ ，从而 cT 珔x ＝ z０ ≥

z０ ＋ σx ＝ cT x ，这表明 珔x 必为原问题的最优解 ．相反 ，若向量 σ有某个分量 σp

＞ ０ ，显然 m ＋ １ ≤ p ≤ n ，则由上式或等价地（１ ．６）式知 ，通过增大相应非基变

量 xp 的值 ，保持其余非基变量不变 ，并保证 x ≥ ０ ，则可以使目标函数值在可

行域内进一步增大 ．这意味着只要 σ存在正的分量 ，则当前的基本可行解 珔x
就不是最优解 ．

当对应于基 B的基本可行解为非最优解时 ，单纯形法通过交换 B 与 N
中的一对列向量来形成一个新的基 ，记为 B ＋

，使得相应于 B ＋ 的基本解为基

本可行解 ，且使目标函数值要优于上一次迭代的函数值 ．具体做法如下 ：

由于增大相应于正分量 σp 的非基变量 xp 可使目标函数值增大 ，且使该

变量从非基变量变为基变量 ．因此 ，为使目标函数上升较快 ，在 σ有不止一个

正分量时 ，应取相应于

σp ＝ max｛ σj | j ＝ １ ，⋯ ，n｝
的非基变量 xp 作为入基变量 ，而取相应的列向量 ap 进入基 B ．为找出应从 B
中移出的离基向量 aq ，考察 xB 受非基变量 xp 增值的影响 ，因为

xB ＝ B －１ b － B －１ NxN ＝ 珔b － B －１ ap xp ＝ 珔b － xp珔ap ．

如果 珔ap ≤ ０ ，则任意增加 xp 的值都可保证所形成的向量 x 可行 ，并同时使目

标函数值不断增大 ，这表明可行域 D 是无界的 ，从而原问题无界 ．否则 ，如果
珔ap 中存在正的分量 ，则增加 xp 的值将使 xB 中相应分量的值减小 ，为确保所得

基本解的可行性 ，xp 的值不应超过

xp ＝
珔bq
珔aqp ＝ min

珔aip ＞ ０

珔bi
珔aip ． （１ ．７）

·５·１ ．２ 　 单纯形算法



这时 xB 中的第 q个分量 xq ＝ 珔bq － xp珔aqp ＝ ０ ．其余分量仍保持大于 ０ ，即 xq 从
基变量变为非基变量 ，相应的列向量 aq 为离基向量 ．换句话说 ，用 N 中对应
于 xp 的列向量 ap 交换 B中对应于 xq 的列向量 aq 来得到 B ＋

，这一交换过程

可表示为

B＋
＝ B ＋ （ap － aq ）eTq ， （１ ．８）

其中 eq 为 Rm 中的第 q个单位坐标向量 ．因为 １ ＋ eTqB － １
（ ap － aq ） ＝ 珔aqp ＞ ０ ，

所以由Sherman唱Morrison公式知 B ＋ 非奇异 ，从而构成 A 的一个新基 ．进而 ，

相应于该基的基本解为

xi ＝ 珔bi －
珔bq
珔aqp

珔aip ，　 １ ≤ i ≤ m ，　 xp ＝
珔bq
珔aqp ，

xi ＝ ０ ，　 m ＋ １ ≤ i ≤ n ，　 i ≠ p ．

（１ ．９）

该解为一可行解 ，即已找到对应于新基 B ＋的基本可行解 ．

有了以上的论述 ，则可以给出单纯形算法的迭代步骤 ．鉴于 σ在上述过

程中所起的作用 ，常称 σ为检验向量 ，其分量称为检验数 ．

·单纯形算法

步 １ 　找到一初始的基本可行解 ．

步 ２ 　计算 珡N ，珔b及检验向量 σ等的值 ．令 σp ＝ max｛ σj ｜ j ＝ １ ，⋯ ，n｝ ．

步 ３ 　若 σp ≤ ０ ，停止 ，已找到线性规划问题的最优解 x ＝
珔b
０
及最优值

cTB 珔b ．

步 ４ 　若 珔ap ≤ ０ ，停止 ，原问题无界 ．

步 ５ 　由（１ ．７）式确定 q的值 ，交换列向量 ap 与 aq ，并分别由（１ ．８）式和

（１ ．９）式确定新的基矩阵及对应的基本可行解 ．转步 ２ ．

要应用上述的单纯形算法 ，还需要有一个确定初始基本可行解的方法 ．已

有多种方法可用于确定初始解 ，这里只介绍一种称为两阶段法的典型方法 ．因

必要时可通过在约束方程的两边同乘以 － １ 来使约束右端项变为正值 ，故不

失一般性 ，可设 b ≥ ０ ．

对标准的线性规划问题（１ ．１） ～ （１ ．３）引入 m个人工变量 ，并记其为 r ＝
（ r１ ，r２ ，⋯ ，rm ）T ，考虑如下的辅助问题 ： �

max 刎g ＝ － ∑
m

i ＝ １

ri

s ．t ． 篌A x ＋ r ＝ b ， （１ ．１０）

x ≥ ０ ，r ≥ ０ ．

若记辅助问题的可行区域为 D′ ，则显然 x ∈ D和 x
０

∈ D′等价 ，而存在某个
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x
０

∈ D′的充要条件是辅助问题的最优值为 ０ ．因此可通过解此辅助问题来

获得原问题的初始解 ．

对于辅助问题（１ ．１０） ，由人工变量对应的 m 列构成了可行的单位基 ．因

b ≥ ０ ，它对应于一基本可行解
x
r ＝

０

b ，于是由此则可应用上述的单纯形算

法进行迭代 ．由于对人工变量的非负要求 ，问题（１ ．１０）的目标函数以零为上

界 ，从而必有最优解 ．求得的最优解不外乎有两种可能 ：

一是max g ＜ ０ ．这表明不存在 x ，使得
x
０

∈ D′ ，亦即不存在 x ∈ D ．此

时 ，原问题（１ ．１） ～ （１ ．３）没有可行解 ，计算可终止 ．

二是max g ＝ ０ ．这时自然有 r ＝ ０ ，即所有的人工变量均变为非基变量 ，把

它们除去后即可得到原问题（１ ．１） ～ （１ ．３）的基本可行解 ，这一段的工作称为

第一阶段 ．基于所得基本可行解及相对应的可行基 ，就可开始第二阶段了 ，即

采用上述的单纯形算法来正式开始求解原问题（１ ．１） ～ （１ ．３） ．

在前面的讨论中 ，我们假定基本可行解是非退化的 ，即 珔b ＞ ０ ．若标准型线

性规划问题的每一个基本可行解都是非退化的 ，则用单纯形法计算时 ，每一次

迭代都使目标函数值严格下降 ，因此出现过的解不可能再次出现 ．由于基本可

行解的个数有限 ，单纯形算法的迭代过程一定在有限步内结束 ．但是 ，当出现

退化解时 ，单纯形算法的迭代有可能出现循环 ，从而永远得不到最优解 ．

为了防止循环 ，人们对上述单纯形算法中选取出 、入基变量的方法进行了

改进 ，提出了一些新的选取规则 ，如简便的Bland规则等 ．另一个防止循环的典

型方法是由Dantzig等人所提出的字典序方法 ，并由此产生了所谓的字典序单

纯形法 ．因我们在后面介绍求解整数规划问题的割平面算法时要用到这种方

法 ，下面就对该法的做一较详细的介绍 ．

１ ．３ 　字典序单纯形算法

若引进一新的变量 x０ 来表示目标函数（１ ．１） ，则标准型的线性规划问题

（１ ．１） ～ （１ ．３）可简单地写为

max｛ x０ | x０ ＝ cT x ，A x ＝ b ，x ≥ ０｝ ．

　 　假设 A 的秩为 m ，则线性方程组 A x ＝ b的解集是一个 n － m 维的线性
流形 ，其中有 n － m个变量可任意取值 ．对 A 中的任意基 B ，记它的非基变量

为参变量 t１ ，⋯ ，td ，d ＝ n － m ．以这些非基变量为参数 ，用高斯消去法从

A x ＝ b中解出基变量 ，则可将标准形的线性规划问题化成如下的参数形式 ：

·７·１ ．３ 　 字典序单纯形算法



　 　 　 　 　 　 　 　 　 wmax 　 父x０

s ．t ． 佑x０ ＝ α００ ＋ ∑
d

j ＝ １

α０ j （－ tj ） ，

x１ ＝ α１０ ＋ ∑
d

j ＝ １

α１ j （－ tj ） ，

　 　 　 …

xn ＝ αn０ ＋ ∑
d

j ＝ １

αnj （－ tj ） ，

xi ≥ ０ ， i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ．

当某个 xi 是非基变量时 ，对应的方程式实际上变为恒等式 xi ＝ ０ ＋ （ － １）

·（ － xi） ．记向量 珔x ＝ （ x０ ，x１ ，⋯ ，xn ）T ，αj ＝ （α０ j ，α１ j ，⋯ ，αnj ）
T
，j ＝ ０ ，１ ，⋯ ，

d ．则可将上述的参数形式写成如下的向量形式 ：

max｛ x０ 珔x ＝ α０ ＋ ∑
d

j ＝ １

αj （－ tj ） ， xi ≥ ０ ， i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n｝ ．

　 　容易证明 ：

（i）若 αi０ ≥ ０ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，则 珔x ＝ α０ 便是一个基本可行解 ．

（ii）若 α０ j ≥ ０ ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，d ，则对任何可行解 珔x ，必有 x０ ≤ α００ ．

（iii）若所有的 αi０ ≥ ０ ，α０ j ≥ ０ ，i ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，d ，则 珔x ＝ α０ 是

一个基本最优解 ．

（iv）若存在某个 s ，使得 α０ s ＜ ０ ，αs ≤ ０ ，则线性规划问题无最大值 ．

（v）若存在某个 r ，使得 αr０ ＜ ０ ，αr j ≥ ０ ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，d ，则线性规划问题无

可行解 ．

对于参数表达式

珔x ＝ α０ ＋ ∑
d

j ＝ １

αj （－ tj ） ，

如果要用 xr 代替 ts 来作为新的第 s个参变量 ，则只要从 xr 的表达式中解出
ts ，代入其他各式即可 ．设用 xr 替换 ts 后的参数表达式为

珔x ＝ 珔α０ ＋ ∑
d

j ＝ １

珔αj （－ 珋tj ） ，

这里 珋ts ＝ xr ，对 j ≠ s ，珋tj ＝ tj ，则很容易证明 珔αj 与 αj 之间有如下的关系成立 ．

定理 1 ．3 　 珔αs ＝ －
１
αrs
αs ，　 珔αj ＝ αj －

αrj
αrs

αs ，　 j ≠ s ．

现在引进字典序的概念 ．

一个非零向量 α ，若按分量的下标顺序 ，第一个不为零的分量是正数 ，则

称 α是字典序正 ，记作 α ＞
L
０ ．若 － α ＞

L
０ ，则称 α是字典序负 ，记作 α ＜

L
０ ．零向
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量称为字典序 ０ ．对于两个向量 α 和 β ，若 α － β ＞
L
０ ，则记为 α ＞

L

β ．例如 ，

（１ ，－ ５ ，－ ６ ，４）
T
＞
L
０ ，（０ ，０ ，－ １ ，８）

T
＜
L
０ ．而（０ ，－ １ ，０ ，－ ８）

T
＞
L
（ － ９ ，９ ，８ ，７）

T
．

按照字典序 ，所有维数相同的向量构成一全序集合 ．有了以上准备 ，则可给出

字典序单纯形方法的描述 ．

考虑问题

max x０ 珔x ＝ α０ ＋ ∑
d

j ＝ １

αj （－ tj ） ， xj ≥ ０ ， j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ，

假设对于 j ≠ ０ ，各个向量 αj 已满足 αj ＞
L
０ ．关于如何获得这样的初始表达式 ，

将在本节末叙述 ．

·字典序单纯形算法

步 １ 　计算 αr０ ＝ min｛ αi０ ：i ＝ １ ，⋯ ，n｝ ．若 αr０ ≥ ０ ，则停止 ．珔x ＝ α０ 便是线

性规划问题的最优解 ，且对任何可行解 珔x ，有 珔x ＜
L
α０ ．若 αr０ ＜ ０ ，则进行步 ２ ．

步 ２ 　若所有的 αrj ≥ ０ ，j ＝ １ ，⋯ ，d ，则停止 ，原问题无可行解 ．相反 ，进行

步 ３ ．

步 ３ 　按向量字典序的大小 ，计算

max αj
αr j

αrj ＜ ０ ，j ＝ １ ，⋯ ，d ＝
１
αrs

αs ．

　 　步 ４ 　用 xr 替换 ts 作为新的第 s个参变量 ，得新的表达式

珔x ＝ 珔α０ ＋ ∑
d

j ＝ １

珔αj （－ 珋tj ） ，

其中 珔αs ＝ －
１
αrs

αs ，珔αj ＝ αj －
αr j
αrs

αs ，珋tj ＝ tj ， j ≠ s ，珋ts ＝ xr ．然后 ，用新的表达式代

替原来的表达式 ，转到步 １ ．

关于上述算法 ，我们有如下结论 ．

定理 1 ．4 　若对 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，d有 αj ＞
L
０ ，则 珔αj ＞

L
０ ，且 α０ ＞

L
珔α０ ．

证 　由 αrs ＜ ０ ，αs ＞
L
０即得 珔αs ＝ －

１
αrs

αs ＞
L
０ ．对于 j ≠ ０ ，s ，若 αr j ≥ ０ ，则

珔αj ＝ αj －
αrj
αrs

αs ≥
L
αj ＞

L
０ ．

若 αr j ＜ ０ ，则由算法中步 ３里关于 s的选取方法可知
珔αj ＝ αr j

１
αrj

αj －
１
αrs

αs ＞
L
０ ．

又因为 αr０ ＜ ０ ，　 αrs ＜ ０ ，　 珔α０ ＝ α０ －
αr０
αrs

αs ，而 αs ＞
L
０ ，故得 珔α０ ＜

L
α０ ． □

由定理 １畅４知 ，对于上述的字典序单纯形算法 ，在其迭代过程中 ，同样的
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参数表达式决不会重复出现 ．同时 ，用关于基本可行解数目相同的论证方法

知 ，参数表达式的数目不会超过 C m
n 种 ．因此 ，字典序单纯形算法必在有限步

内终止 ．

现在让我们回过头来讨论寻求字典序正（即对 j ≠ ０ ，αj ＞
L
０）的初始表达

式的方法 ，下述方法通常称作大 M 方法 ．

任给一个基 B ，设其非基变量为 t１ ，⋯ ，td ，而以 tj （１ ≤ j ≤ d）为参变量的
参数表达式为

珔x ＝ α０ ＋ ∑
d

j ＝ １

αj （－ tj ） ．

假设按字典序的大小 ，求得min｛ αj ｜ j ＝ １ ，２ ，⋯ ，d｝ ＝ αs ．

若 αs ＞
L
０ ，则已获得字典序正的表达式 ．否则 ，我们附加一个条件

xn＋ １ ＝ M ＋ ∑
d

j ＝ １

（－ tj ） ≥ ０ ，

即 ∑
d

j ＝ １

tj ≤ M ，这里 M 是足够大的数 ．只要 M 取得充分地大 ，则可保证加上

此参考条件后的问题与原问题等价 ．然后 ，以 xn ＋ １代替参变量 ts ，可得表达式

珔x ＝ 珔α０ ＋ ∑
d

j ＝ １

珔αj （－ 珋tj ） ，

其中 珔αs ＝ － αs ，　 珔αj ＝ αj － αs ，　 j ≠ s ，珔α０ ＝ α０ － Mαs ，　 珋ts ＝ xn ＋ １ ，　 珋tj ＝ tj ，　

j ≠ s ．显然 ，由于 αs 的取法 ，这时已有 珔αs ＞
L
０ ，j ＝ １ ，⋯ ，d ．故可用上述字典序

单纯形算法求解 ．

需要说明的是 ，本节和上节仅给出了求解线性规划问题的经典方法 ．为了

减少这些单纯形方法的计算量 ，人们提出了一系列改进的单纯形算法 ；而为了

增加算法的稳定性 、减少舍入误差 ，又设计了基于逆阵的乘积形式与矩阵分解

技术的 、可用于求解大规模线性规划问题的各种矩阵分解形式的单纯形算法

等等 ．有兴趣的读者可参阅 Dantzig （１９６３） ，钱颂迪（１９９０） ，张建中（１９９７）等 ．

但是 ，还有另外一大类求解线性规划问题的算法 ，它们是基于线性规划的对偶

理论而发展起来的 ，故以下我们先对线性规划的对偶理论作一简要介绍 ．

１ ．４ 　对偶理论

对偶理论所处理的是成对的线性规划问题 ，并研究它们的解之间的关系 ．

若称其中的一个问题为原始问题 ，则另一个问题就称为它的对偶问题 ．

若取标准形式的线性规划问题作为原始问题 ，即

z L P 扯 max｛ cT x A x ＝ b ，x ≥ ０｝ ， （１ ．１１）
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则它的对偶问题定义为如下的线性规划问题

w LP 扯 min｛ ub uA ≥ cT｝ ． （１ ．１２）

这里 u ＝ （ u１ ，u２ ，⋯ ，um ） ，即 uT ∈ Rm
．称满足条件 uA ≥ cT 的 u为对偶可行

解 ，使 ub达到最小值 wLP的对偶可行解称为对偶最优解 ．进而 ，可以类似 １ ．１

节定义对偶问题（１ ．１２）的基本解 、基本可行解 ，并分别称为对偶基本解 、对偶

基本可行解 ．相应地 ，称问题（１ ．１１）的可行解 、最优解为原始可行解 、原始最优

解等 ．由上述定义方式不难推出 ，对偶问题的对偶即为原始问题本身 ．进而 ，关

于问题（１ ．１１）与（１ ．１２） ，我们有下述基本结果 ．

定理 1 ．5（弱对偶定理） 　对于任何原始可行解 x 倡与对偶可行解 u 倡
，必

有 cT x 倡
≤ z L P ≤ w LP ≤ u 倡 b ．

证 　由 x 倡的原始可行性知 A x 倡
＝ b ，从而 u 倡 A x 倡

＝ u 倡 b ，且 x 倡
≥ ０ ．又

因 u 倡对偶可行 ，故 u 倡 A ≥ cT ，由此得 u 倡 b ＝ u 倡 A x 倡
≥ cT x 倡

．因此 ，对

（１畅１１）的所有可行解 x ，必有 w LP ≥ cT x ，且对（１ ．１２）的所有可行解 u有 z L P
≤ ub ，从而必有 w LP ≥ z L P ． □

这个定理告诉我们 ，对于两个互为对偶的线性规划问题 ，任一个问题的一

个可行解将产生另一问题最优目标函数值的一个界 ．同时 ，由此定理易得下列

推论 ．

推论 1 ．6 　若问题（１ ．１１）有无界最优值 ，则问题（１畅１２）不可行 ．

定理 1 ．7 　 若 B 为问题 （１ ．１１）的最优基 ，则 u 倡
＝ π ＝ cTBB － １为问题

（１畅１２）的最优解 ．

证 　由 B是最优基知 cTBB － １ A － cT ≥ ０ ，因此 u 倡
＝ π ＝ cTBB － １是一个对偶

可行解 ．设 x 倡为对应于 B的基本最优解 ，则有关系

cT x 倡
＝ cTBB －１ b ＝ u 倡 b ．

从而由定理 １ ．５知 u 倡必为一个对偶最优解 ． □

定理 1 ．8（强对偶定理） 　 如果问题（１ ．１１）和（１ ．１２）同时存在可行解 ，则

必同时有基本最优解 ．进而 ，z LP ＝ wLP ．

证 　因假设两个问题均可行 ，由定理 １ ．５ 可知 cT x 有上界 ，ub 有下界 ，

故易知（１ ．１１）和（１ ．１２）必都有最优解 ．因此 ，应用单纯形方法 ，必可求得一个

最优基 ，再根据定理 １ ．７ ，即可证得该定理 ． □

其实 ，我们还可进一步证明 ：问题（１ ．１１）和（１ ．１２）同时有最优解的充要条

件是它们同时有可行解 ．而且 ，若设 x 倡和 u 倡分别为（１ ．１１）和（１ ．１２）的可行

解 ，则它们分别为问题（１ ．１１）和（１ ．１２）的最优解当且仅当 cT x 倡
＝ u 倡 b ．

由上述讨论不难看出 ，对于互为对偶的问题（１ ．１１）和（１ ．１２） ，只可能有下

列四种可能性之一 ：z LP和 wLP有限且相等 ；z L P ＝ ∞ 而问题（１ ．１２）不可行 ；

·１１·１ ．４ 　 对偶理论



wLP ＝ － ∞而问题（１ ．１１）不可行 ；问题（１ ．１１）和问题（１ ．１２）均不可行 ．

定理 1 ．9 　原始可行解 x 倡和对偶可行解 u 倡是原始最优解和对偶最优解

的充要条件为

（u 倡 A － cT ） x 倡
＝ ０ ．

　 　证 　由定理 １ ．５ 、１ ．７ 、１ ．８易知 ，x 倡
、u 倡是原始最优解和对偶最优解的充

要条件为 cT x 倡
＝ u 倡 b ＝ u 倡 A x 倡

，此即（u 倡 A － cT ） x 倡
＝ ０ ． □

由于 x 倡
≥ ０ ，　 u 倡 A － cT ≥ ０ ，故定理 １ ．９中的充要条件等价于

（ u 倡 aj － cj ）x 倡
j ＝ ０ ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n ．

这里 aj 为 A 的第 j 列 ，常称其为互补松弛性条件 ．因此 ，若有某对偶最优解

u 倡
，使得对某下标 j有 u 倡 aj ＞ cj ，此时称第 j 个约束对问题（１ ．１２）是松的 ，则

对一切原始最优解 x 倡
，必使 x 倡

j ＝ ０ ．相应地 ，称第 j 个非负约束对问题
（１畅１１）是紧的 ．若有某最优解 x 倡

，使得对某下标 j 满足 x 倡
j ＞ ０ ，则对一切对偶

最优解 u 倡
，必有 u 倡 aj ＝ cj ．

上述是针对线性规划问题的标准形式进行讨论的 ．若实际中问题的形式

与此不同 ，则亦可类似地定义其对偶问题 ，并易证上述所有结论均成立 ．例如 ，

假如原线性规划问题呈如下形式 ：

max｛ cT x A x ≤ b ，x ≥ ０｝ ，

则其对偶规划应写为

min｛ ub uA ≥ cT ，u ≥ ０｝ ．

进而 ，可行解 x 倡
，u 倡分别是它们的最优解的充要条件为

（u 倡 A － cT ） x 倡
＝ ０ ， （１ ．１３）

u 倡
（A x 倡

－ b） ＝ ０ ． （１ ．１４）

通常称对应于原始变量的（１ ．１３）式为原始互补松弛性条件 ，而称（１ ．１４）为对

偶互补松弛性条件 ．

基于上述对偶理论 ，则可导出求解线性规划问题的另一类单纯形算法

———对偶单纯形算法 ．该方法可看作是将单纯形算法用于求解线性规划的对

偶问题 ．从其一个对偶基本可行解迭代到另一对偶基本可行解 ，并使目标函数

值下降 ．由对偶理论 ，若在某一迭代步所得原始问题的基本解也是可行的 ，则

可终止 ，我们已同时找到原始问题与对偶问题的最优解 ．对偶单纯形算法的一

个优点是 ，当我们找不到原始问题的一个初始基本可行解 ，但却已知或很容易

找到其对偶问题的一个对偶基本可行解时 ，则可用对偶单纯形算法来求解它 ．

实际中经常遇到的一个典型例子是 ：我们已知某一线性规划问题的解 ，但在对

其加上一些新的约束后该解不再可行 ．

给定一个基 B ，令 u ＝ cTBB － １
，则有
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uA － cT ＝ cTBB －１
（B ，N） － （cTB ，cTN ） ＝ （０ ，cTBB －１ N － cTN ） ．

因此 ，u 对偶可行当且仅当 cTBB － １ N － cTN ≥ ０ ，这等价于 σ ≤ ０ ．鉴于此 ，若

cTBB － １ N ≥ cTN ，则称 B为一对偶可行基 ．一般地说 ，基 B可能仅是一原始可行
基 ，或仅为一对偶可行基 ，或两者都不是 ，或两者都是 ．最后一种情形很重要 ，

因由对偶理论知 ，若 B同时为原始可行基和对偶可行基 ，则 xT ＝ （ xTB ，xTN ）＝
（B － １ b ，０）

T 为原始问题的一个最优解 ，而 u ＝ cTBB － １为对偶问题的一个最优

解 ．利用对偶可行基这一术语 ，则可类似 １ ．２节中单纯形算法的导出过程来具

体推出对偶单纯形算法的迭代格式 ．这里只给出其迭代步骤 ，其中向量 珔b ，珡N ，

σ等的定义同 １ ．２节 ．

·对偶单纯形算法

步 １ 　选取一对偶可行基 B ，从而一对偶可行解 ．

步 ２ 　若 B亦为原始可行基 ，即有 珔b ＝ B － １ b ≥ ０ ，则（ xB ，xN ）T ＝ （B － １ b ，

０）
T 为原始问题的一个最优解 ，u ＝ cTBB － １为对偶问题的最优解 ，停止 ．否则令

珔bq ＝ min｛珔bi ，１ ≤ i ≤ m｝ ．

步 ３ 　若 珔aq ≥ ０ ，这里 珔aq 为 珡N 的第 q行 ，则停止 ，原始问题不可行 ．否则 ，

令

p ＝ arg min
j

σj
珔aqj ：珔aqj ＜ ０ ．

　 　步 ４ 　交换离基向量 aq 与入基向量 ap ，即令 B ＋
＝ B ∪ ｛ ap｝ ＼ ｛ aq｝ ，用

B ＋来代替 B ，转步 １ ．

像对单纯形算法一样 ，也可对上述对偶单纯形算法提出各种改进 ，得到不

同形式的改进对偶单纯形算法 ．进而 ，还可给出原始 对偶单纯形算法等 ，这里

不再详述 ．

最后 ，作为对偶理论的应用 ，我们来证明有关线性不等式组是否可行的一

些重要结果 ．

定理 1 ．10（Farkas引理） 　要么｛ x ∈ Rn
＋ ：A x ≤ b｝ ≠ 碬 ，要么存在一个 v ∈

Rm
＋ ，使得 vA ≥ ０且 vb ＜ ０ ，但这两者不可能同时成立 ．

证 　考虑线性规划 z LP ＝ max｛０ x ｜A x ≤ b ，x ∈ Rn
＋ ｝与其对偶问题 w LP ＝

min｛ vb ｜vA ≥ ０ ，v ∈ Rm
＋ ｝ ．因该对偶问题有一显然的可行解 v ＝ ０ ，故由线性

规划的对偶理论知只可能有下列两种情形之一出现 ．

（１） 　 z LP ＝ w LP ＝ ０ ，因此 ，｛ x ∈ Rn
＋ ：A x ≤ b｝ ≠ 碬 ，且对所有使得 vA ≥ ０

的 v ∈ Rm
＋ ，有 vb ≥ ０ ．

（２） 　 z L P ＝ w LP ＝ － ∞ ，那么｛ x ∈ Rn
＋ ：A x ≤ b｝ ＝ 碬 ，且同时存在某一

v ∈ Rm
＋ ，使得 vA ≥ ０和 vb ＜ ０ ． □
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推论 1 ．11（Farkas引理的变形）

１ ．要么｛ x ∈ Rn
＋ ：A x ＝ b｝ ≠ 碬 ，要么｛ v ∈ Rm

：vA ≥ ０ ，vb ＜ ０｝ ≠ 碬 ．

２ ．要么｛ x ∈ Rn
：A x ≤ b｝ ≠ 碬 ，要么｛ v ∈ Rm

＋ ：vA ＝ ０ ，vb ＜ ０｝ ≠ 碬 ．

３ ．若 P ＝ ｛ r ∈ Rn
＋ ：A r ＝ ０｝ ，则要么 P ＼ ｛０｝ ≠ 碬 ，要么｛ u ∈ Rm

：uA ＞ ０｝

≠ 碬 ．

１ ．５ 　内点算法

衡量一个算法好坏最主要的指标是看其需要多少计算时间 ．为避免计算

机性能对算法执行时间的影响 ，通常用算法执行时所需基本运算的总次数来

度量其所花时间 ．同时 ，为反映问题例子大小和不同数据值的影响 ，一般用最

坏情况下所花的时间来讨论 ，并用输入数据的长度 L 来反映问题的规模 ．对

于极值问题 ，L 往往与问题的变量数及约束数目密切相关 ．关于算法好坏的

划分 ，目前广为接受的观点是 ：若一个算法所需的运行时间是关于问题规模 L
的一个多项式函数或以某一多项式为上界 ，则认为该算法是好的 ，并常称这类

算法为多项式时间算法 ．否则 ，若算法的运行时间为 L 的指数函数 ，或以一个

指数函数为下界 ，则认为该算法是坏的 ，并称其为指数时间算法 ．

大量的计算实践表明 ，单纯形算法及其变形是求解线性规划问题的一类

收敛很快 、相当有效的成功算法 ．但是 ，当把单纯形算法应用于下列线性规划

问题  

min 　 ;－ ２
n －１ x１ － ２

n －２ x２ － ⋯ － ２ xn －１ － xn 　 　  

s ．t ． x１ ≤ ５ ，

４ x１ ＋ x２ ≤ ５
２
，

８ x１ ＋ ４ x２ ＋ x３ ≤ ５
３
，

２
nx１ ＋ ２

n －１ x２ ＋ ２
n －２ x３ ＋ ⋯ ＋ ４ xn －１ ＋ xn ≤ ５

n
，

　 x１ ，x２ ，⋯ ， xn ≥ ０

时 ，可以发现它需经 ２
n
－ １次迭代方能确定问题的最优解 ．这一例子表明 ，尽

管单纯形算法在一般情况下是一个十分有效的算法 ，但按上述的分类方法它

却不是一个好算法 ，而是指数时间的算法 ．

那么 ，是否存在求解线性规划问题的多项式时间算法呢 ？第一个这样的

算法是由前苏联数学家L ．G ．Khachiyan于 １９７９ 年找到的 ，称为椭球算法 ．该

算法利用线性规划的对偶理论 ，将线性规划问题的求解等价地转化为求线性

不等式组的解 ．而对后者的求解是通过迭代方式来构造一系列体积递减的椭

球 ，并使每个椭球均与线性不等式组的解集有非空的交 ，由此导出一多项式时
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间算法 ．但遗憾的是 ，实际检验表明椭球算法的迭代次数要比单纯形法多得

多 ，计算效果并不比单纯形算法好 ，故该方法仅是理论上的一个突破 ，并不实

用 ．值得一提的是 ，由椭球算法所指出的求解线性规划问题与检验线性不等式

组的可行性问题 ，进而检验某一点是否位于一多面体中的所谓成员问题

（membership problem） 、或等价地当点不在多面体中 ，用一线性不等式将该点

从某个多面体中分离出来的分离问题（separation problem ）等等问题求解之间

的多项式时间等价性 ，我们就可以从理论上证明一些整数规划问题是不是多

项式时间内可解的 ．

１９８４年 ，印度数学家 N ．Karmarkar提出了求解线性规划问题的另一个多
项式时间算法 ，后人称为 Karmarkar算法 ．该算法不仅在理论上具有比椭球算

法更低的计算时间阶 ，而且实际计算效果也要好得多 ．因而引起了学术界的广

泛关注 ，并使线性规划求解算法的设计又一次成为研究的热点 ．

类似于椭球算法 ，Karmarkar 算法不是沿线性规划问题可行域的表面进
行搜索 ，而是从可行域内部穿行 、迭代地寻找最优解的 ．这种保持迭代点为可

行区域之内点的思想是很有意义的 ．自 Karmarkar算法产生起 ，不断有许多学

者致力于改进 、完善及推广这一类方法 ，并统称这种类型的算法为内点算法 ．

到目前为止 ，关于内点算法的研究成果不下数万种 ，并不断有新的成果出现 ．

进而 ，内点算法已不仅限于求解线性规划问题 ，还可用于求解二次规划 、线性

互补问题 、非线性凸规划等 ．有兴趣的读者可参阅文献（Ye １９９７） ．以下仅以某

一特定内点算法的导出做为例子来对内点算法的设计予以说明 ．

考虑下列形式的线性规划

（LP） min｛ cT x ｜A x ＝ b ，x ≥ ０｝ ，

像前面一样 ，这里假设 c ∈ Rn
，A ∈ Rm × n和 b ∈ Rm 为给定的向量与矩阵 ．

（LP）的对偶问题为
（LD） min｛ bT y｜A T y ≤ c｝ ．

以下称向量 s ＝ c － A T y的分量为对偶松弛 ．用 F表示所有三元向量（ x ，y ，s）
的集合 ，这里 x 和 （ y ，s）分别为原始和对偶可行的 ．用 F ０ 表示 F中满足
（ x ，s）＞ ０的点集 ．

求解线性规划问题的绝大多数内点算法均需假设 F ０
≠ 碬 ，或 （LD）和

（LP）的最优解集是有界的 ，且所要迭代求解的辅助问题的规模往往至少是原

问题的二倍 ．为克服这些不足 ，我们来构造一个关联于（LP）和（LD）的齐次 、自

对偶辅助线性规划问题 ．这里所谓的齐次线性规划 ，并不是说所有约束必须是

齐次的 ，或等价地所有右端项为零 ．我们允许有一个常称为正规化约束

（normalizing constraint ）的非齐次约束 ．而所谓自对偶线性规划 ，是指该规划

问题的对偶问题等价于原问题本身 ．具体地 ，给定任何 x０ ＞ ０ ，s０ ＞ ０和 y０ ，我
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们构造联系（LP）和（LD）的齐次自对偶线性规划问题如下 ：

　 　 　 　 　 　 痧min 　  （（ x０ ）T s０ ＋ １）θ

s ．t ． A x － bτ ＋ 珔bθ＝ ０ ， （１ ．１５）

－ A T y ＋ cτ － 珋cθ ≥ ０ ， （１ ．１６）

（HLP） bT y － cT x ＋ 珔zθ ≥ ０ ， （１ ．１７）

－ 珔bT y ＋ 珋cT x － 珔zτ ＝ － （ x０ ）T s０ － １ ， （１ ．１８）

x ≥ ０ ，τ ≥ ０ ．

这里
珔b ＝ b － A x０ ，　 珋c ＝ c － A T y０ － s０ ，　 珔z ＝ cT x０ ＋ １ － bT y０ ．

因此 ，可以认为 珔b ，珋c和 珔z 分别表示初始原始点 、对偶点的“不可行性”和原始

对偶“差” ．

当 τ ＝ １ ，θ＝ ０时 ，约束（１ ．１５） ～ （１ ．１７）分别表示原始（与 x ≥ ０一起） 、对

偶可行性和反向的弱对偶性 ，所以它们一起定义了原始 、对偶最优解 ．以 τ做

为变量就产生了构成对偶于约束（１ ．１７）的所需变量 ．而为了使 x ＝ x０ ，（y ，s）
＝ （y０ ，s０ ）达到可行 ，我们加上了带有适当系数的辅助变量 θ ．最后 ，加上约束

（１ ．１８）是为了达到自对偶性 ．

用 s表示关于约束（１ ．１６）的松弛向量 ，而用 κ表示关于约束（１ ．１７）的松

弛量 ．用 Fh 表示对（HLP）可行的所有点（y ，x ，τ ，θ ，s ，κ）的集合 ，F ０
h表示 Fh

中满足（x ，τ ，s ，κ） ＞ ０的严格可行点集 ．利用各个约束及系数之间的关系 ，我

们可以将约束（１ ．１８）表示为

（s０ ）T x ＋ （ x０ ）T s ＋ τ ＋ κ － （（ x０ ）T s０ ＋ １）θ ＝ （x０ ）T s０ ＋ １ ．

这个约束对（HLP）起着正规化约束的作用 ．最后 ，注意到（HLP）的约束构成一
斜对称系统 ，这其实就是为什么它是一个自对偶线性规划的原因 ．

现在 ，用（HLD）表示（HLP）的对偶 ，并分别用 y′ ，x′ ，τ′和 θ′来表示相对

于约束（１ ．１５） 、（１ ．１６） 、（１ ．１７）和（１ ．１８）的对偶乘子向量或标量 ，则由（HLP）
约束系数阵的斜对称性等易证有下列结论成立 ．

引理 1 ．12
（i）  （HLD）有与（HLP）相同的形式 ，即若用（y′ ，x′ ，τ′ ，θ′）来代替（y ，x ，

τ ，θ） ，则（HLD）就是（HLP） ．

（ii） （HLP）有一严格可行解
y ＝ y０ ，　 x ＝ x０ ＞ ０ ，　 τ ＝ １ ，　 θ ＝ １ ，　 s ＝ s０ ＞ ０ ，　 κ ＝ １ ．

　 　 （iii） （HLP）有一最优解且其最优解集有界 ．

（iv） （HLP）的最优值为零 ，且对任何可行点（y ，x ，τ ，θ ，s ，κ） ∈ Fh ，有

（（x０ ）T s０ ＋ １）θ ＝ xT s ＋ τκ ．

　 　 （v）存在一最优解（y 倡
，x 倡

，τ
倡
，θ

倡
＝ ０ ，s 倡 ，κ

倡
） ∈ Fh ，使得
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x 倡
＋ s 倡

τ
倡
＋ κ

倡 ＞ ０ ，

并称这样的解为一严格自互补解 ．

以下简单地取 y０ ＝ ０ ，x０ ＝ e及 s０ ＝ e ．这里 e是分量全为 １的 n维列向
量 ，则（HLP）可变换为
　 　 　 　 　 　 　 　 痧min 　  （ n ＋ １）θ

s ．t ． A x － bτ ＋ 珔bθ＝ ０ ，

－ A T y ＋ cτ － 珋cθ ≥ ０ ，

（HLP） bT y － cT x ＋ 珔zθ ≥ ０ ，

－ 珔bT y ＋ 珋cT x － 珔zτ ＝ － （n ＋ １） ，

x ≥ ０ ，τ ≥ ０ ．

而 珔b ＝ b － Ae ，珋c ＝ c － e ，珔z ＝ cT e ＋ １ ．同样 ，若将这些联合起来 ，则最后的等式

约束可写为

eT x ＋ eT s ＋ τ ＋ κ － （n ＋ １）θ ＝ n ＋ １ ．

现在 ，我们可以将（HLP）的最优解与（LP）和（LD）的最优解联系起来 ，具体地

有下列定理 ．

定理 1 ．13 　设（y 倡
，x 倡

，τ
倡
，θ

倡
＝ ０ ，s 倡 ，κ

倡
）为（HLP）的一个严格自互

补解 ，则

（i） （LP）有一（可行且有界的）解当且仅当 τ
倡
＞ ０ ．这时 x 倡

／τ
倡为（LP）的

一个最优解 ，而（y 倡
／τ

倡
，s 倡 ／τ倡

）为（LD）的一个最优解 ．

（ii）如果 τ
倡
＝ ０ ，那么 κ

倡
＞ ０ ，这意味着 cT x 倡

－ bT y 倡
＜ ０ ．也就是说 ，

cT x 倡和 － bT y 倡中至少有一个严格小于零 ．若 cT x 倡
＜ ０ ，则（LD）不可行 ；若

－ bT y 倡
＜ ０ ，则（LP）不可行 ．而如果 cT x 倡

＜ ０且 － bT y 倡
＜ ０ ，则（LP）和（LD）

均不可行 ．

证 　若（LP）和（LD）均可行 ，则存在（LP）和（LD）的一个严格互补解对 珔x
和（珔y ，珋s） ，使得

（珔x ）
T
s ＝ ０ ，　 　 珔x ＋ s ＞ ０ ．

令

α ＝
n ＋ １

eT 珔x ＋ eT s ＋ １
＞ ０ ，

则可以证明

y 倡
＝ α 　y ，　 x 倡

＝ αx ，　 τ
倡

＝ α ，　 θ
倡

＝ ０ ，　 s 倡 ＝ α 　s ，　 κ
倡

＝ ０

为（HLP）的一个严格自互补解 ．因（HLP）的一个严格互补解的支撑集是惟一
的 ，在（HLP）的任何严格互补解处必有 τ

倡
＞ ０ ．

　 　相反 ，若 τ
倡
＞ ０ ，那么 κ

倡
＝ ０ ．这意味着
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A x 倡
＝ bτ倡

，A T y 倡
＋ s 倡 ＝ cτ倡 且 （ x 倡

）
T s 倡 ＝ ０ ．

因此 ，x 倡
／τ

倡为（LP）的一个最优解 ，而（ y 倡
／τ

倡
，s 倡 ／τ倡

）为（LD）的一个最优

解 ．（i）成立 ．

若 τ
倡
＝ ０ ，那么 κ

倡
＞ ０ ，从而 cT x 倡

－ bT y 倡
＜ ０ ，也就是说 ，cT x 倡 和

－ bT y 倡中至少有一个严格小于零 ，不妨设 cT x 倡
＜ ０ ．另外 ，我们有

A x 倡
＝ ０ ，　 A T y 倡

＋ s 倡 ＝ ０ ，　 （ x 倡
）
T s 倡 ＝ ０ ，　 x 倡

＋ s 倡 ＞ ０ ．

假设（LD）可行 ，则存在一解（珔y ，s ≥ ０） ，使得 A T 珔y ＋ s ＝ c ．用 x 倡乘以这个方程

的两边 ，我们得

０ ≤ s T x 倡
＝ cT x 倡

＜ ０ ，

矛盾 ．因此 ，（LD）必不可行 ．（ii）中的其他结论可类似证明 ． □

由该定理的证明 ，我们可以推得下列结论 ．

推论 1 ．14 　令（珔y ，珔x ，τ ，θ＝ ０ ，s ，珔κ）为（HLP）的任一最优解 ，那么如果 珔κ

＞ ０ ，则要么（LP）不可行 ，要么（LD）不可行 ．

有了以上结论 ，我们就可以通过求解（HLP）来找到原问题（LP）或其对偶
（LD）的解 ．为给出求解（HLP）的有效多项式时间算法 ，我们需要下列结论来

导出（HLP）的路径的形式 ．

引理 1 ．15 　 （i）对任何 μ ＞ ０ ，在 F ０
h 中存在惟一的（y ，x ，τ ，θ ，s ，κ） ，使得

Xs
τκ

＝ μe ，

这里 X ＝ diag（ x）表示以 x 的分量为对角元的对角矩阵 ，以下其他记号类似 ．

（ii）设 Q 表示在加上松弛变量 s和 κ后（HLP）的约束系数阵的零空间 ，

而（dy ，dx ，dτ ，dθ ，ds ，dκ）位于 Q中 ，即有  

　 　 　 　 後　 　 Adx 棗－ bdτ 揪＋ 珔bdθ 　 　 　 　 邋＝ ０ ，

－ A T dy ＋ cdτ － 珋cdθ － ds ＝ ０ ，

　 bT dy － cT dx ＋ 珔z dθ 　 　 － dκ ＝ ０ ， （１ ．１９）

－ 珔bT dy ＋ 珋cT dx － 珔z dτ ＝ ０ ．

那么

（dx ）T ds ＋ dτdκ ＝ ０ ．

　 　利用该引理 ，我们可以定义（HLP）可行域中的一条路径为
L＝ （y ，x ，τ ，θ ，s ，κ） ∈ F ０

h ：
Xs
τκ

＝
xT s ＋ τκ
n ＋ １

e ，

我们称其为（HLP）的中心路径 ．显然 ，若 X０ s０ ＝ e ，则引理 １ ．１２中所给出的初

始可行内点位于 μ ＝ １的路径上 ，而我们选取 x０ 和 s０ 的方法满足 X０ s０ ＝ e这
一要求 ．对于某个 β ∈ （０ ，１） ，定义该路径的一个邻域为
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N （β） ＝ （y ，x ，τ ，θ ，s ，κ） ∈ F ０
h ：‖

Xs
τκ

－ μe ‖ ≤ βμ ，μ ＝
xT s ＋ τκ
n ＋ １

．

这里 ‖ · ‖表示 l２ 范数 ．注意到由引理 １ ．１２之（iv） ，对于 Fh 中的任何可行点 ，

我们有 θ＝ μ ．

为了导出求解（HLP）的有效内点算法 ，我们利用已有的Mizuno唱Todd唱Ye
型预估 校正算法（Mizuno １９９３）来求解（HLP） ．具体地 ，求解（HLP）的预估
校正算法的迭代格式如下 ．

给定某一可行内点（yk ，xk ，τk ，θk ，sk ，κk ） ∈ F ０
h ，我们通过求解下列方程组

来确定（dy ，dx ，dτ ，dθ ，ds ，dκ） ：

（dy ，dx ，dτ ，dθ ，ds ，dκ） ∈ Q ， （１ ．２０）

Xkds ＋ Skdx
τ
kdκ ＋ κ

k dτ
＝ νμ

ke －
Xksk

τ
k
κ
k ． （１ ．２１）

注意这里 Q 表示（HLP）的系数阵的零空间 ，由引理 １ ．１５ ，（１ ．２０）其实等价于

要求（dy ，dx ，dτ ，dθ ，ds ，dκ）满足方程组（１ ．１９） ．

预估步 ：对任何偶数 k ，β ＝
１
４

，我们已有（yk ，xk ，τk ，θk ，sk ，κk ） ∈ N （β） ．

对于 ν＝ ０ ，求解方程组（１ ．２０） ～ （１ ．２１） ，然后令 }

y（α） ＝ yk ＋ α dy ，　 　 蝌x（α） ＝ xk ＋ α dx ，

τ（α） ＝ τ
k
＋ α dτ ， θ（α） ＝ θ

k
＋ α dθ ，

s（α） ＝ sk ＋ α ds ， κ（α） ＝ κ
k
＋ α dκ ．

我们按照下式来确定步长
珔α ＝ max｛ α ：（y（α） ，x（α） ，τ（α） ，θ（α） ，s（α） ，κ（α）） ∈ N （２ β）｝ ．

从而计算出下一个迭代点为 >

yk＋ １ ＝ y（珔α） ，　 xk＋ １ ＝ x（珔α） ，　 τ
k＋ １

＝ τ（珔α） ，

θ
k＋ １

＝ θ（珔α） ，　 sk＋ １ ＝ s（珔α） ，　 κ
k＋ １

＝ κ（珔α） ．

　 　校正步 ：对任何奇数 k ．求解带有 ν＝ １的方程组（１ ．２０） ～ （１ ．２１） ，并令  

yk＋ １ ＝ yk ＋ dy ，　 　 �xk＋ １ ＝ xk ＋ dx ，　 　  τ
k＋ １

＝ τ
k
＋ dτ ，

θ
k＋ １

＝ θ
k
＋ dθ ， sk＋ １ ＝ sk ＋ ds ， κ

k＋ １
＝ κ

k
＋ dκ ，

则我们有（yk ＋ １
，xk ＋ １

，τ
k ＋ １

，θ
k ＋ １

，sk ＋ １
，κ
k ＋ １

） ∈ N （β） ．

终止方法 ：定义 σ
k
＝ ｛ j ：xkj ≥ skj ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，n｝ ．用 B表示 A 对应于指标

集 σ
k 的那些列 ，N 表示 A 其余的列 ．我们用最小二乘投影法来产生（HLP）的

一个严格自互补最优解 ．这可分为下列两种情形 ．

情形 １ ：τ
k
≥ κ

k
，我们通过求解下列最小二乘问题来得到 y ，xB 和 τ 倐

min ‖ yk － y ‖２
＋ ‖ xkB － xB ‖２

＋ （τ
k
－ τ）

２

·９１·１ ．５ 　 内点算法



s ．t ．　 侣BxB － bτ ＝ ０ ，

－ BT y ＋ cBτ ＝ ０ ，

bT y － cTBxB ＝ ０ ．

　 　情形 ２ ：τ
k
＜ κ

k
，则通过求解下列问题来找出 y ，xB 和 κ ． �

min ‖ yk － y ‖２
＋ ‖ xkB － xB ‖２

＋ （κ
k
－ κ）

２

s ．t ．　 览BxB ＝ ０ ，

－ BT y ＝ ０ ，

bT y － cTBxB － κ ＝ ０ ．

只要在预估 校正算法中所得解使（ xk ）T sk ＋ τ
k
κ
k 足够小 ，则上述投影法保证

所得到的解 x 倡
B 和 s 倡N （其中对情形 １ s 倡N ＝ cNτ倡

－ NT y 倡
，对情形 ２ s 倡N ＝

－ NT y 倡
）为严格正的 ，而且在情形 １时 τ

倡为正 ，在情形 ２时 κ
倡为正 ．

对于上述预估 校正算法 ，通过充分利用已有预估 校正型内点算法的有

关理论结果 ，可以证明有下列收敛性结果 ．

定理 1 ．16 　设（LP）和（LD）具有字节长度为 L 的整值数据 ，则由（HLP）
的构造 ，（HLP）的数据仍保持为整值且其长度为 O（ nL ） ．因此 ，与所述终止

技术一起 ，所给预估 校正算法将在 O （ nL ）步迭代内产生（HLP）的一个严
格自互补最优解 ．

再利用定理 １ ．１３的结论 ，则可得到下列结论 ．

推论 1 ．17 　在 O（ nL ）步迭代内 ，带有上面所述终止方法的预估 校正

算法要么给出（LP）和（LD）的最优解 ，要么指出（LP）或（LD）是不可行的 ．

与已有许多内点算法相比 ，这里所给出的齐次 、自对偶预估 校正型内点

算法有以下显著优点 ．

在没有任何关于最优 、可行或内点可行解的存在性的假设之下 ，所给算法

可以求解线性规划问题 ；算法可从任一接近正坐标象限中心射向的 、可行或不

可行的正原始 对偶对开始迭代 ，且无须使用任何大 M 惩罚参数或相关下界 ，

避免了大的数值参数引起的求解困难 ；不像现有许多内点算法需求解一规模

加倍或更大的方程组 ，所给算法在每次迭代时 ，仅求解一维数几乎等于在标准

的内点算法中相应方程组大小的一个线性方程组 ；若线性规划问题有最优解 ，

则算法生成一同时达到可行性与最优性的迭代点列 ；若原问题不可行或无界 ，

算法将会正确地识别出原始问题和对偶问题中至少一个的不可行性 ；算法总

的效率比较高 ，它仅需 O（ nL ）次迭代即可求解线性规划问题 ．

关于上述算法的详细说明及进一步的讨论 ，参见 Ye（１９９４） ．

·０２· 第一章 　 线性规划



第二章 　 多面体理论

多面体理论（polyhedral theory ）在许多问题的理论分析与求解算法设计
中很有用 ．利用该理论的有关术语与结论 ，我们可以给出线性规划问题可行域

与基本可行解几何特性的精细刻画 ．进而 ，多面体理论在（混合）整数规划的理

论及相关算法分析 、计算几何与组合学等领域也起着非常重要的作用 ．本章简

述有关多面体理论的基本概念及结论 ．

２ ．１ 　多面体的定义及其维数

给定一个集合 S 彻 Rn
，若存在有限个 S 中的点｛ xi｝ l

i ＝ １及一个向量 λ ∈

Rl
＋ ，使得 ∑

l

i ＝ １

λi ＝ １且 x ＝ ∑
l

i ＝ １

λi xi ，则称 x ∈ Rn 为 S中点的一个凸组合 ．由

S中的点的凸组合所生成的所有点的集合称为 S 的凸包 ，记为conv（S） ．

在处理线性等式与不等式时常常会用到仿射独立的概念 ．

点集 x１ ，⋯ ，xk ∈ Rn 称为是仿射独立的（affinely independent ） ，如果方程

组 ∑
k

i ＝ １

αi xi ＝ ０ ，∑
k

i ＝ １

αi ＝ ０的惟一解是 αi ＝ ０ ，i ＝ １ ，⋯ ，k ．

显然 ，线性独立性意味着仿射独立性 ，但反之不然 ．进而 ，易证有下列结论

成立 ．

引理 2 ．1 　下列论述相互等价 ．

（i） x１ ，⋯ ，xk ∈ Rn 仿射独立 ．

（ii） x２ － x１ ，⋯ ，xk － x１ 线性独立 ．

（iii） （ x１ ，－ １） ，⋯ ，（ xk ，－ １） ∈ Rn ＋ １线性独立 ．

引理 2 ．2 　若｛ x ∈ Rn
：A x ＝ b｝ ≠ 碬 ，则 A x ＝ b 的仿射独立解的最大数

目为 n ＋ １ － rank（A ） ．

像在线性代数中一样 ，若 x ∈ H意味着对所有的 λ ∈ R１ 有 λx ∈ H ，且若

x ，y ∈ H ，那么 x ＋ y ∈ H ，则称 H 彻 Rn 为一个子空间 ．关于子空间的表述 ，我

们有下列引理 ．

引理 2 ．3 　下列论断相互等价 ：

（i） H 彻 Rn 为一子空间 ．

（ii）存在一个 m × n矩阵 A ，使得 H ＝ ｛ x ∈ Rn
：A x ＝ ０｝ ．


