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内 容 简 介

本书全面系统地介绍了时频分析的基本理论、 基本方法及应用。 全书
共 １０章， 内容包括时频分析基础、 短时傅里叶变换与 Ｇａｂｏｒ 展开、 维格
纳唱威尔分布、 小波变换与时频分析、 离散小波变换与多分辨分析、 尺度
函数与小波的构造方法、 小波包变换、 二维小波变换、 多带小波变换、 多
小波变换等内容。

本书选材广泛、 内容丰富、 重点突出， 既有算法的理论基础， 又有实
用的算法， 特别适合作为信号与信息处理、 通信与电子系统、 模式识别与
智能系统、 语音处理与编码、 图像处理与编码、 电路与系统、 应用数学等
专业的研究生教材或参考书， 也可供从事信号处理及应用的广大科技人员
使用和参考。
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前　　言
信号的时频分析是信号处理的一个重要领域， 其研究对象主要是非平稳信

号。 时频分析的任务是描述信号的频谱如何在时间上变化， 研究并了解时变频谱
在数学和物理之间的对应关系， 构造合适的时频分布并进行恰当的处理， 达到不
同的信号处理目的。 因此， 寻找合适的、 性能优良的时频分布成为非平稳信号分
析与处理的一个重要研究内容。 目前， 研究非平稳信号常用的方法有短时傅里叶
变换、 维格纳唱威尔分布、 科恩 （Ｃｏｈｅｎ） 类等， 不同分析方法具有不同的特点。
短时傅里叶变换建立起来的频谱图是最简单、 最直观的一种时频分布， 但是在分
析非平稳信号时， 时频分辨率不能自适应改变。 对于维格纳唱威尔分布和科恩类，
虽然具有良好的时频特性， 可以准确估计信号瞬时频率、 瞬时带宽等时频参数，
但由于存在交叉干扰项， 影响它们的实际应用范围。 除此之外， 非平稳信号分析
与处理还包括时变谱估计和时变滤波等重要内容， 如参数模型法时变谱估计、 进
化谱分析等， 它们是平稳信号谱估计技术和最优过滤技术在非平稳信号处理中的
延伸和发展。 此外， 非平稳信号分析与处理还包括一些重要专题， 如特殊非平稳
信号的平稳化处理、 循环平稳信号分析与处理等。

小波分析是傅里叶分析发展史上具有里程碑意义的进展。 近年来， 随着小波
理论的发展和应用， 小波分析的数学理论和方法越来越引起人们的广泛重视。 在
数学家看来， 小波分析是一个新的数学分支， 它是泛函分析、 傅里叶分析、 样条
分析、 调和分析、 数值分析的最完美结晶； 在应用领域， 特别是在信号处理、 图
像处理、 语音分析、 模式识别、 量子物理及众多非线性科学等领域， 它被认为是
近年来在工具及方法上的重大突破。 小波分析优于傅里叶变换的地方是它在时域
和频域上同时具有良好的局部化特性。 由于它对高频成分采用逐渐精细的时域取
样步长， 从而可以聚焦到对象的任意细节， 所以它被人们誉为数学显微镜。

本书将全面系统地介绍时频分析的理论和应用。 从时间分析、 频率分析、 时
间 －带宽关系入手， 阐述时频分析方法的发展历程， 重点介绍短时傅里叶变换、
维格纳唱威尔分布和小波变换等时频分析方法的基本原理和实现方法， 同时对不
同的时频分析方法进行分析比较。 本书注重理论与应用紧密结合， 在介绍理论、
原理、 概念的同时列举了大量的实例。 本书的特点是面向实际应用， 从工程角度
来论述短时傅里叶变换、 维格纳唱威尔分布和小波变换， 并力求对每一个重要概
念给出物理的、 信号分析的、 直观清晰的解释， 重要的数学描述伴以详尽的推导
和论证， 再加上翔实的应用实例， 使读者无论原来的专业背景、 数学基础如何，
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都比较容易理解书中的基本内容， 掌握时频分析的基本方法。
全书共分 １０ 章， 第 １ 章叙述时频分析发展的历史及研究时频分析的一些数

学知识， 着重介绍傅里叶变换与傅里叶级数、 信号的时域波形特征与频域波形特
征。 第 ２ 章介绍短时傅里叶变换与 Ｇａｂｏｒ 展开， 其内容包括短时傅里叶变换及频
谱图的性质、 短时傅里叶变换的时频特征、 离散短时傅里叶变换及实现方法、
Ｇａｂｏｒ 展开方法等内容。 第 ３ 章讲述维格纳唱威尔分布， 包括维格纳唱威尔分布的
定义和性质、 维格纳唱威尔分布与短时傅里叶变换的关系、 广义双线性时频分布
与核函数等内容。 第 ４ 章讲述小波变换与时频分析， 包括小波变换定义、 性质以
及小波变换与维格纳唱威尔分布的关系等内容。 第 ５ ～８ 章分别介绍离散小波变换
与多分辨分析、 尺度函数与小波的构造方法、 小波包变换和二维小波变换。 第 ９
章着重介绍多带小波变换的定义、 多带小波的多分辨分析、 多带小波变换的分解
与重构算法、 多带小波的构造等内容。 第 １０ 章着重介绍多小波变换， 其中包括
多尺度函数及多分辨分析、 多尺度函数和多小波函数的构造、 多小波变换的分解
与重构算法、 多小波包等内容。

本书是在作者多年科研工作和教学工作经验基础上完成的， 并参考了大量相
关专著和期刊。 由于水平所限， 书中不妥之处在所难免， 殷切希望广大读者和同
行批评指正。

编　者
２００７年 ４月

于杭州电子科技大学
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第 1 章 时频分析基础 

长期以来，在各种信号和数据的处理方面，特别是在频谱分析和各种滤波方

法中，傅里叶变换（Fourier transform，FT）是最基本的数学工具之一。经过几十

年的发展完善，从数学的角度看来，傅里叶变换已有非常丰富的内容与许多行之

有效的方法。但傅里叶变换反映的是信号或函数的整体特征，并且其时域和频域

分辨率是不变的。近些年来，随着信号分析的深入，多分辨分析和局部信号的特

征分析越来越受到重视，傅里叶变换对此却难以满足。小波变换（wavelet 
transform，WT）被认为是近年来在数学分析和方法上的重大突破，它是数学理论

中泛函分析、傅里叶分析、样条分析和数值分析的结晶。小波变换与傅里叶变换

不同，小波变换通过小波基函数的伸缩和平移来构成一系列分辨率不同的正交投

影空间及其对应的基，然后用这组基去表示或逼近某一信号或函数。小波变换具

有可变的时间和频率分辨率，即在低频时具有良好的频率分辨率，在高频时具有

良好的时间分辨率，这一重要性质在信号处理、模式识别、量子物理及众多非线

性科学领域中得到了广泛应用。本章首先对时频分析的发展过程作简要介绍，然

后着重介绍信号的展开理论及信号的时频特征的描述方法及相关概念。 

1.1 时频分析发展概述 

近年来随着小波理论的发展和应用，小波变换的数学理论和方法越来越引起

人们的广泛重视。在数学家看来，小波分析是一个新的数学分支，它是泛函分析、

傅里叶分析、样条分析、调和分析、数值分析的最完美结晶。在应用领域，特别

是在信号处理、图像处理、语音分析、模式识别、量子物理及众多非线性科学等

领域，它被认为是近年来在工具及方法上的重大突破。  
经典傅里叶变换经过一个世纪的发展，已成为信号处理领域最强有力的分析

方法和工具，这主要是由它的正交性和鲜明的物理意义以及快速简洁的计算方法

所决定的[1]。但是，由于傅里叶变换是对时间求积，去掉了非平稳信号中的时变

信号，因而要求信号是平稳的，对时变非平稳信号难以充分刻画。为了满足对突

变信号、非平稳信号分析的要求，1946 年，Gabor 提出了加窗傅里叶变换分析方

法[1~4]，亦称短时傅里叶变换（short time Fourier transform，STFT），通过适当窗

函数的选取，就可实现一定程度上的时频分析，但是由于时间分辨率与频率分辨

率要受到窗函数宽度的限制，总是不能同时达到最佳。1948 年，Ville 提出了著名
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的维格纳-威尔分布（Wigner-Ville distribution，WVD）并应用于时频信号分析[2,5,6]，

在一定程度上弥补了傅里叶变换的不足。后来在此基础上，人们又提出了科恩类

时频分布等方法[2,3,7,8] ，所有这些都改善了经典傅里叶变换的性能，使得傅里叶

变换在语音、图像等非平稳信号分析中得到了广泛的应用并取得了许多令人满意

的结果。这些方法后来在非平稳信号分析与处理中称为解析理论。 
除以上解析理论外，人们还从谱估计和时变滤波等方面对非平稳信号分析与

处理进行研究，提出了 AR、MA 和 ARMA 模型等一系列现代谱估计方法[9~11]，

它们是平稳信号谱估计技术和最优过滤技术在非平稳信号处理中的延伸和发展。

此外，非平稳信号分析与处理还包括一些重要专题，如特殊非平稳信号的平稳化

处理、循环平稳信号分析与处理等。虽然这些模型与傅里叶变换相比具有更高的

频率分辨率，特别是在小数据量情况下，AR、MA 和 ARMA 模型的谱估计性能

远好于傅里叶变换，但这类变换的计算较复杂，且对含有多个频率分量和瞬态过

程不连续的信号并不是最合适的，人们很难从其谱中看出信号的时间特性和共振

时变特性，因此，信号的平稳性是这些模型要求的基本条件。 
随着研究的深入，突变信号和非平稳信号的分析和处理已成为人们研究的主

要课题。因此，寻找一种既能保持傅里叶变换的优点，又能弥补傅里叶变换不足

的新的正交展开系已成为人们研究的热点。小波变换便是在这种背景下迅速发展

起来的一种新理论。 
小波变换的基本思想来源于函数的伸缩与平移[12~18]，它是通过基小波函数

（mother wavelet）的伸缩与平移来构成一系列分辨率不同的正交投影空间及其对

应的基，这是小波变换不同于傅里叶变换之处，正因为如此，小波变换不再要求

信号是平稳性的。小波变换具有可变的时间和频率分辨率，这些性质在理论或应

用中都非常重要。 
小波分析方法的提出，可以追溯到 1910 年 Haar 提出的构造小波规范正交基

的思想及 1938 年 Littlewood-Paley 对傅里叶级数建立的 L-P 理论。其后，Calderon
于 1975 年用其早年发现的再生公式，给出了抛物型空间上

1H 的原子分解，该公

式的离散形式已接近小波展开，但真正的小波研究高潮却开始于 20 世纪 80 年代，

1981 年 Stromberg 引入了 Sobolev 空间
pH 的正交基[19]，对 Haar 系进行了改造，证

明了小波函数的存在性。1982 年 Battle 在构造量子场论中使用了类似 Calderon 再
生公式的展开[20]。1984 年，法国科学家 Morlet 和 Grossman 根据地震数据的分析

和要求[21,22]，提出了连续小波变换的几何体系，其仿射群下的不变性为小波兴起

奠定了基础。1984~1988 年，Meyer、Battle 和 Lemarie 分别给出了具有快速衰减

特性的小波基函数[23]，小波变换得到进一步的发展。1987 年 Mallat 将计算机视觉

领域内的多尺度分析思想引入到小波变换中[24~26]，提出了多分辨分析的概念，统

一了在此以前的 Stromberg、Meyer、Lemarie 和 Battle 等提出的具体小波函数的

构造，研究了小波变换的离散形式，给出了用于信号分析和重构的快速小波变换
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算法——Mallat 算法。Mallat 算法的提出将小波理论和传统的滤波方法联系起来，

并且使人们在进行小波变换时不必给出小波的具体表达式，从而大大简化了小波

应用难度，便于工程技术人员去理解和掌握。与快速傅里叶变换（fast Fourier 
transform，FFT）算法的出现类似，Mallat 算法极大地推动了小波变换在实际信号

分析中的应用。1988 年，Daubechies 将 Mallat 多分辨分析的思想与 Burt 和 Adelson
的塔形分解方案相结合[27]，证明并给出了具有有限支集的正交小波基。1990 年，

美国 A&M 大学的 Chui（崔锦泰）[17]和 Cohen 进一步研究了非正交小波基的构造

方法[28]，提出了线性相位小波基的构造理论。与此同时，Goiimann 和 Wicherhauser
提出了小波包理论[29]，引入了最优基选择的概念，1992 年, Zou 等又提出了多带

小波变换理论，将人们对小波变换的研究从二带推广到多带情况[30]。1994 年

Geronimo 等提出了多小波变换[31]，将单尺度小波变换推广到多尺度小波变换，

使小波变换的理论又向前迈进了一大步。 
随着小波变换理论研究的深入和日趋成熟，小波变换的应用也在多个研究领

域中展开，小波变换已广泛应用于语音信号处理、图像信号处理、数据压缩、奇

异值估计、非线性分析和雷达信号处理等方面。 

1.2 信号展开理论——框架与算子 

信号是信息的载体，是信息的物理表现形式，它通常是一个自变量或几个自

变量的函数。如果信号仅用一个自变量表示，则称为一维信号，如语音信号；如

果用两个以上的自变量表示，则称为多维信号，如图像信号。对一维信号，人们

习惯用时间变量来刻画，即基本物理量随时间变化，如用 )(tf 来表示信号。根据

信号在任意时刻的取值能否精确确定，信号可分为确定信号和随机信号。按时间

变量取值形式，信号可分为连续时间信号和离散时间信号。 
信号分析的主要目的就是了解信号特征，从信号中获取有用信息。如何来获

取信号中的有用信息呢？常用的方法就是寻找一种简单有效的信号表示方法（或

变换法）, 使信号所包含的重要特征能显示出来。在数学上，最基本的表示方

法是用完备的函数集来展开信号。例如，对连续时间信号 )(tf ，用完备的函数集 

{ }
Z∈jjϕ 展开为 

∫
∞+

∞−
=〉〈= tttffc jjj d)()(, *ϕϕ             （1-2-1） 

对离散时间信号 )(ns ，用完备的函数集{ }
Z∈jjϕ 展开为 

∑
+∞

−∞=

=〉〈=
m

jjj mmffc )()(, *ϕϕ               （1-2-2） 
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函数集的选取是由信号的特性或实际需要决定的，目的在于更好地理解信号

的基本性质。下面简要介绍一些用函数集来展开信号的相关概念和衡量函数特性

的相关概念。 

1.2.1 内积空间与正交投影 

为了描述方便及阅读其他相关的参考文献，在本书中，记R 为实直线，代表实

数域； nR 为n 维实数空间，
������


"
n

n RRRR ×××= ； +R 表示非负实数；Z 表示整数集；

N 表示自然数集（正整数）；对于复数α ， *α 表示它的复共轭，虚数单位同 i 表示。 

1. 距离空间 

对于 3R 实数空间上的两个矢量 ),,( 321 xxx=x 与 ),,( 321 yyy=y 之间距离定义

为 332211),( yxyxyxd ++=yx ，矢量 x 的长度为 2
3

2
2

2
1 xxx ++=x ，因此可定

义距离空间[32, 33]。 
定义 1-1 距离空间是一个集合 X 连同一个满足下述条件的一个映射

RXX →×:d 。 

（1）正性： 0≥),( yxd , 且 0),( =yxd 当且仅当 yx = ； 

（2）对称性： ),(),( xyyx dd = ； 

（3）三角不等式：d(x, z)≤ d (x, y)+d( y, z)。 

其中，d(x, y)称为矢量 x 与 y之间的距离。 

2. 线性赋范空间 

定义 1-2 X 是数域R 上的线性赋范空间，如果对于每个元素 Xx∈ ，相应

一个实数 x 满足，对于 Xyx ∈, ， R∈α ，有： 

（1） 0=x ，当且仅当 0=x ； 

（2） xx ||αα = ； 

（3） yxyx ++ ≤ 。 

其中， x 称为 x 的范数。 

当在 X 中能由范数导出距离 ),( yxyx d=− 时，线性赋范空间也是距离空间。 

3. 巴拿赫空间 

定义 1-3 一个完备的线性赋范空间称为巴拿赫（Banach）空间。 
对于每个 p ， ∞<≤1 p ，令 )(RpL 表示在R 上可测函数 )(tf 的类，使勒贝格

（Lebesgue）积分是有限的，即 ∞<∫
+∞

∞−
ttf pd)( 。还有，令 )(∞ RL 是几乎处处（a.e.）
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有界函数的集合。因此，定义范数为 
p

t

p

p
tf

ttf
tf

/1

)(supess

d)(
)(

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

=

+∞<<∞−

∞+

∞−∫
  

∞=

∞<

p

p≤1对于

        （1-2-3） 

这时，每个空间 )(RpL ， ∞≤1 <p ，都是巴拿赫空间。其中，ess sup 称为本质上

确界，即除 t 测度为 0 的集合外的上确界。 
对于空间 )(RpL 有闵可夫斯基（Minkowski）不等式 

ppp gfgf ++ ≤                 （1-2-4） 

和赫尔德（Hölder）不等式： 
对于 1≥q ， 1≥p ， 1/1/1 =+ pq  

qp
gfgf +≤+

1
                      （1-2-5） 

当 p = 2， q = 2时，称为柯西-施瓦茨（Cauch-Schwarz）不等式 

221
+≤+ gfgf                       （1-2-6） 

4. 内积空间 

定义 1-4 设 X 为实数或复数域上的线性空间，若在 X 上定义内积（inner 
product），记为 〉〈 gf, ， X∈gf , ，并满足下述性质： 

（1）对称性： *,, 〉〈=〉〈 fggf ； 

（2）线性性： 〉〈+〉〈=〉+〈 hghfhgf ,,, βαβα ， R∈, βα ； 

（3）正性： 0≥, 〉〈 ff ，且 0, =〉〈 ff ，当且仅当 f = 0 。 

这样的线性空间 X 称为内积空间。 

在内积空间 X 中，对于每个 X∈f 定义范数 
21, 〉〈= fff                     （1-2-7） 

则 X 变成一个线性赋范空间。 
定理 1-1 设 X 为 ⋅〉〈⋅, ，是一个内积空间（实的或复的），那么对所有的

Xyx ∈, 有： 

（1）施瓦茨（Schwarz）不等式： yxyx ·≤, 〉〈 ，当且仅当 x 和 y线性相关

时等号成立； 

（2）三角不等式： yxyx +≤+ ，当且仅当 x 和 y线性相关时等号成立。 

证明 （1）若内积空间 X 为实内积空间。令 t 是一个实变量，考虑下述不等

式 
2222 ,2,≤0 yyxxyxyxyx ttttt +〉〈=〉〈= ----    （1-2-8） 

由于式（1-2-8）右边是关于 t 的非负二次多项式，不可能有两个不同的实根。

因此，该二次多项式的判别式必定为非正，即 
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0≤·4,4 2 yxyx -〉〈                 （1-2-9） 

由此可证施瓦茨不等式成立。 
若内积空间 X 为复内积空间。可将 〉〈 yx, 改写为 

ϕie,, 〉〈=〉〈 yxyx                   （1-2-10） 
其中，ϕ为 〉〈 yx, 的相角。同样令 t 是一个实变量，并考虑下述不等式 

( )
( ) 22*ii2

22ii2

ii2i

,e,e

e,,e

e,ee≤0

yyxyxx

yxyyxx

yxyxyx

tt

tt

ttt

+〉〈+〉〈=

+〉〈+〉〈=

〉〈=

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕϕ

--

--

---

-

-

---

 

 { } 22i2 ,eRe2 yyxx tt +〉〈= ϕ--                  （1-2-11） 

余下的证明与实内积空间类似。 
（2）由于 

{ } 22 ,Re2, yyxxyxyxyx +〉〈+=〉++〈=+     （1-2-12） 

由施瓦茨不等式，式（1-2-12）可改写为 

( )222 ·2≤, yxyyxxyxyxyx +=++〉++〈=+     （1-2-13） 

所以三角不等式成立。 

5. 希尔伯特空间—— )(2 RL 和 )(2 Zl 空间 

定义 1-5 一个完备的内积空间称为希尔伯特（Hilbert）空间，记为H 。 
希尔伯特空间的标准例子是平方可积空间 )(2 RL 。 

定义 1- 6 对于 ∞≤≤∞ t- ， )(2 RL 空间表示所有平方可积函数组成的空间，

即 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∞<= ∫

∞+

∞−
ttftf d)(:)()( 22 RL               （1-2-14） 

)(2 RL 也包含那些不连续的函数，该空间的内积定义为 

ttgtftgtf d)()()(),( *∞

∞∫
+

−
=〉〈 ， )()(),(∀ 2 RL∈tgtf      （1-2-15） 

范数定义为  
2/1

∞

∞

22/1 d)()(,)()( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=〉〈= ∫

+

−
ttftftftf ， )()(∀ 2 RL∈tf     （1-2-16） 

另一个希尔伯特空间的例子是平方可和序列空间 )(2 Zl 。 

定义 1-7 )(2 Zl 空间是由所有平方可和序列构成，即 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞<=∈== ∑
∈

222 ||,},{)(
Z

ZZ
j

jj cjc ccl         （1-2-17） 
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)(2 Zl 空间的内积定义为 

*, n
n

ndc∑
+∞

−∞=

=〉〈 dc ， )(}{,}{ 2 ZZZ ldc ∈==∀ ∈∈ nnnn dc      （1-2-18） 

范数定义为 
2/1

22/1, ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=〉〈= ∑

∞+

−∞=n
ncccc ， )(}{ 2 ZZ lc ∈=∀ ∈nnc      （1-2-19） 

对于内积空间 X 中两矢量 u 和 v ，如果有 0, =〉〈 vu ，则称 u 与 v 正交。对于

希尔伯特空间H 总存在正交基，即存在一族规一化（标准）矢量{ } Z∈nne ，使得 

mnmn ,, δ=〉〈 ee ， Z∈mn,              （1-2-20） 

且对于所有属于希尔伯特的元素 H∈f 有 

∑
+∞

−∞=

〉〈=
n

nnff ee,                   （1-2-21） 

这时容易得到 
21

2|,| ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
〉〈= ∑

∞+

−∞=n
nff e                （1-2-22） 

注意 对于内积空间 X ，有重要的柯西-施瓦茨不等式，即 
vuvu ·≤|,| 〉〈 ， Xvu ∈∀ ,              （1-2-23） 

特别是, 对于 )()(,)( 2 RL∈∀ tgtf ，有不等式 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−
ttgttfttgtf d|)(|d|)(|≤d)()( 22

2
*        （1-2-24） 

而对于 )(}{ 2 ZZ lc ∈= ∈nnc , )(}{ 2 ZZ ld ∈= ∈nnd ，有 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑∑∑
∈∈∈ ZZZ n

n
n

n
n

nn dcdc 22
2

* ≤                （1-2-25） 

6．直和与正交投影 

对于 R3 中的标准内积，余弦定理为 
θcos, yxyx ⋅=〉〈                    （1-2-26） 

其中，θ 为矢量 x 与 y之间的夹角。式（1-2-26）意味着当且仅当 0, =〉〈 yx 时，x
与 y正交（垂直）。我们将把式（1-2-26）作正交的更一般的定义。 
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定义 1-8 设 X 是内积空间。 
（1） X 中两矢量 x 和 y，若 0, =〉〈 yx ，则称 x 与 y正交； 
（2）矢量集 je ， Nj ,,2,1 "= 称为规一化（标准）正交，是指如果其中每个 je

具有单位长度 1=je ，而且彼此正交 0, ≠〉〈 ji ee ， ji ≠ ； 

（3）两个子空间 XX ⊂1 和 XX ⊂2 称为正交，是指 1X 中的每个矢量与 2X 中

的每个矢量正交； 
（4）正交基是指 X 空间中的一个矢量基。 
定理 1-2 设 0X 是内积空间 X 的一个子空间，假设{ }Neee ,,, 21 " 是 0X 的正

交基，若 0Xv∈ ，那么 

∑
=

〉〈=
N

j
jj

1

, eevv                     （1-2-27） 

对于内积空间来说，除内积概念之外，直和（用符号“⊕ ”表示）与投影也是

十分重要的概念。 
假设{ }Neee ,,, 21 " 是内积空间V 的正交基，若 v 由{ }Neee ,,, 21 " 张成，那么

由定理 1-2 得 

∑
=

=
N

j
jja

1
ev                       （1-2-28） 

其中， 〉〈= jja ev, 。若v 不是由{ }Neee ,,, 21 " 线性张成，那么由式（1-2-28）得不

到 ja 的解。此时最好的办法是找一个 0v ，它是由{ }Neee ,,, 21 " 线性张成，且与v 尽

可能地接近。如何决定与v 接近的矢量 0v ，这就是内积空间中求正交投影的问题。 
定义 1-9 设 0V 是内积空间V 的一个子空间，对任何 Vv∈ ，但 0Vv∉ ，则 v

在 0V 上的正交投影是唯一的矢量 00 Vv ∈ ，它最接近 v ，即  
wvvv

V
−=−

∈ 0

min0 w
                   （1-2-29） 

如图 1-1 所示，从图中可以看出，对于最接近于 v 的 0v 的选择应使 0vv − 矢量

与 0V 正交。当然，若内积空间是 R2 或 R3 时，图是容易画的，但在更复杂的内积

空间里，图示就很抽象，如 L2 (R)。 

 
图 1-1 内积空间中的正交投影 
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定理 1-3 若 0V 是内积空间V 的一个子空间，对任何 Vv∈ ，那么其正交投影

0v 具有以下性质： 0vv − 与 0V 中的每个矢量正交。 
证明 首先假设 0v 是最接近矢量 v 的，那么 0vv − 与 0Vw∈ 正交。考虑函数 

2
0)( vwv −+= ttf ， R∈t                （1-2-30） 

它描述了 0Vwv ∈+ t 与 v 的距离的平方。若 0v 是 0V 中最接近矢量 v 的矢量，

那么当 0=t 时，函数 )(tf 最小。为讨论方便，这里仅设内积空间V 为实的情形，

这样展开函数 )(tf 有 
22

0
2

000 ,2)(,)()( wwvvvvwvvwvv tttttf +〉−〈+−=〉+−+−〈= （1-2-31） 
因为当 0=t 时，函数 )(tf 最小，因此，函数 )(tf 的导数 

2
0 2,2)( wwvv ttf +〉−〈=′             （1-2-32） 

在 0=t 处必为 0，即 
0,2)( 00 =〉−〈=′

=
wvvttf               （1-2-33） 

由此得出 0vv − 与 0Vw∈ 正交。 
反之，若 0vv − 与 0Vw∈ 正交，那么由式（1-2-33）得 0)0( =′f 。由于函数 )(tf

是一个关于 t 的非负的二次多项式，所以拐点 0=t 必与最小值对应。因此，当

0=t 时，
2

0 vwv −+ t 最小。因为 w 是 0V 中任意选取的一个矢量，所以可以断

定 0v 是 0V 中最接近矢量 v 的矢量。为更好地理解这一概念，这里给出它们的几何

解释。在图 1-1 中， 0v 称作矢量 v 在 0V 上的正交投影，用 0)(
0

vvPV = 表示，并称
0VP

是内积空间V 到子空间 0V 的投影算子。根据勾股定理有 2
1

2
0

2 vvv += ，也就是说

矢量 v 可唯一地正交分解为 1v 与 0v 。 1v 与 0v 正交意味着， 1v 与 0v 之间只有唯一的

公共点就是它们垂直相交点，换句话说， { }Ovv =01 ∩ 。 
定理 1-4 若 0V 是内积空间V 的一个 N 维子空间，由{ }Neee ,,, 21 " 正交基张

成，则 Vv∈ 在 0V 上的正交投影由下式给出 

∑
=

=
N

j
jja

1
0 ev ， 〉〈= jja ev,                 （1-2-34） 

定义 1-10 设 0V 是内积空间V 的子空间， 0V 的正交补空间 ⊥
0V 是V 上所有与

0V 正交的矢量集合，即 

{ }00 ,0,; VwwvVvV ∈=〉〈∈=⊥             （1-2-35） 
定理 1-5 设 V0是内积空间V 的一个 N 维子空间。对每个矢量 Vv∈ ，可以

唯一地表示为 10 vvv += ，其中 00 Vx ∈ ， ⊥∈ 01 Vv ，即 
⊥⊕= 00 VVV                      （1-2-36） 

定理 1-5 表明内积空间V 可分解为成直和形式 ⊥⊕= 00 VVV ，这种分解的意义

在于，当 0V 是内积空间V 的子空间， Vx∈ 但 0Vx∉ 时，则 v 在 0V 中一定有唯一

的正交投影 0v , 并且 v 到 0V 的距离就是 1v ，也就是说 0V 中只有 1v 到 v 的距离最



时频分析与小波变换 

 

·10· 

近，也就是说，如果用 0V 中的元素中去逼近 v ，只有 0v 的近似程度最好， 0v 是 v
的最佳逼近。 

例 如，平面 { }0320 =+−= zyxV ， 矢量集 )2,4,1(
21
1

1 −−=e 和 =2e  

)1,1,2(
6

1
− 形成 0V 的正交基，所以给定矢量 3),,( R∈= zyxv ，则矢量 

)1,1,2(
6

2)2,4,1(
21

24

,, 22110

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=

〉〈+〉〈=

zyxzyx

eeveevv
         

（1-2-37）
 

是 v 在 0V 空间中的正交投影。矢量 )3,1,2(
14
1

3 −−=e 是一个垂直于该平面的单

位矢量。所以 

)3,1,2(
14

32, 331 −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=>=<
zyxeevv          （1-2-38） 

是 ),,( zyx=v 在 ⊥
0V 上的正交投影。 

定理 1-6 如果 kSSS ,,, 21 " 是线性空间的子空间，若 kSSS ,,, 21 " 中的每个

矢量α均可由子空间的矢量唯一地表示为 

kαααα +++= "21 ， kiii ,,2,1, "=∈ Sα           （1-2-39） 
这个和式就称为直和，记作 

kSSS ⊕⊕⊕ "21                   （1-2-40） 

7．格拉姆-施密特正交化方法 

从定理 1-2 和定理 1-4 可以看出，寻找一个正交基的重要性，没有正交基，

在一个子空间上的正交投影的计算就会非常困难。对于一个给定的子空间构造正

交基的方法可采用格拉姆-施密特（Gram-Schmidt）正交化方法来实现[34]。 
定理 1-7 设 0V 是内积空间V 的 N 维子空间，令 jv ( Nj ,,2,1 "= )是 0V 的一

个基。那么存在一个正交基{ } 021 ,,, Veee ∈N" ，其中， je 是 jvvv ,,, 21 " 的线性

组合。 
证明 首先定义 111 vve = 。显然， 1e 具有单位长度， 11 =e 。令 0v 是 2v 在

由 1e 张成的线上的正交投影。由定理 1-4 有 

1120 , eevv 〉〈=                     （1-2-41） 

令 022 vvw −= ，因此，有 

0,,,,,, 1112121112212 =〉〉〈〈−〉〈=〉〉〈−〈=〉〈 eeeveveeevvew  （1-2-42） 

式（1-2-42）表明由 0v 至 2v 的矢量 022 vvw −= 与 1e 正交。注意， 2w 不能等于 0，

否则 2v 与 1e 将线性相关。若令 112 wwe = ，则 12 =e ， 2e 与 1e 彼此正交，即 
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0, 12 =〉〈 ee                    （1-2-43） 
然后，考虑 3v 在由 1e 和 2e 张成的空间上的正交投影 

2231130 ,, eeveevv 〉〈+〉〈=                     （1-2-44） 
同样令 2231133033 ,, eeveevvvvw 〉〈+〉〈−=−= ，因此，有 

〉〉〈+〉〈−〈=〉〈 1223113313 ,,,, eeeveevvew  
0,,,,, 1223111313 =〉〉〈〈+〉〉〈〈−〉〈= eeeveeevev              （1-2-45） 

〉〉〈+〉〈−〈=〉〈 2223113323 ,,,, eeeveevvew   
0,,,,, 2223211323 =〉〉〈〈+〉〉〈〈−〉〈= eeeveeevev             （1-2-46） 

若令 333 wwe = ，则 13 =e ， 3e 、 2e 、 1e 彼此正交。 
所以， { }321 ,, eee 就是由 { }321 ,, vvv 张成空间的正交基。若用同样的方法，

继 续 此 过 程 就 可 获 得 基 { }jv ),,2,1( Nj "= 的 正 交 规 一 化 后 的 正 交 基

{ } 021 ,,, Veee ∈N" 。 

1.2.2 函数的基本特性 

1. 函数的紧支撑性 

函数的紧支撑性（compact support）是小波变换和时频分析中经常用到的一

个数学概念。函数 f t( ) 的支集或支撑区记为 fSupp ，它是指最大开集，而开集 E
被定义为 E∈t 时有 0)( =tf ，换句话说，函数 )(tf 在一个最小的闭子集或区间

],[ ba 有值，而在 ],[ ba 区间外函数 )(tf = 0。我们说函数 )(tf 是紧支集就是指

)(tf 的支撑区 fSupp 是紧支集，即 ],[Supp baf ⊂ ， ],[ ba 为有界闭区间。一个

序列u是紧撑的，就是说有有限多元素在域中不为零，称此为有限支撑的；对于 
域 nR ，说u是紧支撑的，是指支集是有界的，即存在某一 ∞<R 使得 uts Supp, ∈ ，

而有 R<− || st 。其中最小的R 称作函数u的支集宽度或直径，用 ud Supp 表示。

显然，可测函数的支撑是可测集，若 nR⊂E ，则有 EE Supp≤|| 1 dn 。 

2. 函数的平滑性 

如果函数 )(tf 的任意 n（ N∈n ）次导数都是连续的，则称该函数 )(tf 是平

滑的。若函数 )(tf 有 n

n

t
tf

d
)(d
连续，且 α<n≤0 ，则称该函数 )(tf 的平滑度为α 。

通常用 αC 来表示这类函数，为了定量描述函数 αCtf ∈)( 的光滑程度（ 0>∀α ）

可利用下面关系式来测量 
( )∫ +∞<+⇔∈ +

R
ωωω αα d||1)(ˆ)( 1fCtf           （1-2-47） 

其中， �( )f ω 为 f t( ) 的傅里叶变换。 
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3. 函数的速降性 

函数 )(tf 有无限速降性是指 N∈∀n 存在一个有限常数 0>nK ，使得 R∈∀t

都有 |)(| tft n  nK< ，也常称作无限超代数衰减性。若 0>δ 使得 ||e|)(| tKtf δ−< 成

立, 则称函数 )(tf 是无限指数衰减的。 
人们希望小波具有紧支撑或者说是紧支集小波，一旦小波有紧支集，它就具

有更好的局部特性，也有利于算法的实现，所以紧支集是构造正交小波必须考虑的

重要性质。但是，紧支撑与平滑性二者不可兼得，只能寻找一种恰当的折中，从

海森伯（Heisenberg） 测不准原理（或不确定原理）也不难预料到这个结果。 

4. 消失矩 

若函数 )(tψ 具有如下特性 

∫
+∞

∞−
= 0d)( ttt kψ ， 1,,1,0 −= Kk "            （1-2-48） 

则称该函数ψ ( )t 具有 K 阶消失矩，亦称该函数ψ ( )t 的正则性（regularity）为 K 。

ψ ( )t 的消失矩条件意味ψ ( )t 的傅里叶变换直到 K 阶导数在原点为零，即 

0|)(ˆ
d
d

0==ωωψk

k

t
， 1,,1,0 −= Kk "              （1-2-49） 

这个性质就是傅里叶变换 � ( )ψ ω 局部性能的度量。 

5． )(2 RL 收敛与一致收敛 

在本书中，我们会经常谈到内积空间 )(2 RL ，因此有必要介绍一下该空间的

收敛问题。 
定义 1-11 在 )(2 RL 中称序列 { } N∈nnf 均匀收敛于 f ，若 02 →− Lffn ，

∞→n ，即给定 0>ε ，存在一个非负整数 N ，使得当 Nn≥ 时，有 ε<− 2Lffn 。 

定义 1-12 在 )(2 RL 中称序列{ } N∈nnf 逐点收敛到 f ，是指对每个 R∈t 和每

个小的抖动 0>ε ，有一个正整数 N ，使得当 Nn≥ 时， ε<− )()( tftfn 。 

定义 1-13 在 )(2 RL 中称序列{ } N∈nnf 一致收敛到 f ，是指对每个小的 0>ε ，

有一个正整数 N ，使得当 Nn≥ 时，对所有 R∈t ， ε<− )()( tftfn 。 

1.2.3 框架与算子 

1. 线性算子 

算子（operator）由一类运算规则的抽象化算符表示，多用于指相同数域上的

线性空间到线性空间的映射。线性算子是指满足线性关系的算子，即若设在数域

R 上的线性空间 1H 和 2H ，若算子 L 为 1H 到 2H 上的映射，且对 R 上的任意两
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个数 a 和b ，以及 1H 上的任意两个元素 1x 和 2x 有以下映射关系 

2121 )( xbxabxax LLL +=+                    （1-2-50） 
则称 L为 1H 到 2H 上的线性算子。 

2．框架 

框架（frame）亦称为标架，它是 Duffin 与 Schaeffer 在非调和傅里叶级数

（Fourier series, FS）的研究中引入的[35]，框架理论主要讨论在希尔伯特空间中如 

何用一族函数{ }
Z∈jjϕ 来刻画希尔伯特空间中的函数 H∈)(tf ，这里只简要介绍框

架的定义和一些基本性质。 
定义 1-14 在希尔伯特空间H 中的一族函数 Z∈∈ jj }{ Hϕ 称为一个框架，如

果存在两个常数 ∞<< BA≤0 ，使得对于所有希尔伯特空间H 中的函数 H∈)(tf
满足下列关系 

222
≤,≤ fBffA

j
j∑

+∞

−∞=

〉〈 ϕ               （1-2-51） 

其中， A与 B 称为框架界（frame bounds）。如果两个框架界相等，即 BA = ，则

称框架是紧框架（tight frame）。 

对于框架界常数 B < ∞保证了变换 },{ 〉〈→ jff ϕ 是连续的，常数 A > 0保证

了变换是可逆的，并且有连续的逆变换，这样用框架 },{ Z∈∈ jj Hϕ 就能完全刻

画函数 H∈)(tf ，也能从函数的分解中重构该函数。在紧框架中，对于所有

H∈)(tf ，有 

22
, fAf

j
j =〉〈∑

+∞

−∞=

ϕ                   （1-2-52） 

利用内积恒等式 

i4
ii

4
,

2222 gfgfgfgf
gf

−++
+

−−+
=〉〈     （1-2-53） 

可以推出 

∑
∈

〉〉〈〈=〉〈
Zj

jj gfgfA ,,, ϕϕ            （1-2-54） 

所以，至少在较弱的意义下， f t( ) 有一个简单展开式 

∑
+∞

−∞=

〉〈=
j

jjf
A

tf ϕϕ,1)(                （1-2-55） 

这个表达式正好使人想起 )(tf 用一个规范正交基表示，但是并非如此，因为

一般情况下的框架，甚至紧框架也不是正交基[36,37]。例如，取 2R=H ， )1,0(1 =e ，
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)21,23(2 −−=e ， )21,23(3 −=e ，相互间夹角为 D120 ，其模均为 1，如图

1-2 所示，显然它们不是正交基，但对于任一H 空间中的向量 ),( 21 vv=v 用这样

的非正交基向量表示为  
2

21

2

21

3

1

2
2

2

2
1

2
3

2
1

2
3, vvvvv

j
j −+−−+=〉〈∑

=

ev  

[ ] 22
2

2
1 2

3||||
2
3 v=+= vv                         （1-2-56） 

由此得出， },,{ 321 eee 是一个非紧框架，且向量 1e 、 2e 、 3e 线性相关。 

 
图 1-2 一个紧框架 

从此例可以看出，框架提供了对函数 )(tf 的一种冗余表示，即式（1-2-55）

这类表示有很大的冗余度。在框架中称比值 AB 为冗余比或冗余因子，就上面所

举例子而言，冗余比 23=AB 表示所用基向量既不是正交的，也不是线性无关

的，其中多出一个基向量。若比值 1=BA ，显然就是正交基向量的特殊情况。

冗余表示除了用框架系数 〉〈 jf ϕ, 恢复信号 )(tf 的数值计算十分稳定，不受系数与

计算误差的影响之外，对于噪声更具有鲁棒性（robustness），因此，当噪声抑制

成为一个主要问题时，这种表示是很有用的。 
定理 1-8 如果 Z∈∈ jj }{ Hϕ 是一个紧框架，框架界 1=A ，并且如果 1=jϕ 对

于所有 Z∈j 成立，那么{ }
Z∈

∈
jj Hϕ 构成H 的一个正交基。 

证明 因为对于所有 Z∈j ， 0, =〉〈 jf ϕ 推出 0=f ，那么 },{ Z∈jjϕ 张成整个

H 空间。由于对任一 Z∈j 有 

∑∑
∞

≠
−∞=

∞

−∞=

〉〈+=〉〈=

jl
l

ljj
l

ljj
2222

,, ϕϕϕϕϕϕ       （1-2-57） 
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因为 1=jϕ 知 0|,| 2 =〉〈∑
≠lj

lj ϕϕ ，这样就推出 

0, =〉〈 lj ϕϕ  （ jl ≠ ）， 1, =〉〈 jj ϕϕ ， Z∈lj,        （1-2-58） 

即 Z∈∈ jj }{ Hϕ 是标准正交基。  

因此，如果 Z∈∈ jj }{ Hϕ 是一个紧框架，而框架界 1=A ，并且如果 1=jϕ ，

那么 Z∈∈ jj }{ Hϕ 形成一个规范正交基，于是便得到通常的展开式 

∑
+∞

−∞=

〉〈=
j

jjftf ϕϕ,)(                     （1-2-59） 

即信号 )(tf 由 〉〈 jf ϕ, 按式（1-2-59）复原。对于 BA ≠ 的情况比较复杂，为了对

此问题进行分析，首先引入框架算子的概念。 
定义 1-15 如果 Z∈∈ jj }{ Hϕ 是H 中的一个框架，那么框架算子T 表示由希

尔伯特空间H 到平方可和序列空间
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞<=∈== ∑
∈

222 ||,},{)(
Z

ZZ
j

jj cjc ccl 的

映射，即 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∞<=∈==→ ∑
∈

222 ||,},{)(:
Z

ZZ
j

jj cjc cclT H       （1-2-60） 

定义为 

〉〈= jj ff ϕ,)(T               （1-2-61） 

由式（1-2-51）中第二不等式可得
22

≤ fBfT , 因此T 是有界的。因为希尔

伯特空间H 是完备空间，若 H∈f ， 0, =〉〈 nf ϕ （ Z∈n ），则有 0=f 。类似地，

若 0,)( =〉〈= jj ff ϕT ，则有 f = 0 ，再由式（ 1-2-51 ）中第一不等式可得

Aff / ≤T ，因此，框架算子T 有连续的逆算子 1−T ，即可由系数 Z∈〉〈 jjf ϕ, 重

构函数 )(tf 。下面讨论如何由 Z∈〉〈 jjf ϕ, 来构造 )(tf 的具体算法。 

设框架算子T 的共轭算子为 ∗T ，则 ∗T 表示由空间 )(2 Zl 到空间H 的映射，

即 
H→∗ )(: 2 ZlT  或 ∑

∈

→∈=
Z

Z
j

jjj cjc ϕ},{:* cT        （1-2-62） 

事实上，框架算子T 的共轭算子为 ∗T 是容易计算的 

∑∑
∈∈

〉〈=〉〈=〉〈=〉〈
ZZ j

jj
j

jj
* fcfcff ,,,, * ϕϕTccT       （1-2-63） 

所以，至少在较弱的意义下 

∑
∈

=
Zj

jjc ϕcT *                      （1-2-64） 
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若 I 为恒等算子，利用性质：若任取 H∈f 有 〉〈〉〈 ffff ,≥, 21 TT ，则算子

21≥TT 。式（1-2-51）的框架不等式就可写成算子形式 
BITTAI ≤≤ ∗                  （1-2-65） 

由此可知算子 TT ∗ 是可逆算子，有逆算子 1)( −∗TT 存在，与式（1-2-65）对应的逆

算子不等式为 
IAT)(TIB 111 ≤≤ −−∗−               （1-2-66） 

若设 

jj ϕϕ 1)(~ −∗= TT                   （1-2-67） 

便有以下定理。 
定理 1-9  { }

Z∈jjϕ~ 也是H 空间中的框架，称之为框架{ }
Z∈jjϕ 的共轭框架（或

对偶框架）, 它的上、下框架界分别为 1−A 与 1−B ，即 
21221 ≤~,≤ fAffB

j
j

−
+∞

−∞=

− ∑ 〉〈 ϕ           （1-2-68） 

且其框架算子为 1)(~ −∗= TTTT ，满足 

)(:~ 2 ZlT →H ， 〉〈= jj ff ϕ~,)~(T          （1-2-69） 

( ) 1~~ −
= TTTT ** ， ITTTT ** ==

~~           （1-2-70） 

对于任一函数 H∈)(tf 有 

∑∑
∈∈

〉〈=〉〈=
ZZ j

jj
j

jj fftf ϕϕϕϕ ~,~,)(       （1-2-71） 

证明 （1）由于任一函数 H∈)(tf 有 

〉〈=〉〈=〉〈 −∗−∗
jjj fff ϕϕϕ ,)()(,~, 11 TTTT         （1-2-72） 

因此 
21212 )(|,)(||~,| fff

j
j

j
j

−∗

∈

−∗

∈

=〉〈=〉〈 ∑∑ TTTTT
ZZ

ϕϕ  

〉〈=〉〈 −∗−∗∗−∗ ffff ,)()(,)(= 111 TTTTTTTT            （1-2-73） 

由式（1-2-66）可得 

21221 ≤~,≤ fAffB
j

j
−

∈

− ∑ 〉〈
Z

ϕ  

因此，由框架的定义可知，{ }
Z∈jjϕ~ 是H 空间中的框架，且它的上、下框架界分别

为 1−A 与 1−B 。 
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（2）由框架算子的定义有 

〉〈=〉〈=〉〈= −∗−∗
jjjj ffff ϕϕϕ ,)()(,~,)~( 11 TTTTT  

jf ))(( 1−∗= TTT                           （1-2-74） 

因此 1)(~ −∗= TTTT 是共轭框架 Z∈jj}~{ϕ 的框架算子。 

（3）关于式（1-2-71）的证明，由于 

j
j

j

j
jj

f

fff

ϕϕ

ϕϕ

~,

,)()()( 11

∑

∑

∈

∈

−∗∗−∗

〉〈=

〉〈==

Z

Z

TTTTTT

             
（1-2-75）

 

另外由框架算子T~ 的表达式可得下列关系式 

111 )()()(~~ −∗−∗∗−∗∗ == TTTTTTTTTT               （1-2-76） 
故 

∑
∈

−∗∗−∗ 〉〈==
Zj

jjfff ϕϕ ~~,)~~()~~()~~( 11 TTTTTT  

∑∑
∈∈

∗ 〉〈=〉〈
ZZ j

jj
j

jj ff ϕϕϕϕ ~,~~,= TT                       （1-2-77） 

即原命题成立。 
从定理 1-9 的式（1-2-71）可知，函数 )(tf 可由 Z∈〉〈 jjf ϕ, 求得，但关键在于

求出框架对偶 ~ϕ j ， Z∈j ，由于 jj ϕϕ 1)(~ −∗= TT ，因此问题变成求算子 1)( −∗TT ，

只要找到该算子的数值计算的表达式，问题就可解决。 
由不等式（1-2-66）可得 

ITTII
BA
AB

BABA
BA

+
−

+
−

+
− ∗

≤
)(2

≤             （1-2-78） 

即 

1
1)(
1)(

≤
)(2

<
+
−

+
−

∗

AB
AB

BA
TTI                （1-2-79） 

根据范数的定义，式（1-2-78）可以按通常的不等式简化而得到 1)( −∗TT 的表

达式 
11

1 )(22
1)(
1)(2)(

−
∗−

−∗

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−−

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

−
+

=
BABAAB

AB
BA

TTIIITT   （1-2-80） 

利用公式：当 1|| <x 时， ∑
∞

=

− =+++=−
0

21 1)1(
k

kxxxx " ，将式（1-2-80）表
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示成无穷级数之和 

∑
∞

=

∗
−∗

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
+

=
0

1 )(22)(
k

k

BABA
TTITT                （1-2-81） 

这样就得出共轭框架 jϕ~ 的表达式 

∑
∞

=

∗

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−

+
=

0

)(22~
k

j

k

j BABA
ϕϕ TTI ， Z∈j        （1-2-82） 

从式（1-2-82）可以看出，框架界 A 和 B 的大小对框架 ~ϕ j 的性能影响很大，

以下分两种情形作说明[27]。 

（1） 若 1≈AB ，这时 02
≈

+
−=

∗

BA
TTIR ，这时式（1-2-81）和式（1-2-82）

可近似地写成 

IITT 11 2)( −−∗ ≈
+

≈ A
BA

                 （1-2-83） 

及 
Ajj ϕϕ ≈~                       （1-2-84） 

从而函数 )(tf 由框架 jϕ 的展开式可近似写成 

∑
∈

〉〈≈
Zj

jjf
A

tf ϕϕ,1)(                （1-2-85） 

这时称 Z∈jj}{ϕ 为几乎紧框架（snug frame）。 

为了获得更精确的重构公式，可令 TTIR ∗

+
−=

BA
2

， 1−=
A
Br ，则有 

r
r

AB
AB

+
=

+
−

2
≤R                    （1-2-86） 

[ ]∑
∞

=+
=

0

2~
k

j
k

j BA
ϕϕ R                  （1-2-87） 

函数 )(tf 的重构公式可改写为 

∑
∈

〉〈=
Zj

jjftf ϕϕ ~,)(  

ff
BA j

jj R+〉〈∑
∈Z

ϕϕ,
+
2=               （1-2-88） 

其中， fR 为误差项。从式（1-2-87）可以看出，当只使用零次项 ( )k = 0 时，误差

项就近似为零，式（1-2-88）变为式（1-2-85）。若截取 N 项，由式（1-2-87）可得 

j
N

Nk
j

k
j

N

k
j

kN
j BABA

ϕϕϕϕϕ ~][2~2~ 1

10

+
∞

+==

−=
+

−=
+

= ∑∑ RIRR    （1-2-89） 
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并且可证 

f
r

rff
N

N
jj

1

2
≤~,

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
><−∑ ϕϕ           （1-2-90） 

因为 1
2

<
+ r
r

，所以 N 增大时，指数就减小。由于 N
jϕ~ 和 Nf 有如下迭代算法 

1~2~ −+
+

= N
jj

N
j BA

ϕϕϕ R                    （1-2-91） 

∑
∈

=
Zj

l
N
jl

N
j ϕαϕ~                            （1-2-92） 

其中， 〉〈
+

−+
+

= ∑
∈

−−
lm

m

N
jml

N
jllj

N
jl BABA

ϕϕααδα ,22 11

Z

 

           

1

0

)(2

)(2

−
∗

=

∗

+
+

=

+
= ∑

N

N

k

k
N

ff
BA

f
BA

f

RTT

TTR
 

jj
j

NjN ff
BA

f ϕϕϕ ],,[2= 11 〉〈−〉〈
+

+ ∑
∈

−−
Z

          （1-2-93） 

NN
fff

∞→

∗−∗ == lim)()( 1 TTTT                      （1-2-94） 

这样函数 )(tf 就可得到较好的逼近。 

（2）若 1=AB ，即{ }
Z∈j

jϕ 为紧框架时，这时 ITT 11)( −−∗ = A ，因此函数 )(tf

由框架 jϕ 的展开式则可写成 

∑
∈

〉〈=
Zj

jjf
A

tf ϕϕ,1)(                  （1-2-95） 

从上面的讨论可以看出，以上展开式均可由框架界进行数值计算，当 1=A ，

1=jϕ 时，式（1-2-95）就是标准正交基的级数展开式。无疑，紧框架展开式是

除了正交基展开式之外对 )(tf 的最佳逼近。 

紧框架在信号处理方面具有非常重要的作用。首先，利用紧框架非常容易计

算展开系数。一旦基本函数选定，则利用式（1-2-1）或式（1-2-2）就可获得信号

的展开系数，而且所得的系数的模最小。然而，当基函数不能形成紧框架时，如 
我们将在后面章节所要讨论的积 ΩT 接近 π2 的 Gabor 函数基 { }tΩnmTth ie)( − ，我

们必须首先计算它的共轭框架（或对偶函数）{ }
Z∈jjϕ~ ，然后利用式（1-2-1）或式

（1-2-2）计算 Gabor 的展开系数 { }jc ，不幸的是，在大多数情况下，对偶函数（dual 
function）的计算是相当困难的。 
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其次，如果 jj ϕϕ =~ ，展开系数 jc 则为信号在函数 )(tjϕ 上的精确投影；当

jj ϕϕ ≠~ 时，展开系数 〉〈= )(~),( ttsc jj ϕ 反映了信号与对偶函数之间的相似性，而不

是信号与函数 )(tjϕ 之间的相似性。如果 Z∈jj}{ϕ 与 Z∈jj}{ϕ 意义完全不同，则系数

}{ jc 完全不能反映信号关于基本函数 Z∈jj}{ϕ 的属性。例如，在时频分析中的

Gabor 展开，基函数 Z∈jj}{ϕ 具有较好的局部性，但却不能保证展开系数 }{ jc 也能

反映出信号的局部属性。当 Z∈jj}{ϕ 在联合时频域内局部性较差时，系数 }{ jc 根本

不能描述出信号的时变特性。 
当一紧框架也是线性独立的，则它将形成一正交基。这时由正交基展开的变 

换计算将不含有内冗余性。例如，与谐波相关的复正弦基{ }Tnt /π2ie ，因此，对于

具有周期为 T 的任意周期信号 )(~)(~ lTtsts += （ ",2,1,0 ±±=l ），可分解为

{ }Tnt /π2ie 的线性组合——傅里叶级数，即 

∑
∞

−∞=

=
n

Tnt
ncts /π2ie)(                    （1-2-96） 

此时，基函数与其对偶函数具有相同的形式，因此，由式（1-2-1）内积获得的系

数为 

∫−
−=

2/

2/

/π2ie)(~1 T

T

Tnt
n tts

T
c d                （1-2-97） 

式（1-2-97）中的系数 nc 表明了信号与这组谐波复正弦基 { }Tnt /π2ie 的相似性，

是信号在复正弦函数 { }Tnt /π2ie 上的正交投影，其大小代表了信号中含有频率

Tn /π2 成分的多少。 
另一个众所周知的正交基是由 sinc 函数构造的完备正交基{ } Z∈− nnTt )(csin ，

即 
)()(csin),(csin nnTTntnTt ′−=〉′−−〈 δ            （1-2-98） 

其中 

        
t

tt
π

)πsin()(csin =                   （1-2-99） 

如果信号 )(ts 为限带信号，即当 tΔ> /πω 时， 0)(ˆ =ωs ，其中， )(ˆ ωs 为信号

的频谱， tΔ 为抽样间隔。则信号 )(ts 可由正交基{ } Z∈− nnTt )(csin 展开 

∑
∞

−∞=

−=
n

n nTtcts )(csin)(             （1-2-100） 

其中， ∫
∞+

∞−
−= tnTtts

T
cn d)(csin)(1

代表了信号在 nT 时刻抽样。式（1-2-100）就

是众所周知的抽样重构公式。 
在信号分析中，内积和展开（expansion）是两个重要的基本概念。当涉及信

号展开时，首先要解决的问题是要选择理想的基函数 )(tϕ ，所谓理想的基函数
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)(tϕ 基主要指：①基函数应具有较好的物理解释；②由基函数 )(tϕ 形成的函数族

Z∈jj}{ϕ 容易构造。 

为了揭示信号在不同频率处的信号特性，我们希望基函数在频率域内具有较

好的集中性，如 { }Tnt /π2ie 在相应的频率点 Tn /π2 具有冲激，并构成正交空间，同 

时基函数与对偶函数具有相同的形式。这样内积 〉〈 Tntts /π2ie),( 准确地表明了信号

在频率 Tn /π2 处的属性。若要在时域和频域同时刻画信号的属性，基函数必须在

时域和频域都具有局部特性，如加窗复正弦函数——Gabor 基函数，或紧支波形

的小波。 
同时，也希望由基函数能方便地构造函数族。例如，在 Gabor 展开和小波变

换中，由基函数能非常方便地构造函数族。在 Gabor 展开中，函数族则由原型函 
数 { }tΩnmTth ie)( − 的时移和频率调制构成，而在小波变换中，函数族则由基小波函

数 )(tψ 的平移和伸缩来完成 ( )abt /)( −ψ ，这一点我们将在后面章中作仔细介绍。 
当基函数选定后，接下来的问题是如何计算对偶函数。通常由物理解释引入

的基函数往往不能构成紧框架。因此，信号的理想展开实现并非像傅里叶级数那

样简单。为了得到较好的结论，在允许的冗余情况下，通常采用几乎紧框架。当

期望的函数族不是正交且冗余不能接收时，我们可以采用自适应表示。 
最后，值得一提的是，根据框架理论，信号展开有两种形式，即 

∑
∈

〉〈=
Zj

jjftf ϕϕ~,)(                （1-2-101） 

或 
              ∑

∈

〉〈=
Zj

jjftf ϕϕ ~,)(               （1-2-102） 

因此，我们可以根据实际分析的问题来选择相应的展开式。如我们关心的是

展开系数，这是大多数短时傅里叶变换和小波变换应用中关心的问题，这时可选 
择式（1-2-102），即选择 )(tjϕ 作为分析函数，这样可以较方便地实现我们的要求。 

对于信号的展开，我们只简单地介绍了一些框架理论，对框架理论感兴趣读

者可参阅相关的参考书。 

1.3 傅里叶级数与傅里叶变换 

在信号分析中，对信号的基本刻画往往采用两种最基本形式，即时域形式和

频域形式。把时间或空间位置作为自变量，把信号的某一数字化特征作为因变量

来描述信号的方式是常用方式。然而信号在固定时间或固定时间区域的孤立值本

身很少有意义，因此，对信号人们往往作另一描述，即用它的傅里叶变换来描述

它的频率特性。 
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事实上，众所周知的傅里叶变换分为两种不同的情况[38~40]。一是应用于具有

周期性的周期信号傅里叶变换——傅里叶级数；另一种是对能量有限的非周期信

号的傅里叶变换。 

1.3.1 傅里叶级数 

先考虑定义在 )π2,0( 上能量有限的情况，即 

∫ +∞<
π2

0

2 d)( xts                     （1-3-1） 

的可测函数全体的集合 )π2,0(2L 。 )π2,0(2L 中任何一个信号 )(ts 都具有一个傅里

叶级数表达式 

∑
+∞

−∞=

=
n

nt
ncts ie)(                       （1-3-2） 

其中级数的系数 cn 定义为 

∫ −=
π2

0

i de)(
π2

1 ttfc nt
n                   （1-3-3） 

该系数称为 )(ts 的傅里叶系数。这里级数收敛是在 )π2,0(2L 中，意思是 

∫ ∑ =−
−=∞→

∞→

π2

0

2
i 0de)(lim tcts

M

Nn

nt
n

M
N

           （1-3-4） 

在傅里叶级数表达式（1-3-2）中，有两个独特的性质： 
（1） )π2,0(2L 中任何信号 )(ts 都分解成无穷多个相互正交的分量 nt

nn ctg ie)( =

之和。 
所谓正交分量是指 

0, =〉〈 nm gg ， m n≠                  （1-3-5） 
因为由内积的定义有 

∫=〉〈
π2

0

* d)()(
π2
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式（1-3-5）说明了如下事实，函数系 
nt
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是 )π2,0(2L 的正交基。 
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的“伸缩”生成。这就是说，对所有的整数 Z∈n 有 
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