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前 　 　言

传递矩阵技术是国内外近 ２０年来兴起的一种结构分析工具之一 。 它借助计
算机 ，利用矩阵的简单相乘对结构进行静态 、动态和稳定性分析 。 在各种分析计
算方法中 ，由于传递矩阵技术具有简单方便 ，传递矩阵阶数低 ，所用计算机存储量
少 、机时短 ，无须预知振型 ，能计算至高阶临界转速 ，易为一般工程技术人员掌握
等优点 ，近年来特别受到重视 ，该分析技术已在电力 、机械 、航空 、石化 、纺织 、采矿
等大型旋转机械设计与动力响应分析中得到广泛应用 。

本书是作者十多年来在对传递矩阵技术深入研究的基础上编写而成的 ，体现
了作者在这方面的许多科学研究成果 ，同时介绍了国内外在传递矩阵技术方面的
一些研究进展 ，展示了结构分析中传递矩阵技术的实施过程 。 内容阐述简明扼
要 ，深入浅出 。希望本书的出版能帮助读者深入了解传递矩阵技术 ，并用本书所
给的传递矩阵技术分析非线性转子唱轴承系统动力学响应 ，尤其是大型复杂转子唱
轴承系统动力学响应 。

本书第 １章主要介绍了非线性转子唱轴承系统中传递矩阵技术的研究现状 ，第
２章主要介绍了传递矩阵技术的数学建模基础和数学建模方法现状等 ，第 ３ 章主
要介绍了非线性转子唱轴承系统瞬态分析的 Prohl 传递矩阵瞬态分析技术和
Riccati传递矩阵瞬态分析技术 ，第 ４章主要介绍了非线性转子唱轴承系统动力响应
分析的模态叠加 ——— 传递矩阵技术 ，第 ５ 章主要介绍了非线性转子唱轴承系统稳态
响应分析的传递矩阵 ——— 等效线性化技术 。

本书在编写过程中 ，得到了博士研究生导师方同教授 、和兴锁教授 、任兴民教
授的大力帮助 ，作者对此深表谢意 。

由于非线性系统的传递矩阵技术是一个正在迅速发展的新技术 ，许多研究工
作还不够成熟 ，加之作者水平有限 ，不妥之处在所难免 ，衷心欢迎读者批评指正 。

顾致平 　 刘永寿
２０１０年 ８月
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第 1章 　绪 　 　论

１ ．１ 　非线性转子唱轴承系统中传递矩阵技术的发展历程

关于转子动力学第一篇有记载的文献是 １８６９ 年 Rankine［１］发表的题为“论旋
转轴的离心力”一文 ，该文得出“转轴只能在一阶临界转速以下稳定运行”的结论 ，
致使很长时期内转子的转速被限制在一阶临界转速以下 。 直到 １９１９ 年 ，
Jeffcot t［２］指出 ，转轴系统在超临界运行时 ，转子会产生自动定心现象 ，因而可以稳
定运行 。这一结论使得旋转机械的功率和使用范围大大提高 。 但随之而来的是 ，
转速的超临界运行致使系统中产生自激振动并产生动力失稳等问题 ，且这种失稳
被证明主要是由于油膜力造成的 。 近几十年来 ，人们对转子唱轴承系统的线性（包
含一些非线性）动力响应及动力稳定性问题进行了大量的研究 ，有关这方面的研
究文章就有万篇之多

［３ ～ ７］ 。
关于旋转机械多自由度非线性动力学理论及非线性动力学数值分析方法的

研究是转子动力学研究的主要内容之一 。
转子唱轴承系统的临界转速的研究和计算最早受到关注 。 １９ 世纪 ７０ 年代产

生的“柔轴理论”就是提出了临界转速障碍问题 。 在以后的一个相当长的时期内 ，
许多研究力量都放在计算出复杂转子唱轴承系统的临界转速上 ，以求避开共振 。

近年来由于转子越来越往高速和细长方向发展 ，已经不能再满足于只知道系
统本身的临界转速 ，还需考虑转子在工作转速范围内的不平衡度和其他外界因素
引起的振动究竟有多大 ，也就是要作动力响应计算 ，并把它作为转轴工作状态的
一种度量 。

２０世纪 ５０年代以来 ，确定临界转速 ，预估不平衡响应的问题 ，国内外的主要
趋势是发展计算分析方法 。 目前发展了许多种方法 ，主要有有限元法 、模态综合
法和传递矩阵法 。有限元法首先应用于工程问题 ，是在 ２０ 世纪 ５０ 年代中期 ，由于
大型计算机的发展 ，促进了有限元法的兴起 ，现已发展成为一种有效的数值计算
方法 。 但它在处理大而复杂的结构和单元的选取上 ，会遇到以下困难 ：① 自由度
数可能超过现有计算机能力 ，其超过一般微机容量是常见的 ；② 费机时 ，经济上不
合算 ；③ 在振动计算中若单元划分不当则不仅会影响精度 ，甚至会导致错误的结
果 。由于在复杂系统的动力分析中 ，遇到技术和经济上的困难 ，２０ 世纪六七十年
代在结构动力分析中发展出了模态综合法 。 它是 Rayleigh唱Rits 法与有限元法综



合的结果 。它的基本思想是按工程观点或结构的几何轮廓 ，并遵循某些原则要
求 ，把完整结构人为地抽象肢解成若干子结构（或部件） ，首先对自由度少得多的
各个子结构进行动态分析 ，然后经由各种方案 ，把它们的主要模态信息（常为低价
模态资料）予以保留 ，并借以综合完整结构的主要模态特性 。 其主要优点是 ：在建
立复杂结构的力学模型时 ，可以从量级上大幅度缩减自由度而又不改变在一定频
率范围内问题的物理本质 。 这使上述诸问题得到了不同程度的解决 ，现已广泛地
应用于复杂结构特征值求解和响应分析

［８ ～ １４］ 。 在用模态综合法分析结构动力学
问题时 ，十分重视子结构主模态集的获得 ，一般都要进行子结构的特征值计算以
获得子结构的主模态和综合后对系统进行特征值计算 ，再经模态叠加法进行动力
响应分析 。因此 ，许多计算机机时用于特征计算 。 对于大型超大型复杂系统特别
是强非线性系统进行动力分析仍是效率很低的且占用很多内存 ，而且模态合成
时 ，必须作截阶处理 ，还会带来一定误差 。 尤其是在转子动力学中 ，由于转子系统
结构的复杂性 ，有时难以准确找到子结构的主模态集 。 在这种情况下基于陀螺系
统广义瑞利商的驻值原理 ，取其完备的容许函数集作为子结构的李兹基 ，虽可以
大大简化模态综合法在转子动力学中的应用 ，但这只是一种权宜之计 ，特别对大
型复杂系统 ，不经过特征值计算而选用现成的李兹基矢量的计算结果是不可轻
信的 。

随着转子动力学研究的不断深入 ，计算方法和计算手段开始成为束缚其发展
的主要矛盾 ，由于解析法只适用于一些特殊的力学模型 ，而工程实际中的转子唱轴
承系统通常结构复杂 ，相应的动力学方程无法求得解析解 ，很多学者开始致力于
这方面研究 ，于是各种近似计算方法相继被提出 。

Myklestad和 Prohl把 Holzer 用以解决多圆盘轴扭振问题的初参数法成功的
推广到解决轴的横向振动问题中来 ，从而可以使用简单的计算工具 ，通过表格化
的方式来计算转子的临界转速 。随着计算机技术的发展 ，以及在振动问题的研究
中采用矩阵运算 ，初参数法就发展成了传统的传递矩阵法 。 这种对于一个质量离
散后的转子唱轴承系统 ，以挠度 、斜率 、弯矩和剪力作为截面的状态向量并进行传递
的传递矩阵法 ，称为 Prohl法 。 传递矩阵法的优点是矩阵的阶数不随系统自由度
的增大而增加 ，各阶临界转速的计算方法完全相同 ，而且编程简单 、占用内存少 、
运算速度快 ，特别适用于像转子这样的链式系统 。 这使得传递矩阵法成为解决转
子动力学问题的一个快速而有效的方法 ，并得到了广泛的应用 。 但是 Prohl 法随
着试算频率的提高 ，运算精度会降低 ，这在大型转子唱轴承系统中尤为突出 ，这种数
值不稳定首先发生在计算振型时 ，表现为转子唱轴承系统尾部幅值的急剧增加 ，接
着频率方程式的根也开始发生错误或者丢根等 。

为避免迭代搜索 ，１９７１年 Pilkey 和 Chang［１５］提出了求解多项式的新方法 ，即
多项式法 ，他们认为频率方程式或特征行列式实际上就是多项式 ，他们推导出了
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无阻尼转子唱轴承系统整体传递矩阵的通用表达式 。 然而 ，由于解法的限制 ，当时
这种方法只能求实特征值 ，最多可以计算 ４ × ４ 阶矩阵 ，而且无法考虑陀螺力矩和
水平与垂直方向的耦合效应 。 此外 ，这时 Prohl 法和多项式法的另一个局限性就
是无法应用于各向异性支撑的转子唱轴承系统中去 ，直到 １９７４ 年 Lund［１６］首先在
传递矩阵中采用复数振动量 ，并引入了系统的阻尼和起不稳定作用的因素 ，从而
使传递矩阵法可以求解复特征值 ，也就可以应用到各向异性支撑的转子唱轴承系统
中去 ，并开始用于稳定性分析 ，大大扩充了传递矩阵法在转子动力学中的应用
范围 。

１９７５ 年 Bansal和 Kirk［１７］将多项式法应用到转子唱轴承系统稳定阈速和有阻
尼临界转速的计算中来 ，并利用 Muller 法求解特征多项式的复特征值 。 １９８３ 年
Muphy 和 Vance［１８］ 做了类似的工作 ，他们利用 Bairstow 法求解特征多项式 。
１９８５年我国学者陆颂元［１９］

又对多项式法作了改进 ，他采用小阶矩阵分块一次递
推 ，直接求出系统的特征多项式 ，然后用 Bairstow唱New ton 法求解系统的特征多
项式 。 陆颂元的解法比 Murphy 和 Vance解法大约快了 ５０ ％ ，文献［２０］是这种方
法的一个应用 。 １９９０年 Kim 和 David［２１ ，２２］

对多项式法又进行了改进 ，他在各节点
传递矩阵相乘时不将数值带入 ，在传递矩阵计算过程中 ，通过矩阵变换 ，将矩阵相
乘变为多个矩阵的重新排列和矩阵相加 ，从多项式方程行列式中导出特征多项
式 ，然后利用 QR 法求解特征多项式 ，这种子方法可以求出系统的全部特征值 ，并
且避免了求解过程的漏根问题 。

围绕着如何改善 Prohl 传递矩阵法的数值不稳定性问题 ，许多学者一直在不
停地努力研究 ，但是一直没有从根本上解决这个问题 。 直到 １９７８ 年 Homer［２３］提
出了 Riccati传递矩阵法 ，这种方法通过 Riccati变换 ，把原来微分方程式的两点边
值问题变换成一点初值问题 ，从而在保留传统传递矩阵法所有优点的同时 ，从根
本上提高了传递矩阵法的数值稳定性 。但是 Riccati也有其局限性 ，目前常用的求
解 Riccati频率方程式的 New ton唱Raphsom 法（切线法）和 Muller 法（抛物线法） ，
如果不求出方程的所有根 ，那么在复平面进行根搜索时 ，将出现漏根的危险 ，特别
是对于阻尼大的系统 。 此外 ，由于迭代求解过程并没有规律 ，因此在求得一个实
根或共轭复根后 ，为了避免重复搜索 ，需要将这个根的因子从原方程中避除 ，但在
此之后求出的根的精度也随之下降 。 １９８７ 年 ，王正又对其进行了完善处理 ，消除
了奇点对计算结果的影响 。 近年来随着机组的大容量化 ，又发展了一些新的算法
以分析计算复杂的多转子唱多轴承支承系统 ，如传递矩阵唱阻抗耦合法 、传递矩阵唱
分振型综合法 、传递矩阵唱直接积分法等［２４ ～ ２６］ 。

Takuzo［２７］用传递矩阵法研究了滑动轴承支承的齿轮轴系 ，比较了弯扭耦合
和不耦合的情况下系统的特征值和不平衡响应 ，得出的主要结论为 ：弯扭耦合将
产生新的特征值 ，扭转振动和弯曲振动是相互影响的 。 这说明弯曲振动和扭转振
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动除了具有各自的固有振动特性外 ，两者还存在一定程度的耦合作用 。
文献［２８］对齿轮传动转子系统弯曲和扭转两种振动形式进行了综合分析 ，导

出了计算系统耦合情况下的固有频率与振型的传递矩阵公式 。 计算结果表明 ，在
考虑弯曲振动和扭转振动耦合情况的齿轮系统的固有频率下与不考虑耦合情况

的计算结果相差很大 。
１９９２ 年 ，张辉等［２９］

用传递矩阵法分析了一个齿轮增速器的动力学特性 ，给出
的结论是 ：如果不用弯扭耦合理论分析齿轮轴系的振动 ，有可能漏掉许多重要的
临界转速 。

对于复杂多转子系统 ，于百胜等对于多输入唱单输出的分叉结构系统的传递矩
阵计算方法进行了讨论 。 杨建刚等提出了一种传递矩阵和参数匹配相融合的改
进传递矩阵的方法 ，将转子系统分成多个子系统 ，对各个子系统建立传递矩阵模
型 ，然后利用各个子系统在结合面处参数匹配条件建立系统特征方程 ，进而求解 ，
得出系统特征值 。黄太平等利用传递矩阵法和阻抗耦合法 、模态综合法 、直接积
分法相结合 ，对多转子系统的振动特性进行了研究 。 这些方法主要是将多转子系
统分为由几个单转子子结构组成的结构 ，将各子结构接触面的内力用代求外力代
替 ，根据两相邻子结构接触面位移协调条件建立补充方程 。 不过由于实际工程结
构的复杂性 ，很难建立统一的补充方程 ，因此用子结构计算多转子系统时 ，模型处
理繁琐 ，编制通用程序困难 。

１９９８ 年 ，Nikolajsen 以双跨四支承转子为例 ，综合运用影响系数法 、有限元
法 、传递矩阵法计算轴承的偏心率 ，并计算了标高变化对轴系失稳转速的影响 ；
Bansal运用传统的传递矩阵法 ，以模拟 ２００MW 机组轴系的四跨五支承转子为对
象研究轴系的临界转速和稳定性 ；Lund 、Glienicke［３０ ，３１］

用传统的传递矩阵法解决

了大型复杂轴系的稳定性计算问题 。
Riccati传递矩阵法计算单转子临界转速时 ，可以避免矩阵出现病态或奇异 ，

防止数值运算失稳 ，但是会出现新的奇点 ——— 异号无穷型奇点 。 为此 ，有学者将
整体传递矩阵法与改进型的 Riccati 法相结合 ，提出整体传递矩阵改进型 Riccati
法 ，推导出齿轮耦合单元的耦合矩阵 ，将此方法推广用于齿轮耦合多转子系统的
动力学计算分析中 ，并分析了齿轮耦合对转子系统的临界转速和不平衡响应的影
响 。整体传递矩阵法是近年来在经典传递矩阵法的基础上发展出的一种有效分
析方法 ，成为研究弯扭耦合振动的有效工具 。 整体传递矩阵法非常适合于链式结
构的建模和分析计算 ，可以方便地考虑陀螺力矩 、不平衡等因素 ，并且引入了齿轮
耦合单元的概念

［３２］ 。 传递矩阵的阶数不随系统的自由度数增大而增加 ，编程简
单 ，占内存少 ，运算速度快 ，现已在转子动力学计算中占有重要地位 。

利用整体传递矩阵法开展齿轮传动系的弯扭耦合振动分析方法的研究 ，不但
可以对齿轮传动系进行有效的动力学特性分析和结构动力优化 ，提高齿轮系统的
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工作可靠性和安全性 ，而且对于解决整体传递矩阵法分析各种分叉结构 、啮合方
式等关键问题均有重要的理论意义 。 整体传递矩阵法分析齿轮啮合系统振动特
性的关键是建立齿轮啮合耦合单元的传递矩阵 ，不同结构的齿轮系统 ，包括齿向
关系 、轴向关系 ，具有不同的力学关系和协调条件 ，只有正确把握规律 ，熟知齿轮
构造 ，经过严密的动力学推导 ，才能建立准确的耦合单元矩阵 。

几十年来 ，这一方法不断得到改进 、完善和补充 。 目前 ，它已能有效地分析和
计算大型线性转子唱轴承系统的临界转速 、振型和不平衡响应 。将传递矩阵法应用
于线性转子唱轴承系统的研究比较多且充分的原因是线性系统的响应可以表示为
y ＝ Aeλt 。因此 ，各站位间状态变量的传递关系很容易建立 。 但是对非线性系统 ，
其响应不再能表示为 y ＝ Aeλt 。由于在传递关系的建立和数值稳定性方面遇到的
困难 ，使得传递矩阵法的应用在相当长的时期内被限制于线性系统 。 随着研究的
深入 ，研究者们又寻找到多种等效线性技术［３３ ～ ３５］ ，他们先将非线性成分等效线性
化 ，然后用传递矩阵法分析 。这些方法仅适用于分析含非线性元件转子唱轴承系统
的稳态响应（主谐波响应） 。

在各种分析计算方法中 ，由于传递矩阵法具有简单方便 、传递矩阵阶数低 、所
用计算机存储量少和机时短 、无需预知振型 、能计算至高阶临界转速 、易为一般工
程技术人员所掌握等优点 ，近年来特别受到重视 。 有关传递矩阵法 ，近期的研究
主要集中在以下两个方面 ：① 在方法上继续改进与发展 ，以扩大其用途 ，使之能分
析非线性系统的瞬态响应和次谐波响应 ；② 对传递矩阵法本身作改进 ，以提高其
数值稳定性 。

目前 ，国内外在这两个方面的研究都还很初步［３３ ～ ３８］ ，关于 ① 的研究现有的典
型作法是将非线性项在每个时间步长 Δ t内线性化（如非线性项 F（ y ，y· ）可线性化
为 F（ y（ ti ＋ １ ） ，y· （ ti ＋ １ ）） ＝ F（ y（ ti ） ，y· （ ti ）） ＋ 矪F／矪 y｜ t ＝ t i Δ y（ ti ） ＋ 矪F／矪 y· ｜ t ＝ t i
Δ y· （ ti）） ，同时假设加速度在每个时间间隔 Δ t内保持不变 ，y· · （ ti） ＝ a ＝ （ y· · （ ti） ＋

y· · （ ti － １ ））／２ ，据此导出状态变量的传递关系 ，并在简单的非线性转子唱轴承系统上
进行了应用 。这种做法很粗糙 。它未跳出线性化方法的框框 ，没考虑非线性元件
本身的非线性 ，仍将非线性项做线性化近似处理 。 对强非线性项 ，这种线性化几
乎是不可能的 ，尤其是对于大型复杂非线性转子唱轴承系统 。 因此 ，它的应用十分
有限 。 关于 ② 的研究 ，涉及这方面的文章很少 。 近年来出现的 Riccati 传递矩阵
法

［３９ ，４０］
把 Prohl传递矩阵法的边界值问题改变为初值问题 ，因而改进了其数值稳

定性 。 但在分析非线性系统的动力响应时 ，即使是简单的非线性转子唱轴承系统 ，
它也常常会出现数值不稳定现象

［４１ ，４２］ ，这大大限制了传递矩阵法在非线性系统中
的应用 。

关于盘轴耦合振动分析也是转子动力学研究的主要内容之一 。 这方面的研
究工作主要有 Shahab和 Thomas［４３］利用有限元法和旋转周期的概念讨论了多重
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盘唱轴系统中盘轴振动的耦合效应 ；Wu 和 Flowers［４４］利用变换矩阵法通过附加项
的方式研究了柔性盘轴的耦合效应 ；Sakata 等［４５］

利用有限元法研究了具有弹性支

承的弹性盘轴系统的振动特性 ；Wu 和 Flowers［４６］利用实验考察了转子系统中弹
性盘的动力学行为 ；Chun 和 Lee［４７ ］

利用子结构综合法和假设模态法 ，研究了柔性
转子系统中弹性旋转桨叶的振动模态 ；Loewy 和 Khader［４８］ 对旋转叶轮机叶片和
弹性轴的耦合振动特性进行了分析 。

转子系统的动力稳定性问题是转子动力学研究的又一主要内容 。 在过去的
几十年里 ，该领域已经有了很多研究成果 。 McLaclan［４９］第一次对 Mathieu方程进
行了研究和总结 ，为研究参数振动的稳定性问题奠定了数学基础 。 Bolotin［５０］根据
Floquet［５１］在 ７０ 多年前提出的动力不稳定区域的概念 ，对近 １０ 多年来有关该领
域的研究成果进行了一次最完整的总结 ，为参数振动系统的动力稳定性问题的研
究奠定了理论基础 。 此后 ，很多学者对参数激励系统的动力稳定性问题进行了一
些卓有成效的研究 ，其中对周期载荷作用下转子系统的动力稳定性研究是最重要
的研究内容 。 Unger 等［５２］

最早对周期载荷作用下简支和夹支转轴系统的动力稳

定性进行了分析 ，根据 Floquet 所定义的动力不稳定的概念 ，得到了 ２ T 周期解动
力不稳定区域 。 Lund等［５３］

最早利用传递矩阵法对柔性转子系统的不平衡响应进

行研究 ，并与实验数据进行了比较 。 Ruhl［５４］最早将有限元法应用于转子支承系统
的稳定性研究 ，此后 Ruhl等［５５］

也做了类似的工作 。但在他们的工作中 ，很多重要
的影响因素 ，比如转动惯量 、回转效应 、剪切变形和内阻 ，都被忽略掉了 。 在近期
的研究中 ，Chen等［５６］

利用有限元法研究了轴向周期载荷作用下简支转轴的动力

不稳定性 ，得出了 Floquet 意义下的动力不稳定区 。 接着在 １９９８ 年 ，他又利用有
限元法研究了层合轴在周期性载荷作用下的动力稳定性

［５７］ ，但在这一研究中 ，他
没有考虑粘弹性支承和各种非线性因素的影响 。

假设模态法是研究弹性盘轴转子系统的主要方法之一 。 其基本思想是 Ritz
法 ，与有限元方法不同 ，假设模态法不直接对转轴的几何形状和物理参数作简化 ，
它保留原系统的实际结构 ，但假设轴的变形是由若干个满足几何边界条件的许可
函数组成 ，许可函数的选择具有一定的随意性 ，只要满足几何边界条件即可 。 其
优点在于 ，如果许可函数选择适当 ，就可以用极少数的几个函数来对系统的涡动
形态作出满意的逼近 ，从而大大减少系统的自由度 。 文献［５８］利用子结构合成法
和假设模态法 ，研究了考虑汽轮机旋转叶片的弹性对柔性轴振动模态的影响 ，在
其模型中 ，综合考虑了科氏力和陀螺力等的影响 。 文献［５９］利用子结构合成技术
和假设模态法 ，研究了多盘转子系统的振动特性 ，并与实验结果进行对比 ，证明了
对于多盘转子系统 ，轴的横向运动仍然只与盘的单节径弯曲形态耦合 。 文献［６０］
利用 Hamilton 原理 ，建立了 Timoshenko 梁模型下具有时变旋转速度时转轴系统
的动力控制方程 ，并用假设模态法进行离散 ，采用多尺度法得到了系统的动力不
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稳定区 。文献［６１］采用假设模态法分析了多盘转轴系统的耦合振动 ，考虑了盘的
弹性变形及离心刚化的影响 ，并以多碟硬盘系统为例进行了分析 。 文献［６２］采用
假设模态法分析了 Timoshenko 梁模型下多盘转轴系统的耦合自然频率 ，考虑了
盘的弹性变形及离心钢化的影响 。这方面的研究工作还有很多 ，典型的研究见文
献［６３］ ～ ［６７］等 。

转子系统的非线性动力学研究是近年来的研究热点 ，文献［６８］提出多重谐波
平衡法（MHBM） ，并以非线性 Jeffcot t 转子为例 ，对其内共振进行了分析 ，该方法
可以用来分析含多个外激励源的高维非线性系统 ，比如多盘转子系统 、汽车传动
减速系统等 。文献［６９］利用多尺度法对非线性支承唱弹性盘唱轴系统的振动特性进
行了分析 ，非线性支承主要用一个非线性弹簧和一个线性阻尼来模拟 ，转轴采用
Timoshenko 梁模型 ，且考虑了剪切变形和转动惯量的影响 。 文献 ［７０］基于
Kirchhoff 板理论和 von Karmam 几何非线性理论 ，得出了角加速度旋盘系统的动
力控制方程 ，采用 Galerkin 技术 ，对系统的非线性动力响应进行了研究 。 文献
［７１］对刚性盘唱柔轴系统的稳定性和非线性动力响应进行了分析 ，其中盘位于轴的
中间 ，两端简支 ，且考虑了轴的材料粘性 。 文献［７２］提出了一种新的数值算法 ，主
要用来计算强非线性保守多自由度系统在周期激励下的动力响应 、稳定性和分
岔 ，它采用自由度缩减技术 ，且综合运用打靶法 、拓展法及 Floquet 理论等 ，对强非
线性的多自由度转子系统进行了分析 。 文献［７３］采用有限元法对非线性支承的
转子系统的动力响应进行了讨论 ，且利用 Floquet 理论分析了系统周期响应的稳
定性 。

综上所述 ，传递矩阵技术在分析线性系统的动力响应方面已研究的比较充
分 ，在分析非线性系统的动力响应方面才刚刚起步 ，而对强非线性大型复杂转子唱
轴承系统还是个空白 。

本专著介绍了作者十多年在传递矩阵技术理论方面所做的研究工作及其成

果 ，为分析强非线性复杂大型转子唱轴承系统的瞬态响应和非协调响应提供了新
的 、更有效 、更经济和更简便的分析技术 。 主要贡献如下 ：

（１） 深化与发展了传递矩阵技术 ，将其有效地扩展应用于非线性转子唱轴承系
统 ，特别是大型复杂强非线性转子唱轴承系统的动力响应分析 ，书中介绍了用有限
差分法帮助建立状态变量的瞬时传递关系 ，同时还用它作数值积分 ，有效地解决
了在建立状态变量的传递关系和改进传递矩阵法的数值稳定性方面遇到的难题 。
本书发展的分析技术跳出了线性化方法的框框 ，在分析过程中未对非线性项作任
何的近似处理 ，因而特别适合于考虑强非线性系统 。

（２） 对传递矩阵法本身作改进 ，提出用速度或加速度作状态变量而不是传统
的位移 ，改进了传递矩阵法的数值稳定性 。 本书对传递矩阵法的矩阵传递方式作
了改进 。针对多分支链式结构 ，提出采用从结构各端头向中间传递的方式 ，而不
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是传统的从结构左端向右端的传递方式 ，提高了传递矩阵法的数值稳定性 。
（３） 本书提出将等效线性化技术与传递矩阵技术结合 ，求解大型复杂非线性

转子系统的稳态不平衡响应 ，首先用等效线性化法将非线性元件换为具有等效参
数的线性元件 ，得到一个等效线性系统 ，然后用 Riccati 传递矩阵法分析等效线性
系统 。 大大简化了分析过程 ，提高了计算效率 。 书中提出的等效线性化方法 ，对
于含有非线性元件的多自由度系统的偏置协调响应和非协调响应均适用 。

总之 ，本书的研究工作将改变以往分析非线性系统动力响应的方法 ：先建立
整个系统的运动微分方程 ，然后作数值积分 ；将改变传递矩阵技术只能分析线性
系统动力特性的现状 ；将深化与发展传递矩阵法理论 ，提高其数值稳定性 ，拓宽其
应用范围 ，使之能分析非线性系统瞬态响应和非协调响应 ，为设计与研制非线性
大型转子唱轴承系统提供了一种新的 、更有效 、更经济和更简便的分析技术 ，使一般
工程技术人员在一般微型计算机上就能分析强非线性复杂大型转子唱轴承系统的
瞬态响应和非协调响应 。本书的研究成果可为电力 、机械 、航空 、石化 、纺织 、采矿
等重要国民经济部门中的大型复杂结构的动力响应分析提供有效的分析手段 。
这将大大加快对强非线性大型复杂转子唱轴承系统的研制 ，有效预防事故的发生 。

１ ．２ 　传递矩阵技术在工程中的应用

旋转机械在国民经济各个部门应用广泛 ，而大型旋转机械是国家基础设施和
基础工业中最关键和最核心的设备之一 。 随着科学技术及工业经济的发展 ，我国
电力 、机械 、航空 、石化 、纺织 、采矿等重要国民经济部门迫切需要高质量 、高性能
的大型旋转机械 ，因此人们对旋转机械的设计提出了新的更高的要求 。 在性能上
要求 ：高转速 、高功率 、高可靠性 、长寿命 ；在结构上要求 ：结构紧凑 、体积小 、重量
轻 ，致使一些转子的工作转速超出系统一阶 、二阶 ，甚至更高阶临界转速 。 这就要
求旋转机械提供更高的功率 ，具有更大的功率重量比 ，使旋转机械向着大型化 、结
构复杂化 、相对轻型化 、高速化和智能化方向发展 ，其势头近年来愈加迅猛 。 因
此 ，转子唱轴承系统的振动问题越来越突出 。 以大型汽轮发电机组来说 ，由于转子
长 、重量大 ，柔度比较大 、从经济的角度考虑 ，汽封间隙又控制的比较小 ，转子的不
平衡是不可避免的 ，加之安装不良所引起的不对称或启 、停操作不当使转子发生
热弯曲以及其他原因都会造成振动 。 对于一台 ２００MW 汽轮发电机组而言 ，从停
机到揭缸直轴 ，然后再安装上去 ，整个过程需要 ３０ 天的时间 ，这期间将减少发电
量 １ ．４ 亿 kW · h ，造成直接或间接经济损失就在 ７亿元左右［ ７４ ］ 。 此外 ，由于振动
使新机组不能正常投运 ，已投产的机组被迫减负荷或频繁启动等现象更是屡见不
鲜 ，国内外各种旋转机械发生的事故 ，包括恶性事故不胜枚举［７５ ～ ７７］ ，例如 ：

（１） １９５６ 年 ３月 ４ 日和 ３月 １８日美国亚利桑那电站和匹兹堡电站两台机组
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在调试过程中都因振动过大导致断轴事故发生 。
（２） １９７２ 年日本海南电厂第一台 ６００MW 汽轮发电机组在运行调试过程中 ，

因振动过大导致长达 ５１m 的发电机转子断裂飞逸 ，造成整台机组毁坏 。
（３） １９８６ 年 ４月 ２７ 日苏联切尔诺贝利电站 ４号机组在运行过程中发生突发

性的大振动 ，导致核泄漏 ，当时致 ２０００人死亡 ，数万人遭受核辐射 ，经济损失高达
数 １０亿美元 ，并带来了不可恢复的环境影响 。

（４） 韶关电厂 ＃ ９ 号 ２００MW 汽轮机 １９９２ 年 １１ 月由于锅炉灭火故障 ，使机
组迅速减负荷停机 。 其后进行了三次机组升速 ，未到额定转速即发生强烈振动 ，
由于运行操作不当 ，使低温蒸汽进入汽缸 ，最大温差达 ９０ ℃ ，转子的振动造成大轴
弹性弯曲 ，又因升速过快 ，未能及时发现处理 ，使高压转子高压轴封处永久性弯曲
０ ．１８mm 。

（５） 某电厂 ＃ ４ 号 １２５MW 机组 ，在 ２０００ 年 ３ 月大修结束后第一次开机过程
中振动正常 ，但定速后低缸前测 ３ 瓦振动开始爬升 ，约 １ 小时后振动达 ２５０μm ，导
致跳闸 ，被迫停机 。

（６） 郑州热电厂 ＃ ２ 号 ２００MW 机组 ，１９９３ 年 ２ 月调试并网带负荷 ３００MW ，
＃ ５ 号轴承出现 ７０ ～ １００μm 的振动 。 停机后讨论分析 ＃ ５ 号轴承的振动原因 ，确
定再进行热态启动 。 ５００r／min停留约 １ 分钟 ，检查各工矿参数为正常后 ，提升至
１４００r／min停留检查发现轴承振动信号报警（大于 ２５０μm） ，但是转速未能得以控
制 ，滑升至 １５８０r／min ，＃ １号轴承振动增大 ；转速滑升至 １７５０r／min ，＃ １号轴承出
现 ５０μm 的振动 ，才打闸停机 。 降速过程中多个轴承与转子振动测点振动超标 ，
＃ ２号轴承汽封油档处冒火花 ，停转后测量大轴晃动值 ２ ．１mm 。

（７） 巴基斯坦古杜电厂 ２１０MW 汽轮发电机组 ，热态启动前未测量大轴挠度 ，
以 ５００r／min 暖机运行 １０min ，又升速至 １４００r／min 但未作振动检测 ，机组产生强
烈振动 ，并伴随金属摩擦的尖叫声 ，约 ３０ ～ ４０s后打闸停机 。 停车测量 ＃ ２ 号轴颈
晃动值为 １ ．３mm 。揭缸检查高压转子在同一侧的 １／３ 弧段内出现叶轮脱落或损
坏 、叶片铆钉头磨平 、汽封与挡汽环出现沟槽等严重损伤情况 ，位于高压转子调节
级前的最大弯曲值为 １ ．２mm 。

（８） 杨树浦电厂 ＃ １８号机继 １９９１ 年大轴弯曲事故之后 ，时隔一年 ，１９９２ 年 １
月 ２８日热态启动时 ，转速升至 １０００r／min ，低压轴封出现摩擦异声 ，振动增大和冒
烟等现象 ，停机发现大轴已弯曲 ，揭缸检查 ，隔板汽封磨损量一般为 ０ ．２０ ～
０畅３０mm ，最大弯曲处单侧磨损达 ０ ．５８mm 。 汽轮机大轴共有 ３ 个弯折点 ，最大弯
曲在中部第三叶轮空档 。

（９） 辽宁电厂 ＃ １４ 号 ２００MW 机组 ，１９９２ 年 ３ 月底以冷态启动至 １８００r／
min ，发生强烈振动 ，高压缸转子与隔板汽封摩擦 ，停机检查 ，发现在高压转子第
二 、三级叶轮之间永久弯曲值为 ０ ．１５mm 。
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（１０） 中石化金陵分公司热电联合车间 ２ 号机是上海汽轮机厂设计制造的
５０MW 双轴机组 ，型号为 CC５０唱９０／４２／１５ 。 该机组于 １９９１ 年 １２ 月投产 ，至 ２００２
年 ９月累计运行 ２６ ８３７h ，运行期间发生了多次叶片断裂事故 ，经历了 ３ 次大修 ，
严重影响机组的安全与稳定运行

［７８］ 。
（１１） 哈尔滨第三发电有限责任公司的 ６００MW 发电机组 ，当机组运行通过临

界转速区时 ，其的 １１ 号瓦的振动问题是一个通病 ，直接造成灾难性后果及巨大的
经济与社会损失

［７９］ 。
（１２） 石横电厂 ３号机组大修后 ７号瓦升速过程中及定速期间因碰摩以及励

发对轮联接螺栓紧力不均造成轴振严重超标
［８０］
等 。

查清与研究这类事故的原因 ，从而能在设计与研制中较准确地预估与防止或
控制 ，这些正是有关科研人员面临的任务 。 然而由于转子唱轴承系统的特殊性 、复
杂性与强非线性以及现有的分析方法 、计算机的容量与运算速度 ，工程师们的经
验 ，试验设备与空间所限 ，工程师们对它们进行分析与试验的困难很大 。 为协助
查清与研究这些事故的原因 ，辅助设计与研制强非线性复杂大型转子唱轴承系统 ，
使一般工程技术人员在一般微型计算机上就能分析强非线性复杂大型转子唱轴承
系统的动力响应 ，需要提供新的 、有效的 ，经济的和简便的分析技术 。

由于传递矩阵法具有许多优点 ，如具有简单方便 、传递矩阵阶数低 、所用计算
机存储量少和机时短 、无需预知振型 、能计算至高阶临界转速 、易为一般工程技术
人员所掌握等 ，近 ２０ 年来特别受到重视 。 许多学者将传递矩阵技术应用于分析
复杂大型转子唱轴承系统的临界转速 、稳态响应 、非协调响应 、瞬态响应和稳定性 ，
以及尝试改进传递矩阵技术 ，拓宽其应用范围［８１ ，８２］ 。例如 ，北京航空航天大学 ４０５
教研室的朱梓根教授针对航空发动机转子系统动力分析 ，提出了整体传递矩阵
法 ：该方法首先将各子结构相应结点的状态向量放在同一列阵中构成整体状态向
量 ，然后把各子结构相应单元的传递矩阵放在同一方阵中构成整体传递矩阵 ，最
后将系统视作整体沿直线作传递 。 之后任光明和蒋书运等又发展了整体传递矩
阵法 ，对耦合单元的概念给出了定义 ，推导出了各向同性和各向异性耦合单元的
传递矩阵 。闻邦春 、顾家柳等［２５ ，２６］

在总结分析了复杂转子系统临界转速与不平衡

响应的各种方法基础上 ，提出了传递矩阵唱分振型综合法 、传递矩阵唱阻抗耦合法和
传递矩阵唱直接积分法 。 Lim 等［８３］

用传递矩阵法研究了滚动轴承支承的直齿轮转

子系统的振动特性 。 东南大学的毛海军博士［８４］
将分布质量矩阵引入 Riccati 传递

矩阵法中 ，对内圆磨床主轴系统建模 ，计算其频响函数等 。 文献［２９］用传递矩阵
法分析了一个齿轮增速器的动力学特性 。 文献［８５］将传递矩阵技术应用于分叉
结构系统 。文献［８６］将传递矩阵技术与轴承分析理论对高速机床主轴的临界转
速及其主振型 、不平衡响应和动静刚度进行了综合分析 。蒋书运等［８７］

提出用整体

传递矩阵法分析计算多转子系统的动力响应和航空发动机的临界转速 。 文献
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［２５］提出了传递矩阵阻抗耦合技术 。 文献［８１］在改进了传递矩阵技术的基础上 ，
分析了转子系统的不平衡响应及灵敏度 。 文献［８８］用传递矩阵技术分析了机床
主轴的刚度等 。

正是由于工程实际中不断提出问题以及科学家们前赴后继不断地深入研究

和探索 ，才使得传递矩阵技术在转子唱轴承系统的动力响应分析中 ，特别是大型复
杂强非线性转子唱轴承系统的动力响应分析中取得了丰硕成果和许多重要进展 。
它们为协助查清与研究这些工程实际中出现事故的原因 ，辅助设计与研制强非线
性复杂大型转子唱轴承系统 ，使一般工程技术人员在一般微型计算机上就能分析强
非线性大型复杂大型转子唱轴承系统的动力响应 ，提供了新的 、有效的 、经济的和简
便的分析技术 ，这些新技术的使用必将推动转子动力学更快向前发展 。
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第 2章 　传递矩阵技术的数学力学基础

在对转子唱轴承系统的非线性动力响应分析技术进行研究之前 ，首先进行建模
分析 ，以便建立能考虑多种因素且较完整的数学模型 ，并在此基础上研究其求解
的方法 。

尽管转子唱轴承系统确实是非线性的 ，有些甚至是强非线性的 ，但绝大部分仅
仅具有局部非线性特征 。所以转子本身依然可以用线性模型来表示 ，而像挤压油
膜轴承等非线性元件可以用非线性力来表示 ，并通过改进的传递矩阵技术和模态
综合技术耦合到系统方程中 。

另外 ，由于本书研究的分析技术所涉及的非线性算例主要是非线性的挤压油
膜轴承 ，因此系统的非线性部分指的就是挤压油膜轴承的非线性油膜力 ，后面的
研究将清楚地表明它不但是非线性的而且是强非线性的 。

２ ．１ 　数学建模方法现状

实际转子系统结构复杂 ，有各种形式的边界条件 ，即使能建立运动微分方程 ，
也难以得到解析解 。 转子是一个连续弹性体 ，通常不能简化成一个单盘转子 ，一
种常用的简化模型是将转子简化成由许多个无质量的弹性轴段和有质量的刚性

盘组成 ，这样的转子仍具有多个固有频率和振型 。 因此工程上常采用离散方法来
计算转子系统的动力响应以解决工程实际问题 。

现代旋转机械转子系统设计 ，已向高速 、高性能 、轻型化方向发展 ，转子的临
界转速较低 ，在最大工作转速以下可能出现多个临界转速 ，同时非线性问题愈来
愈突出 ，需要更合理更有效的计算方法 。 对于机械系统的动态分析和动态设计 ，
有关学者和研究人员发展了许多分析方法 ，目前主要有有限元法 、模态综合法 、综
合试验法和传递矩阵法 。由于传递矩阵法能考虑多种因素的影响 ，能计算在任何
频率范围内的临界转速 ，还能分析计算转子其他一些动力特性 ，如不平衡响应 、稳
定性问题 。所以 ，传递矩阵法是一种比较简单有效的计算方法 ，是目前最为常用
的计算转子动力特性的方法 。



２ ．２ 　传递矩阵技术基础

2 ．2 ．1 　传递矩阵法原理

Myklestad和 Prohl［１ ，２］
把 Holzer 用以解决多圆盘轴扭振问题的初参数法成

功地推广到解决轴的横向振动问题 。 从而可以用简单的计算工具 ，通过表格化的
方式来计算转子的临界转速 。随着电子计算机技术的发展 ，以及在振动问题的研
究中矩阵运算的采用 ，初参数法也就发展为传递矩阵法 。 这一方法的优点是矩阵
的维数不随系统自由度的增加而增大 。各阶临界转速的计算方法完全相同 ，而且
程序简单 ，所需的储存单元也少 ，运算快 ，同时能考虑支承弹性 、陀螺力矩 、变截面
等因素 。这就使得传递矩阵法成为解决转子动力学问题的一个快速而又有效的
方法 ，因而传递矩阵法得到了广泛的应用 。

传递矩阵把系统中两个点的状态向量联系起来 。 通常是从形成一个组件边
界的那些点中选择两个点 。 如果传递矩阵所联系的是一个无质量弹簧组件两端
的状态称为场传递矩阵 。如果联系的是一个点质量两端的状态称为点传递矩阵 。

之所以采用集中参数模型的传递矩阵法 ，主要是该方法比较简便 ，只需要对
一些阶次不高的传递矩阵进行连续的矩阵乘法运算 ，在数值求解时也只涉及低阶
次的传递矩阵和行列式 ，从而可以做到大大节省计算工作量 ，同时也可以满足工
程的实际需要

［３ ～ ７］ 。
轴类部件主要由阶梯轴 、传动件 、紧固件和轴承组成 。 在采用传递矩阵法进

行动力分析时 ，首先要将轴类部件的实际结构简化成集中参数模型 。 可以将主轴
按照轴径的变化和安装在轴上零件的不同分成若干段 ，每段轴的质量以集中质量
代替 ，并按重心不变原则分配到该轴段两端 。 两端的质量单元以无质量的弹性梁
连接 。 弹性梁的抗弯刚度 EJ与实际轴段等效 。 轴承的弹性和阻尼通过等效弹簧
和阻尼器代替 。 若轴承是高度非线性的 ，不宜用等效弹簧和等效阻尼器代替时 ，
则可用非线性力代替 。这样 ，轴类部件就被简化为支撑在各组弹簧和阻尼器上的
具有一系列集中质量和无质量弹性梁组成的动力学模型 。 轴段的划分既取决于
轴组件的结构特点 ，也与精度要求有关 。 划分越细 ，计算精度越高 ，但同时计算的
工作量也越大

［８ ～ １１］ 。

2 ．2 ．2 　典型元件的传递矩阵

传递矩阵法计算转子系统的动力响应同其他一切工程计算一样 ，必须建立一
种相应的计算模型 ，即把一个工程上的实际转子简化成一个标准的力学模型 。 传
递矩阵法是将质量连续分布的实际转子简化成具有一系列集中质量和刚性盘 ，且
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各集中质量和刚性盘之间用无质量但有弹性的轴段连接起来的转子 。 就是说把
整个转子分成许多段 ，即离散化 ，如图 ２ ．１ 所示 。 通常转子系统由刚性盘 、轴段 、
联轴器及支承等典型部件组成 。 分段点常取在轮盘 、支承 、联轴器及轴直径有显
著变化处 。轮盘视为刚性盘 ，取其重心作为盘的安装面 ，其重心也取为分段点 ，其
质量和转动惯量就集中在此结点上 。 轴段质量根据对分原则分成两半（或根据杠
杆原理分配） ，分别集中在该轴段两端截面上 。 由于轴段相对于轮盘讲 ，其转动惯
量和惯性力矩效应小很多 ，可忽略不计 。 轴段的抗弯刚度 EJ 中的 J 取其平均截
面处的 J ，E取决于该轴段的材料性质及所处的温度 。

图 ２ ．１ 　转子离散化模型

早期分析计算转子系统动力响应时 ，常将支承作为刚性支承处理 ，如果轴的
刚度低于支承刚度一个数量级 ，刚性支承的假设是可行的 。 实际支承系统是一个
复杂的弹性系统 ，由于油膜轴承的应用使得支承系统不仅要考虑弹性 ，而且还要
考虑阻尼特性 。 把支承系统简化为具有一定刚度的弹簧和具有阻尼的阻尼器会
使力学模型更加合理更加准确 。

2 ．2 ．3 　轴段的场传递矩阵

实际转子是一个质量连续分布的弹性系统 ，具有无穷多个自由度 。 在转子动
力学中 ，经常把转子简化为具有若干个集总质量的多自由度系统 ，即沿轴线把转
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子质量及转动惯量集总到若干个结点上 ，这些结点一般选在叶轮 、轴颈中心 、联轴
器 、轴的截面有突变处以及轴的端部等位置 ，并按顺序编号［１２ ～ １６］ 。 当结点间的轴
段为等截面轴时 ，质量及转动惯量的集总比较简单（图 ２ ．２） ，即

mi ＝ m（ d）
i ＋ １

２ λi－ １ li－ １ ＋ １
２ λi l i

J pi ＝ J（ d）pi ＋ １
２ J pi － １ li－ １ ＋ １

２ J pi l i

Jdi ＝ J（ d）di ＋ １
２ Jdi － １ li－ １ － １

１２λi－ １ l３i－ １ ＋ １
２ Jdi l i －

１
１２λi l

３
λ

（２唱１）

式中 ：mi 、J pi 和 J di ——— 简化到结点 i处的质量 、极转动惯量和直径转动惯量 ；
m（ d）
i 、J（ d）pi 和 J（ d）di ——— 原来位于结点 i处叶轮的质量 、极转动惯量和直径转动

惯量 ；
λ 、Jp 、Jd 和 l ——— 对应轴段单位长度的质量 、极转动惯量 、直径转动惯量和

长度 。

图 ２ ．２ 　等截面轴段的集总示意图

在一般情况下 ，结点间的第 i 个轴段由 s 个截面尺寸不同的轴段组成 （图
２畅３（a）） ，如各轴段单位长的质量 、长度 、极转动惯量和直径转动惯量分别为 λk 、lk 、
J pk 、Jdk （ k ＝ １ ，２ ，… ，s） ，相应质心到左端截面的距离为 ak （ k ＝ １ ，２ ，… ，s） ，轴段全
长为 Li 。对于这种阶梯轴段 ，可以简化为图 ２ ．３（b）所示的模型 ，即质量与转动惯
量集总到左右两端构成刚性薄圆盘 ，而轴段本身则简化为无质量的等截面弹性
轴 ，按质心位置不变的原则 ，集总到两端的质量是［１７ ～ ２２］

mRi ＝ ∑
s

k ＝ １

λk l k ak
L i （２唱２）

mLi ＝ ∑
s

k ＝ １

λk l k（ Li － ak）
Li ＝ ∑

s

k ＝ １
λk l k － mRi （２唱３）

　 　同样按转动惯量不变的原则 ，设简化到两端的薄圆盘厚度相同 ，则

JRpi ＝ ∑
s

k ＝ １

a２k
a２k ＋ （ L i － ak）２ J pk l k （２唱４）
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图 ２ ．３ 　变截面轴段的集总示意图

JLpi ＝ ∑
s

k ＝ １

（ Li － ak）２

a２k ＋ （ L i － ak）２ Jpk l k （２唱５）

JRdi ＝ ∑
s

k ＝ １

a２k
a２k ＋ （ L i － ak）２ Jdk l k ＋ １

１２λk l
３
k － λk l k ak（ L i － ak） （２唱６）

JLdi ＝ ∑
s

k ＝ １

（ L i － ak）２

a２k ＋ （ L i － ak）２ Jdk l k ＋ １
１２λk l

３
k － λk l k ak（ L i － ak） （２唱７）

因此对于结点 i ，其集总质量及转动惯量分别为
mi ＝ m（ d）

i ＋ mLi ＋ mRi－ １

J pi ＝ J（ d）pi ＋ JLpi ＋ JRp ，i－ １
Jdi ＝ J（ d）di ＋ JLdi ＋ JRd ，i－ １

（２唱８）

和叶轮的转动惯量相比 ，在一些转子中 ，轴段的转动惯量往往可以忽略
不计 。

当轴段弯曲时 ，其等效抗弯刚度 （EJ） i ，可按纯弯时两端截面的相对转角不
变来求得 ，即

L
E J i

＝ ∑
s

k ＝ １

l
E J k

（２唱９）

式中 ：（EJ）k（ k ＝ １ ，２ ，… ，s） ——— 各变截面轴段的抗弯刚度 。由于温度 、截面突变
或轮与轴间有过盈等因素的影响 ，对 Ek和 J k（ k ＝ １ ，２ ，… ，s）往往还需要修正 。经
过这样的简化 ，整个转子就可以简化为具有若干个集总质量和集总转动惯量的模
型（圆盘厚度通常忽略不计） ，而且各结点间是用不同的等截面弹性轴段来连
接的 。

虽然简化计算模型会带来一定的误差 ，但只要段数分得恰当 ，有精确的支承
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特性 ，就能保证足够的计算精度［２３ ～ ２８］ 。
无质量轴段的受力状态如图 ２ ．４ 所示 。 根据第 i段梁的受力图（梁的质量不

计） ，按照力平衡条件有
QLi ＝ QRi－ １
MLi ＝ MRi－ １ ＋ QRi－ １ li

（２唱１０）

图 ２ ．４ 　无质量轴段的受力状态图

根据材料力学知识有

M ＝ EJ dθd x ＝ EJd２ yd x２
θ ＝ １

EJ∫Md x
y ＝∫θd x

（２唱１１）

从而可以得到

θRi ＝ θLi－ １ ＋ １
（EJ） i∫

l i

０
MLi d x

＝ θLi－ １ ＋ １
（EJ） i∫

l i

０
（MLi－ １ ＋ QLi－ １ x）d x

＝ θLi－ １ ＋ M
L
i－ １ li

（EJ） i ＋
QLi－ １ l２i
２（EJ） i

yRi ＝ yLi－ １ ＋∫
l i

０
θRi d x

＝ yLi－ １ ＋∫
l i

０
θLi－ １ ＋ M

L
i－ １ x

（EJ） i ＋
QLi－ １ x２
２（EJ） i d x

＝ yLi－ １ ＋ θLi－ １ li ＋ l２i
２（EJ） iM

L
i－ １ ＋ l３i

６（EJ） iQ
L
i－ １ （２唱１２）

联立式（２唱１０） ～式（２唱１２） ，得到如下矩阵形式的关系
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y

θ

M

Q

R

i

＝

１ 　 l 　 l２
２EJ 　

l３
６EJ

０ 　 １ 　 l
E J 　

l２
２EJ

０ 　 ０ 　 　 １ 　 　 l
０ 　 ０ 　 　 ０ 　 　 １ i

y

θ

M

Q

L

i－ １

（２唱１３）

记为

ZRi ＝ Fi ZLi－ １ （２唱１４）
式（２唱１４）就是无质量轴段左边状态到右边状态的传递关系 ，方阵 Fi 称为场传递矩
阵 ，简称场矩阵 。

2 ．2 ．4 　集中质量的点传递矩阵

图 ２ ．５ 　集中质量单元受力图

图 ２ ．５为集中质量单元受力图 。将第 i段梁 l i 和 l i
个集中品质 m i 分别从系统中隔离出来 。

对于第 i个集中质量 m i ，假设该质量是绝对刚体 ，并
忽略转动惯量 ，则当系统作横向简谐振动时 ，质量 mi 左

边和右边的横向位移 y 及转角 θ d yd x 应该相等 ，即

yRi ＝ yLi
θRi ＝ θLi

（２唱１５）

　 　质量 mi 左右两边所受到的弯矩 M 和剪力 Q 应符合下面的关系
MRi ＝ MLi
QRi ＝ QLi ＋ mi Ω ２ yLi

（２唱１６）

联立式（２唱１５）和式（２唱１６） ，并写成矩阵形式
y
θ
M
Q

R

i

＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
mΩ ２ ０ ０ １ i

y
θ
M
Q

L

i

（２唱１７）

记为

ZRi ＝ PiZLi （２唱１８）

式中的两个列阵 ZRi 和 ZLi 分别由轴上第 i点（第 i个质量点）左边和右边的位移 、转
角 、弯矩和剪力组成 ，表示第 i个质量 m i 左右两边状态的运动和受力状态 ，是第 i
点的左右两边的状态向量 。 式（２唱１８）使这两个相邻状态向量联系起来了 。 方阵
Pi 表示了第 i 点左边到右边的状态的传递关系 。 点传递矩阵与第 i点的质量 m i
和进动角速度 Ω 有关 。
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如果 mi 是由直径较大的质量组件转化而来 ，其转动惯量 V i 不能够忽略 ，则
MRi ＝ MLi － Ji Ω ２ θLi （２唱１９）

其余三式不变 ，得到计入转动惯量质量组件的左右状态的传递矩阵为
y
θ
M
Q

R

i

＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ － J i Ω ２ ０
mΩ ２ ０ ０ １ i

y
θ
M
Q

L

i

（２唱２０）

2 ．2 ．5 　粘弹性支承元件的传递矩阵

图 ２ ．６为粘弹性支承元件的受力图 ，已知第 i个支承的等效刚度为 k i ，等效粘
性阻尼系数为 ci ，则 i点左右两侧的位移 、转角 、弯矩和剪力之间的关系为

yRi ＝ yLi （２唱２１）
θRi ＝ θLi （２唱２２）
MRi ＝ MLi （２唱２３）

QRi ＝ QLi ＋ （mi Ω ２ － iC i Ω － ki） yLi （２唱２４）

图 ２ ．６ 　粘弹性支承元件的受力图

从而得到支承点左右两边状态向量的传递关系

y
θ
M
Q

R

i

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０

mΩ ２ － iC i Ω － ki ０ ０ １ i

y
θ
M
Q

L

i

（２唱２５）

式（２唱２５）中 ，方阵为支承的点传递矩阵 。如果支座上没有集中质量 ，即 mi ＝ ０ ，将
其代入式（２唱２５） ，就可以得到相应支承点的传递矩阵 。

2 ．2 ．6 　轮盘站的传递矩阵

如图 ２ ．７所示 ，由于轮盘不仅具有质量 m ，而且具有转动惯量 J p和 J d ，转动时
将产生陀螺力矩 ，其两侧截面的状态参数之间的关系可表示为［ ２９ ～ ３４ ］
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图 ２ ．７ 　轮盘站受力图

yR ＝ yL

θR ＝ θL

MR ＝ ML ＋ １ － ω
Ω
Jp
Jd Jd Ω

２ θL

QR ＝ QL ＋ mΩ ２ yL

（２唱２６）

写成矩阵形式为

y
θ

M

Q

R

＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０

０ １ － ω
Ω
Jp
Jd Jd Ω

２ １ ０

mΩ ２ ０ ０ １

y

θ

M

Q

L

（２唱２７）

式（２唱２７）中的方阵即为轮盘站的点传递矩阵 。
至此 ，转子系统的集中参数动力学模型典型单元的传递矩阵都已给出 ，应用

这些关系就可以列出整个系统最左端到最右端状态向量的传递关系 。 根据这些
关系 ，就可以进行动力学特性的分析计算 。

２ ．３ 　挤压油膜阻尼器轴承的油膜力模型

本节分析非定心挤压油膜阻尼器的油膜力特性 ，列出了挤压油膜阻尼器的瞬
态雷诺方程 ，导出了油膜压力分布函数 ，通过积分得出油膜力 ，并对非定心条件下
的油膜力特性进行了研究 。 结果表明 ，非定心挤压油膜力是瞬态时变的 ，并且与
挤压油膜阻尼器的油膜轴颈偏移量和进动形态有关 。
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