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前 　 　 言

群论是研究系统对称性质的十分有效的数学工具 ．随着人类对客观世界的认

识逐步深入到微观领域 ，对称性在现代物理理论中的应用越来越广泛 ，群论方法

也逐渐深入到物理学各个领域 ，因而近年来群论课已成为物理专业研究生必修的

基础课程 ．
群论本身是一门抽象的代数理论 ，有它自身的特点和规律性 ．但作为一个物

理工作者 ，更关心的是如何把群论方法灵活地运用到实际的物理问题中去 ．作者

从 １９６２ 年开始长期担任物理系本科生或研究生的群论教学工作 ，同时作为理论

物理的科研工作者 ，在科研工作中 ，从物理学不同角度应用群论方法来研究和处

理问题 ．总结自己的教学经验和科研心得 ，也从已有的群论专著和教材中吸取营

养 ，逐渐形成了比较适合物理专业学生学习的群论教学体系 ，于 １９９８ 年由科学出

版社出版了枟物理学中的群论枠（下称文献［１］）一书 ， 书中并附有适量的习题 ，供

物理专业研究生教学使用 ．此书出版四年多来 ，承蒙广大读者的支持 ，已再印了

两次 ．现已有不少高等院校和科研机构采用此书作为物理专业研究生的群论课教

材或主要参考书 ．
在这几年教材的使用过程中 ，作者收到了不少教师和同学的来信来电 ，除了

表达对作者的鼓励外 ，也提出了一些中肯的意见 ．意见归纳起来有三方面 ．一是

感到书中有的习题比较难做 ，或者不容易找到简洁明了的计算方法 ，希望能看到

供参考的习题解法 ．二是教材的篇幅较大 ，不能适应不同情况的教学需要 ，由于

课时的限制 ，希望有一本简写本 ，能对物理学中所用群论方法有提纲式的介绍 ．
三是结合物理科研和教学各种情况的需要 ，希望能提供一些供查阅的常用资料和

表格 ，以及反映近年在物理学中所应用的群论方法的新发展 ．由此萌发出写一本

供物理专业用的群论习题精解的想法 ． 在科学出版社和各位朋友的鼓励和支持

下 ，促成了本习题精解的出版 ．当然要想通过一本习题精解完全克服这些缺点是

不现实的 ，也超出了作者的能力所及 ．作者只是希望通过本习题精解 ，在作者比

较熟悉的领域内 ，尽其所能 ，努力在下面几方面作一些弥补和改进 ．
首先 ，习题精解涵盖了文献［１］的全部习题 ，尽可能采用简单的方法解答这

些习题 ．在选用文献［１］作为群论教材时 ，希望习题精解会对教学工作有所帮助 ．
为便于读者寻找 ，本习题精解对新增加的习题用星号加以区分 ．在文献［１］中包



含的习题 ，除作为群论方法的基本练习题外 ，还包括两种类型的题 ．一是某些群

论定理或方法 ，让读者知道可能会有好处 ，由于篇幅有限 ，放在习题里向读者提

示可能更合适 ．这类题有的比较简单 ，有的包含一些小技巧 ，也有的通过适当的

提示是可以证明或计算出来的 ． 作者原意并不要求读者都会计算或证明这些习

题 ，只是知道这些结论就行 ．后来知道有些题使部分读者花费了过多的精力 ．现

在把它们一一解出来 ，供读者参考 ．二是数学上一些重要结论 ，它们并不是群论

本身的内容 ，放在教材中花大量篇幅讨论似乎不很合适 ，于是就放在习题中告诉

读者 ，其中最典型的是把矩阵化为若尔当标准型（第一章第 １５ 题 ，以本习题精解

编号为准 ，下同） ．此结论在数学上虽有严格证明 ，但涉及名词概念太多 ，容易分

散读者学习群论知识的精力 ．文献［１］用习题形式向读者告知这结论 ，本习题精

解用物理工作者习惯的语言作了证明 ．但作者并不鼓励读者花很大精力去学懂它

们 ，承认其结论对大多数读者已经足够 ．
其次 ，本习题精解在各节习题前面 ，用了相当的篇幅概括主要解题方法 ，有

的加以简单证明 ，有的只是列出结论 ，努力去包括物理学中常用群论方法的基本

方面 ．这些注解一方面为读者做习题提供方便 ，另一方面也希望为课时较少的群

论课程教学提供一个提纲 ．后一目的能否达到 ，作者没有把握 ，也许考虑尚欠成

熟 ，希望通过实践来加以验证或今后改进 ．
第三 ，本习题精解比原教材（文献［１］）增加了一些内容 ．近年来的教学使作

者体会到分导表示和诱导表示的概念在处理某些问题时相当有效 ，因而在本习题

精解的第三章专门设一节作详细的介绍 ，并在第六章和第七章介绍了有关的应

用 ．计算可约表示的分解和函数基的重新组合是群论方法在物理学中应用的一个

重要方面 ，本习题精解对此问题给予了较多的关注 ，在各章都有较大篇幅的介绍

和举例 ，希望能引起读者足够的重视 ．置换群是物理学中常见的一个有限群 ，在

第六章不仅介绍了主要计算方法 ，也列出了若干计算结果供查阅 ，如第 ６ ， ７ ，８ ，
３１ 题 ．文献［１］第二章和第三章列举了正二十面体及其对称群的一些重要性质 ，
这些内容本来是供查阅用的 ，书中对具体计算方法介绍不够 ，本习题精解在第四

章第 ５ ，６ ，１２ 题作了补充 ．有限群群空间不可约基的计算 ，实际上提供了一类投

影算符 ，可以很快地把波函数组合成属不可约表示的函数基 ．在文献［１］第三章

有过介绍 ，本习题精解除在第三章给出计算的例子外 ，还在第六章第 ２２ ～ ２５ 题

把此方法应用于甲烷分子对称基的计算 ．这方法已在物理中找到实际应用 ，具体

可参看文献［２１ ～ ２３ ，４３ ，５６ ，５８］ ．非紧致李群的无穷维幺正表示也是物理学中群

论方法的一个应用方向 ，在文献［１］把这方面完全略去了 ．本习题精解在第四章

第 ２４ 题就一个最简单的例子作了认真的分析 ，其方法有普遍意义 ．第八章第三

节介绍洛伦兹群的一些性质 ，也是对文献［１］的补充 ．量子少体系统转动自由度

的分离是量子物理中的一个基本问题 ，从量子力学创始之初就得到大师们的关注
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（见文献［２６ ，７６ ，４１］） ，以后不断有新的改进（见文献［１４ ，６０ ，９ ，１０］） ，近年来引入

了新的方法（见文献［３６ ，３７］） ， 其中充分运用了群论工具 ．第九章第三节把这问

题当作一个群论应用的例子作了介绍 ．
由于作者对物理学中应用的群论方法的理解不可避免地具有局限性 ，对群论

习题精解的编写也缺乏经验 ，题目和方法的选择明显表现出偏向于作者熟悉的领

域 ，引文肯定存在挂一漏万的现象 ．限于作者的水平和写作时间 ，本习题精解只

能作为一种尝试 ，希望能起到抛砖引玉的作用 ．作者对书中可能出现的错误事先

向读者致以深深的谦意 ，诚恳欢迎读者的各种批评和指正 ．
本书编写过程中有关的科研工作得到国家自然科学基金的资助 。
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　 　 １０ ．证明两群的直乘的不等价不可约表示都可表为两群不等价不可约表示的直乘 … ４４

　 　 　 　 １１ ．试计算 D３ 群生成元在给定函数基中的表示矩阵 ，并组合函数基使之分属 D３

群各不等价不可约表示 ４６… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １２ ．试通过 O 群的不变子群 D２ 之商群计算 O 群二维不可约表示的特征标和生

成元的表示矩阵 ４９… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １３ 倡 ．试由给定有限群的乘法表计算群的不可约表示特征标表 ５１… … … … … …
　 　 １４ ．试计算第二章第 １６ 题给出群的不可约表示特征标表 ５２… … … … … … … …
　 　 １５ ．试用投影算符的方法 ，在 T 群的群空间计算分属各不可约表示的不可约基 　 ５３
　 　 １６ ．试用投影算符的方法 ，在 O 群的群空间计算分属各不可约表示的不可约基 　 ５７
三 、分导表示和诱导表示 ６７… … … … … … … … … … … … … … … … … … … …

　 　 １７ 倡 ．用诱导表示的方法计算 D２ n ＋ １ 群的所有不等价不可约表示 ６９… … … … … …

　 　 １８ 倡 ．用诱导表示的方法计算 D２ n 群的所有不等价不可约表示 ７０… … … … … …

　 　 １９ ．试计算立方体固有对称群 O 所有不等价不可约表示 ７０… … … … … … … …
　 　 ２０ 倡 ．用诱导表示的方法计算正二十面体固有对称群 I 不可约表示的特征标表 … ７３
　 　 ２１ ．分别计算 I 群各不可约表示关于子群 C５ 、D５ 和 T 的分导表示 ，按子群不可

约表示约化所得的表示种类和个数 ７５… … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２２ ．计算 I h 群正则表示关于子群 C５ i 、D５ d 和 T h 的分导表示 ，按子群不可约表示

约化所得的表示种类和个数 ７７… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２３ ．正二十面体对称群 I 的元素都可表为子群 C５ 和子群 T 元素的乘积 Ta

０
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１ Sd
１ ２ ，试由生成元 T ０ 和 S１ 在各不可约表示的表示矩阵计算 R６ 和

S１２ 的表示矩阵 ７８… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …

四 、克莱布施 戈登系数 ８０… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２４ 倡 ．设两组函数基 ψμ 和 矱ν在群 G 变换中都按给定二维不可约表示变换 ，已知

群 G 生成元在该二维不可约表示中的表示矩阵 ，试把乘积函数 ψμ 矱ν 组合

成按群 G 各不可约表示变换的函数基 ８１… … … … … … … … … … … … …
　 　 ２５ ．计算 T 群三维不可约表示自直乘约化的相似变换矩阵 ８３… … … … … … …
　 　 ２６ 倡 ．试计算 O 群各不可约表示的直乘表示约化的克莱布施 戈登级数和克莱

布施 戈登系数 ８８… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２７ ．试计算 I 群各不可约表示的直乘表示约化的克莱布施 戈登级数和克莱布

施 戈登系数 ９５… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
第四章 　 三维转动群 １０５… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …

一 、三维转动群的一般性质 １０５… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １ ．用数学归纳法证明辅助公式 ，并由此证明 SO（３）群同态于 SU（２）群 １０６… … …
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　 　 ２ ．把 SO（３）群元素的指数形式展开成有限项矩阵之和 １０８… … … … … … … …
二 、三维转动群的不等价不可约表示 １０９… … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ３ ．由转动变换的矩阵形式计算它的欧拉角 ，并写出它在 SO（３）群表示 Dj 中的

表示矩阵元素 １１２… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ４ 倡 ．由转动变换的转轴和转角计算它的欧拉角 ，并写出它在 SO（３）表示 Dj 中

的表示矩阵元素 １１３… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ５ 倡 ．正二十面体对称群的任意元素可表为四个元素幂次的乘积 ，试计算此四元

素的欧拉角 １１４… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ６ 倡 ．计算正二十体对称群若干元素的欧拉角 １１… … … … … … … … … … … …
　 　 ７ ．利用 SO（３）群和 SU（２）群的同态关系 ，验算 O 群元素的乘积公式 １１５… … …
　 　 ８ ．试用 SU（２）群绕 z 轴和绕 y 轴转动元素的表示矩阵表出绕任意轴转动元素

的表示矩阵 １１６… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ９ 倡 ．计算 SO（３）群绕 y 轴转动元素表示矩阵 dj （ ω）的具体矩阵元素 １１６… … … …

　 　 １０ ．把 SO（３）群的不可约表示 D３
关于子群 D３ 的分导表示 ，按子群不可约表示

约化 ，找出约化的相似变换矩阵 １１８… … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １１ ．分别对 SO（３）群的不可约表示 D２ ０

和 D１８
关于正二十面体固有点群 I 的

分导表示 ，计算按子群 I 不可约表示约化的克莱布施 戈登级数 １２０… … … …
　 　 １２ ．计算正二十面体固有点 I 群生成元在各不可约表示中的表示矩阵 ，并由此计

算 I 群各次转动方向的极角 １２２… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １３ ．试研究 SU（２）群的类 １２７… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
三 、李氏定理和李群的伴随表示 １２７… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １４ 倡 ．试由李氏第二定理计算 SU（２）群不可约表示生成元的矩阵形式 １２８… … …
　 　 １５ ．对任何一阶李群 ，试选择新参数 ，使新的组合函数为相加关系 １３０… … … …
四 、不可约张量算符和维格纳 埃伽定理 １３１… … … … … … … … … … … … …
　 　 １６ ．试由球函数线性组合出沿给定方向轨道角动量的本征函数 １３３… … … … …
　 　 １７ ．设函数 ψl

m （ x）是属于 SO（３）群不可约表示 Dl m 行的函数 ，

试由 ψl
m （ x） 倡 线性组合出轨道角动量沿 e２ 方向的本征函数 １３４… … … … …

　 　 １８ 倡 ．试由旋量基计算自旋沿径向分量 S· r∧的本征函数 １３５… … … … … … … …
　 　 １９ 倡 ．试分别计算 J２ ， J３ ， L２ ， S２

和 J２ ， J３ ， S２ ， S· r
∧

的共同本征函数 １３５… …

　 　 ２０ ．试计算 dl （ θ）（ Il３ ）２ dl （ θ） － １
m m ，其中 dl （ θ）是转动群的表示矩阵 ， I３ l

是

该表示的第三个生成元 １３６… … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２１ 倡 ．试用升降算符 L ± 作用的办法直接计算 SO（３）群若干直乘表示分解的克

莱布施 戈登系数 １３７… … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２２ ．试用克莱布施 戈登系数计算三个电子系统总自旋角动量本征函数 １４１… …

　 viii 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 群论习题精解 　

４



　 　 ２３ 倡 ．计算 SO（３）群表示矩阵元素 Dj
ν μ （ α ，β ，γ）满足的微分方程 １４３… … … … …

五 、SO（３）群和 SO（２ ，１）群所有不可约幺正表示 １４５… … … … … … … … … …
　 　 ２４ 倡 ．试讨论 SO（３）群和 SO（２ ，１）群的所有不等价不可约幺正表示 １４６… … … …

第五章 　 晶体的对称性 １５０… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
一 、点群及其循环子群的生成元 １５０… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １ ．在直角坐标系中 ，写出沿 z 轴方向的 ６ 次固有和非固有转动轴生成元的并

矢形式和矩阵形式 １５１… … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２ ．用直角坐标系的单位矢量表出 T d 群和 O h 群的各固有和非固有转动轴的方

向和各固有转动轴生成元的并矢形式 １５… … … … … … … … … … … … … …
　 　 ３ 倡 ．试用恒等变换的并矢和转轴方向的单位矢量表出绕任意给定方向转动给定

角度变换的并矢形式 １５２… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
二 、空间群和对称元 １５３… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ４ ．试找出晶体对称操作的对称直线位置和沿轴向的滑移矢量 １５５… … … … … …
　 　 ５ ．试找出晶体对称操作的对称平面位置和沿平面的滑移矢量 １５６… … … … … …
　 　 ６ ．试分析若干空间群的对称性质 １５７… … … … … … … … … … … … … … … …
三 、确定空间群的方法 １６０… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ７ ．试由点群 D２ d 出发 ，计算全部 １２ 种空间群 １６２… … … … … … … … … … … …

　 　 ８ ．试由点群 D２ 出发 ，计算全部 ９ 种空间群 １６３… … … … … … … … … … … … …

第六章 　 置换群 １６６… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
一 、置换变换的乘积公式 １６６… … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １ ．试把给定置换化为无公共客体的轮换乘积 １６７… … … … … … … … … … … …
　 　 ２ 倡 ．试把给定对换表为相邻客体对换的乘积 １６７… … … … … … … … … … … …
　 　 ３ ．证明长度为 l 的轮换阶数为 l １６８… … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ４ 倡 ．研究置换群的生成元 １６８… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ５ 倡 ．试用置换变换表出“严格的”洗牌过程 １６８… … … … … … … … … … … … …
二 、杨图 ，杨表和杨算符 １６９… … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ６ 倡 ．写出置换群 S５ ， S６ 和 S７ 的全部杨图 １７０… … … … … … … … … … … … … …

　 　 ７ 倡 ．计算置换群 S４ ， S５ ， S６ 和 S７ 各类所包含的元素数目 １７０… … … … … … … …

　 　 ８ 倡 ．计算置换群 S５ ， S６ ， S７ ， S８ 和 S９ 各杨图的正则杨表数 １７０… … … … … … …

　 　 ９ ．写出若干杨表的杨算符 １７２… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
三 、杨算符的对称性质和正交性 １７２… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １０ 倡 ．自小到大写出 S５ 群对应杨图［３ ，２］的所有五个正则杨表 ，并计算这些正

则杨表间的置换变换 １７３… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １１ 倡 ．计算联系两杨表的置换 ，并验算对应的两杨算符间的关系 １７３… … … … …
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　 　 １２ ．设 R 联系两乘积不为零的杨表 ，计算 R 并把 R 表成属杨表的横向置换和

纵向置换的乘积 １７４… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １３ 倡 ．试把对应杨图［２ ，１］的非正则杨算符表成正则杨算符的组合 １７４… … … …
四 、置换群的原始幂等元 １７５… … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １４ ．具体写出 S４ 群恒元按杨算符的展开式 １７６… … … … … … … … … … … … …

　 　 １５ 倡 ．计算对应杨图［２ ，２ ，１］的正交原始幂等元 １７７… … … … … … … … … … …
　 　 １６ 倡 ．计算对应杨图［４ ，２］的正交原始幂等元 １７８… … … … … … … … … … … …
　 　 １７ 倡 ．计算对应杨图［３ ，２ ，１］的正交原始幂等元 １７９… … … … … … … … … … …
　 　 １８ 倡 ．计算对应杨图［３ ，３］和［４ ，１ ，１］的正交原始幂等元 １８０… … … … … … … …
　 　 １９ 倡 ．举例说明最小左理想对应的原始幂等元不是惟一的 １８１… … … … … … …
五 、对应杨图［ λ］的置换群不可约表示 １８１… … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２０ ．分别在标准基和正交基下计算 S３ 群不可约表示［２ ，１］自乘分解的克莱布

施 戈登系数 １８３… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２１ ．计算不可约表示［３ ，１］标准基 ，并用列表法计算相邻客体对换在此表示中

的表示矩阵 １８６… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２２ ．计算 S４ 群相邻客体对换在不可约表示［３ ，１］中的实正交表示矩阵形式和正

交基表达式 １８８… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２３ 倡 ．计算在 S４ 群群空间不可约表示［２ ，１ ，１］的标准基和正交基 ，以及相邻客

体对换的表示矩阵 １９２… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２４ 倡 ．计算在 S４ 群群空间不可约表示［２ ，２］的标准基和正交基 ，以及相邻客体

对换的表示矩阵 １９６… … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２５ 倡 ．试计算甲烷分子伸展振动波函数的对称基 １９８… … … … … … … … … … …
　 　 ２６ ．用列表法计算 S５ 群生成元在不可约表示［２ ，２ ，１］中的表示矩阵 １９９… … … …

六 、计算置换群不可约表示特征标的图解方法 ２０１… … … … … … … … … … …
　 　 ２７ ．分别计算 S６ 群相邻客体对换在对应两关连杨图表示中的实正交表示矩阵

形式 ２０２… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ２８ 倡 ．用图解方法计算置换群 S５ 表示［２ ，２ ，１］的特征标 ２０３… … … … … … … … …

　 　 ２９ ．用图解方法计算 S６ 群各类在若干不可约表示中的特征标 ２０４… … … … … …

　 　 ３０ 倡 ．用图解方法计算 S N 群的特征标表 ，其中 ３ ≤ N ≤ ７ ２０４… … … … … … …

七 ．置换群不可约表示的内积 ２０６… … … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ３１ 倡 ．利用表示的特征标计算 S N 群各不可约表示直乘分解的克莱布施 戈登

级数 ，其中 ３ ≤ N ≤ ７ ２０７… … … … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ３２ 倡 ．计算 S５ 群不可约表示［３ ，２］自直乘分解的克莱布施 戈登系数 ２１０… … … …

八 、置换群不可约表示的外积 ２２２… … … … … … … … … … … … … … … … … …
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　 　 ３３ ．用立特武德 理查森规则计算若干置换群表示外积的约化 ２２４… … … … … …
　 　 ３４ ．用立特武德 理查森规则计算 S６ 群若干不可约表示关于子群 S３ 磗 S３ 的分

导表示按子群不可约表示的约化 ２２５… … … … … … … … … … … … … … …
　 　 ３５ ．试由 S３ 群的二维不可约表示［２ ，１］诱导出 S４ 群的表示 ，具体计算 S４ 群

生成元在该诱导表示中的表示矩阵 ２２６… … … … … … … … … … … … … …
第七章 　 SU（ N）群 ２２８… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …

一 、SU（ N）群的不等价不可约表示 ２２８… … … … … … … … … … … … … … …
　 　 １ ．计算 SU（３）群和 SU（６）群若干用杨图标记的不可约表示的维数 ２３２… … … …
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第一章 　线性代数复习

一 、矩阵的本征值和本征矢量

★ 　 m 维矩阵 R 的本征值 λ 和本征矢量 a 满足

Ra ＝ λa ， （１ ．１）

这是关于本征矢量分量 aμ 的联立线性齐次方程 ，方程有非零解的充要条件是方

程的系数行列式为零

det （ R － λ 1） ＝

R１ １ － λ R１ ２ … R１ m

R２ １ R２ ２ － λ … R２ m

  

Rm １ Rm ２ … Rm m － λ

（１ ．２）

＝ （－ λ） m ＋ （－ λ） m － １ tr R ＋ … ＋ det R ＝ ０ ．

其中 tr R 是矩阵的迹 ，即矩阵对角元之和 ，det R 是矩阵的行列式 ．方程（１ ．２）称为

矩阵的久期方程 ，它是关于 λ 的 m 次代数方程 ，包括重根共有 m 个复根 ．这些

根就是矩阵的本征值 ．对于每一个给定的本征值 λ ，由本征方程（１ ．１） ，至少可解

得一个本征矢量 a ．本征矢量包含有一个可乘的非零常数因子 ．
如果本征值 λ 是 n 重根 ，由本征方程（１ ．１）不一定可算出 n 个线性无关的本

征矢量 ．如果矩阵 R 的 m 个行（或列）矢量中只有 r 个是线性无关的 ，则称矩阵

R 的秩为 r ．若矩阵（ R － λ1）的秩为 r ，则由久期方程可找到（ m － r）个线性无关

的本征矢量 ．对应同一本征值的本征矢量之任意线性组合都是对应此本征值的本

征矢量 ．零矢量是任何矩阵的平庸的本征矢量 ，我们只讨论非平庸的本征矢量 ．
对于维数较低的矩阵 ，或包含较多零矩阵元素的矩阵 ，本征值和本征矢量有

时可以根据经验猜出来 ，或由计算和猜测相结合得到 ，只要猜出的本征值和本征

矢量满足本征方程（１ ．１） ， 它们就是正确的结果 ．另一方面 ，即使是计算得的结

果 ，也应该代入方程（１ ．１）进行验算 ．
★ 　 R 报 ＝ R 的矩阵称为厄米矩阵 ， R 报 ＝ R － １

的矩阵称为幺正矩阵 ．实的厄米矩阵

是实对称矩阵 ，实的幺正矩阵是实正交矩阵 ．本征值都是正数的矩阵称为正定的



矩阵 ，不包含负本征值的矩阵称为半正定的矩阵 ．同样可定义负定或半负定的矩

阵 ．

1 ．　 证明矩阵的本征值之和等于矩阵迹 ，本征值之积等于矩阵行列式 ．
证 　 对于一个 m 维矩阵 R ，久期方程是一个 m 次代数方程 ，它的包括重根在内

的 m 个复根 λj ，就是矩阵 R 的本征值 ．因此久期方程又可以表为

det（ R － λ 1） ＝ ∏
m

j ＝ １
（ λj － λ）

＝ （－ λ） m ＋ （ － λ） m － １ ∑
m

j ＝ １
λj ＋ … ＋ ∏

m

j ＝ １
λj ＝ ０ ．

与（１ ．２）式比较 ，得 R 矩阵的矩阵迹等于本征值之和 ， R 矩阵的行列式等于本征

值之积 ．证完 ．

2 ．　 计算泡利矩阵 σ１ 和 σ２ 的本征值和本征矢量 　

σ１ ＝
０ １

１ ０
，　 σ２ ＝

０ － i
i ０

．

解 　 σ１ 矩阵对矢量的作用是把矢量上下两个分量交换 ，如果矢量的两分量相等 ，

则它是 σ１ 矩阵的本征值为 １ 的本征矢量 ，如果矢量的两分量互差负号 ，则它是 σ１

矩阵的本征值为 － １ 的本征矢量 ，

σ１

１

１
＝

１

１
，　 σ１

１

－ １
＝ －

１

－ １
．

同理可知 ，如果矢量的两分量相差 ± i ，则它是 σ２ 矩阵的本征矢量 ：

σ２

１

i ＝
１

i ，　 σ２

１

－ i ＝ －
１

－ i ．

当矩阵 R 包含许多零矩阵元素时 ，有时会以直和或直积形式包含着 σ１ 或 σ２ 矩阵 ，

此时 R 矩阵的某些本征值和本征矢量可以利用上面结果猜出来 ．所谓矩阵 R 以

直和形式包含一个二维子矩阵是指在给定的 a 和 b 行（列） ，有 Rac ＝ Rca ＝ Rbc ＝

Rcb ＝ ０ ，其中 c 是所有不等于 a 和 b 的行（列）指标 ．

·２· 群论习题精解



3 ．　 计算下面 R 矩阵的本征值和本征矢量

R ＝

０ ０ ０ １

０ ０ １ ０

０ １ ０ ０

１ ０ ０ ０

．

解 　 矩阵 R 可以看成两个子矩阵 σ１ 的直和 ，其中一个子矩阵处在第一和第四行

（列） ，另一个子矩阵处在第二和第三行（列） ．根据上题的计算结果知 ， R 矩阵有

两个本征值为 １ ，另两个本征值为 － １ ，对应的本征矢量分别为

１ ：

１

０

０

１

，　

０

１

１

０

，　 　 　 － １ ：

１

０

０

－ １

，　

０

１

－ １

０

．

4 ．　 计算下面 R 矩阵的本征值和本征矢量

R ＝

０ ０ １

１ ０ ０

０ １ ０

．

解 　 这是 σ１ 矩阵的推广 ，它对矢量的作用是把矢量的三个分量顺序变换 ，变换三

次则恢复原状 ，即 R３ ＝ 1 ，因此 R 矩阵的本征值为 １ ， ω ＝ exp｛ － i２π桙３｝和 ω２ ，本
征矢量两个相邻分量之比为本征值 ．下面依次列出各本征值对应的本征矢量 ：

１ ：

１

１

１

，　 ω ：

１

ω２

ω

　 ，　 　 　 ω２ ：

１

ω

ω２

．

5 ．　 若 det R ≠ ０ ，证明 R报 R 和 RR报 都是正定的厄米矩阵 ．
解 　 显然 ， R报 R 和 RR报 是厄米矩阵 ．设 λ 和 a 是 R报 R 的本征值和非零的本征矢

量 ，

（ R报 R） a ＝ λ a ， 　 　 a报 a ＞ ０ ，
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则

λ｛ a报 a｝ ＝ a报 （ R 报 R） a ＝ （ Ra）报 （ Ra） ≥ ０ ，

即 λ ≥ ０ ．由于 det R ≠ ０ ，det（ R报 R） ≠ ０ ，则本征值 λ 不为零 ，因此（ R报 R）是正

定的 ．把 R报 看成新的 R ，同样可证 RR报 是正定的 ．

6 ．　 证明 ：（１） 若 R报 R ＝ 1 ，则 RR报 ＝ 1 ；
（２） 若 R － １ R ＝ 1 ，则 RR － １ ＝ 1 ；
（３） 若 RT R ＝ 1 ，则 RRT ＝ 1 ．

证 　 三个小题的证法完全相同 ，这里以小题（１）为例来证明 ．
由于 R报 R ＝ 1 ， R报

是非奇的 ．设 S 是 R报
的逆矩阵 ， SR报 ＝ １ ，于是有 RR 报 ＝

（ SR报 ） RR报 ＝ S（ R报 R） R报 ＝ SR报 ＝ １ ．把第一小题中的 R报 换成 R － １ 或 RT ，同样可

证明后两个小题 ．

7 ．　 试讨论 ２ × ２ 幺正矩阵 ，实正交矩阵和厄米矩阵各含有多少个独立实参数 ，
并写出它们的一般表达式 ．

解 　 ２ × ２ 复矩阵包含四个复参数 ，即八个实参数 ．对幺正矩阵 ，两个列矩阵的

归一条件给出参数的两个实条件 ，列矩阵正交给出一个复条件 ，即两个实条件 ，
共四个实条件 ，因此 ２ × ２ 幺正矩阵包含四个独立实参数 ．对厄米矩阵 ，对角元

是实数 ，即它们的虚部为零 ，给出两个实条件 ，一对非对角元互为复共轭 ，给出

一个复条件 ，因此 ２ × ２ 厄米矩阵也包含四个独立实参数 ．
２ × ２ 实矩阵包含四个实参数 ．对实正交矩阵 ，两个列矩阵的归一条件给出

参数的两个实条件 ，列矩阵正交给出一个实条件 ，共三个实条件 ，因此 ２ × ２ 实

正交矩阵只包含一个独立实参数 ．
取任意 ２ × ２ 幺正矩阵 u ，行列式为 det u ＝ exp｛ i φ｝ ，提出因子 exp｛ i φ桙２｝ ，

得

u ＝ ei φ桙 ２ a 　 c

b 　 d
．

根据定义 ，

aa 倡
＋ bb 倡

＝ cc 倡
＋ dd 倡

＝ １ ，　 ac倡
＋ bd 倡

＝ ０ ，　 ad － bc ＝ １ ．

由此得

a ＝ a（ cc 倡 ＋ dd 倡 ） ＝ d 倡 （ － bc ＋ ad） ＝ d 倡 ，

b ＝ b（ cc倡 ＋ dd 倡 ） ＝ c 倡 （ bc － ad） ＝ － c 倡 ．
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因此 ，２ × ２ 幺正矩阵的一般形式为

u ＝ ei φ桙 ２ a － b 倡

b a 倡
，　 aa 倡 ＋ bb 倡 ＝ １ ．

其中受限制的复参数 a 和 b 包含三个实参数 ，加上 φ ，共四个独立实参数 ．
实正交矩阵也是幺正矩阵 ，行列式可等于 ± １ ．当行列式为 １ 时 ，a 和 b 取实

数 ，满足条件 a２ ＋ b２ ＝ １ ，常取 a ＝ cos θ ，b ＝ sinθ ．当行列式为 － １ 时 ，常把第一行

矩阵元素改号 ，得 ２ × ２ 实正交矩阵的一般形式为

R ＝
cosθ － sinθ
sin θ cosθ ，　 或 　 R′ ＝

－ cos θ sinθ
sinθ cos θ ．

　 　 ２ × ２ 厄米矩阵的一般形式为

R ＝
a c ＋ i d

c － i d b
，

其中 a ，b ，c 和 d 都是独立实参数 ．

二 、相似变换和矩阵的对角化

★ 　 在 m 维空间L中 ，选定基 eμ 后 ，任何矢量 a 可按基展开 ，

a ＝ ∑
m

μ ＝ １
eμ aμ ． （１ ．３）

aμ 称为矢量 a 关于基 eμ 的分量 ，把这些分量排成 m 行一列的列矩阵a ，称为矢量

a 关于基 eμ 的列矩阵形式 ．

★ 　 设 m 维空间L对算符 R 保持不变 ，则算符 R 作用在基 eμ 上得到基的线性组

合 ，

Reμ ＝ ∑
m

ν ＝ １
eν Dν μ （ R） ． （１ ．４）

组合系数 Dνμ （ R）排列起来得到的 m × m 矩阵 D（ R）称为算符 R 关于基 eμ 的矩

阵形式 ．
★ 　 选择一组新基 e′ν ，把它们在原基 eμ 中的列矩阵形式 ，作为列矩阵排列成 S 矩

阵 ：

e′ν ＝ ∑
m

μ ＝ １
eμ S μν ． （１ ．５）
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此 S 矩阵称为两组基间的变换矩阵 ，它是 m 维非奇矩阵 ．关于新基 e′ν ，矢量 a 的

列矩阵形式和算符 R 的矩阵形式分别为

a ＝ ∑
m

μ ＝ １
e′μ a′μ ，　 Re′ν ＝ ∑

m

ρ ＝ １
e′ρ 珚Dρν （ R） ， （１ ．６）

它们与关于原基的矩阵形式间的联系为

a′ ＝ S － １ a ，　 珚D（ R） ＝ S － １ D（ R） S ． （１ ．７）

通常称“ D（ R）矩阵经过相似变换 S 变成 珚D（ R）矩阵” ，有的书上把 D（ R）矩阵和
珚D（ R）矩阵称为等价的矩阵 ，它们是同一个算符关于不同基的矩阵形式 ．由相似变

换相联系的矩阵有共同的本征值 ．
把相似变换关系写成矩阵元素形式 ：

∑
m

ρ ＝ １
Dμ ρ （ R） S ρν ＝ ∑

m

ρ ＝ １
Sμ ρ

珚Dρν （ R） ，　 D（ R） S· ν ＝ ∑
m

ρ ＝ １
S · ρ

珚Dρν （ R） ． （１ ．８）

因为 S 矩阵的列矩阵正是新基在原来基中的列矩阵形式 ，而（１ ．８）式中的 珚Dρν （ R）
是作为组合系数出现的 ，所以（１ ．８）式是（１ ．６）式在原来基 eμ 中的矩阵形式 ．这形

式在以后的计算中非常有用 ．
★ 　 如果 S 矩阵的第一列是 D（ R）矩阵的本征值为 λ１ 的本征矢量 ，则 珚D（ R）的第

一列只有第一个分量等于 λ１ ，其余分量都为零 ．如果 S 矩阵的所有列矩阵都是

D（ R）矩阵的线性无关的本征矢量 ，则 珚D（ R）矩阵是对角矩阵 ，对角元依次是各本

征矢量对应的本征值 ．这就是矩阵通过相似变换对角化的本质 ．
把 m 维 D（ R）矩阵对角化的充要条件是 D（ R）矩阵存在 m 个线性无关的本

征矢量 ．把 D（ R）矩阵对角化的相似变换矩阵 S 的各列矩阵正是 D（ R）矩阵的线

性无关的本征矢量 ．这样的 S 矩阵并没有完全确定 ，它允许右乘一个与对角化的
珚D（ R）矩阵相对易的矩阵 X ．如果 D（ R）矩阵的 m 个本征值互不相同 ，则 X 矩阵

是对角矩阵 ，它的存在说明每个本征矢量允许乘一个任意常数 ．如果 D（ R）矩阵各

本征值 λj 的重数分别为 nj ， ∑ j n j ＝ m ，则 X 矩阵是方块矩阵 ，包含 ∑ j n
２
j 个任意

常数 ，这些常数表明 ，对应同一本征值的本征矢量之间允许作任意线性组合 ．
★ 　 m 维幺正矩阵和厄米矩阵都存在 m 个正交归一的本征矢量 ，因此它们可通过

幺正的相似变换对角化 ．m 维实对称矩阵（也是厄米矩阵）存在 m 个正交归一的

实本征矢量 ，因此可通过实正交相似变换对角化 ．但 m 维实正交矩阵（也是幺正矩

阵）不一定可以通过实正交相似变换对角化 ．
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8 ．　 找相似变换把下列矩阵对角化 ：

（１）

１ － ２ １

２ ０ － ２

１ ２ １

；　 （２）
cos θ － sin θ
sinθ cos θ ．

解 　 设题中给出的矩阵为 D（ R） ．
（１） 矩阵 D（ R）的久期方程为

－ λ３ ＋ ２ λ２ － ４ λ ＋ ８ ＝ （２ － λ）（ λ２ ＋ ４） ＝ ０ ，

解得本征值为 ２ ，２i 和 － ２i ．注意到 D（ R）桙２ 矩阵是实正交矩阵 ，它的三个本征矢量

是互相正交的 ．由 D（ R）矩阵的第二行可以看出 ，若本征矢量的第一和第三分量相

等 ，第二分量为零 ，则在 D（ R）矩阵作用后 ，第二分量保持为零 ．再由 D（ R）矩阵的

第一和第三行知 ，它正是 D（ R）矩阵的本征值为 ２ 的本征矢量 ，它的转置为（１ ，０ ，
１） ．根据正交性 ，其他两个本征矢量的转置取（１ ，a ，－ １）的形式 ，代入本征方程

１ － ２ １

２ ０ － ２

１ ２ １

１

a

－ １

＝ ± ２i
１

a

－ １

，

解得 a ＝ 碢 i ２ ．归一化后得

X － １ D（ R） X ＝

２i ０ ０

０ ２ ０

０ ０ － ２i
，　 X ＝ １

２

１ ２ １

－ i ２ ０ i ２

－ １ ２ － １

．

（２） 矩阵 D（ R）的久期方程为

λ２ － ２（cos θ） λ ＋ １ ＝ （ λ － ei θ ）（ λ － e－ i θ ） ＝ ０ ，

解得本征值为 exp（ ± i θ） ．代入本征方程 ，

cosθ － sinθ
sin θ cosθ

１

a
＝ e± i θ

１

a
，

解得 a ＝ 碢 i ．归一化后得
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X － １ D（ R） X ＝
ei θ ０

０ e－ i θ
，　 X ＝ １

２

１ １

－ i i
．

9 ．　 找相似变换矩阵 M 使

M － １

０ － cosθ sin θsin φ

cosθ ０ － sin θcos φ
－ sinθsin φ sinθcos φ ０

M ＝

０ － １ ０

１ ０ ０

０ ０ ０

．

解 　 设相似变换前的矩阵为 D（ R） ，相似变换后的矩阵为 珚D（ R） ＝ M － １ D（ R） M ．
珚D（ R）矩阵是 － iσ２ 和 ０ 的直和 ，故可与下面矩阵对易

X ＝

α － β ０

β α ０

０ ０ γ

．

因此 ，若 M 矩阵满足式 M － １ D（ R） M ＝ 珚D（ R） ，则 MX 矩阵也满足此式 ，其中 X
中的参数反映了相似变换 M 的不完全确定性 ．

由 珚D（ R）矩阵的形式可知 ，D（ R）矩阵的本征值是 ０ 和 ± i ，而 M 矩阵的第三

列正是对应零本征值的本征矢量 ，前两列则是对应本征值为 ± i 的本征矢量之线性

组合 ．先计算 D（ R）的零本征值的本征矢量 ．取本征矢量的第三个分量为 cos θ ，由
D（ R）矩阵的前两行知 ，本征矢量的前两个分量分别为 sinθcos φ 和 sin θsin φ ．这相

当选择了参数 γ ．令

M ＝

a１ a２ sin θcos φ
b１ b２ sinθsin φ
c１ c２ cosθ

，

代入

D（ R） M ＝ M

０ － １ ０

１ ０ ０

０ ０ ０

＝

a２ － a１ ０

b２ － b１ ０

c２ － c１ ０

，
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得

a２ ＝ － b１ cosθ ＋ c１ sinθsin φ ，

b２ ＝ a１ cosθ － c１ sin θcos φ ，

c２ ＝ － a１ sin θsin φ ＋ b１ sinθcos φ ，

－ a１ ＝ － b２ cosθ ＋ c２ sinθsin φ ，

－ b１ ＝ a２ cosθ － c２ sin θcos φ ，

－ c１ ＝ － a２ sin θsin φ ＋ b２ sinθcos φ ．

把前三式代入后三式 ，或后三式代入前三式 ，得

a１ sin θcos φ ＋ b１ sin θsin φ ＋ c１ cosθ ＝ ０ ，

a２ sin θcos φ ＋ b２ sin θsin φ ＋ c２ cosθ ＝ ０ ．

这两个关系说明 M 矩阵的前两列与第三列正交 ．这是 D（ R）矩阵的反对称性所决

定的 ，因为若 D（ R） a ＝ λa ≠ ０ ，D（ R） b ＝ ０ ，则 bT D（ R） ＝ ０ ，

０ ＝ bT D（ R） a ＝ λbT a

　 　 现在为方便起见 ，选择 c１ ＝ － sin θ ，则由上式可得一组特解 ：a１ ＝ cos θcos φ 和

b１ ＝ cosθsin φ ．这相当对参数 α 和 β 的一种选择 ．再由前面公式可解得 a２ ＝ － sin φ ，

b２ ＝ cos φ和 c２ ＝ ０ ．最后得 M 是一个实正交矩阵 ：

M ＝

cosθcos φ － sin φ sin θcos φ
cos θsin φ cos φ sinθsin φ
－ sin θ ０ cos θ

．

10 ．　 找相似变换矩阵 M 使

M － １

０ － i ０

i ０ ０

０ ０ ０

M ＝

１ ０ ０

０ ０ ０

０ ０ － １

，

M － １

０ ０ ０

０ ０ － i
０ i ０

M ＝ １
２

０ １ ０

１ ０ １

０ １ ０

，
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M － １

０ ０ i
０ ０ ０

－ i ０ ０

M ＝ i
２

０ － １ ０

１ ０ － １

０ １ ０

．

解 　 第一式是一个把矩阵对角化的相似变换关系 ，相似变换前的矩阵的三个本征

矢量 ，构成了 M 矩阵的三个列矩阵 ．为了满足后两个公式 ，本征矢量必须保留可

乘因子 ，即 M 矩阵可取为

M ＝

a ０ c

i a ０ － i c
０ b ０

．

可以取 b ＝ １ ，这相当对相似变换的可乘因子的一种选择 ．代入第二式 ，为了避免计

算 M － １
矩阵 ，可先把 M － １

移到等式右面去 ，得

０ ０ ０

０ － i ０

－ a ０ c

＝ １
２

０ a ＋ c ０

０ i（ a － c） ０

１ ０ １

，

解得 a ＝ － c ＝ － １桙２ ，

M ＝ １
２

－ １ ０ １

－ i ０ － i
０ ２ ０

．

经过检验 ，它确实也满足第三式 ．

11 ．　 设

R ＝
１ ０

０ － １
，　 S ＝ １

２

－ １ － ３

３ － １
．

　 　 找相似变换矩阵 X 使
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X － １ （ R × R） X ＝

１ ０ ０ ０

０ － １ ０ ０

０ ０ １ ０

０ ０ ０ － １

，

X － １ （ S × S） X ＝ １
２

２ ０ ０ ０

０ ２ ０ ０

０ ０ － １ － ３

０ ０ ３ － １

．

解 　 根据矩阵直乘的定义 ，

R × R ＝

１ ０ ０ ０

０ － １ ０ ０

０ ０ － １ ０

０ ０ ０ １

，　 S × S ＝ １
４

１ ３ ３ ３

－ ３ １ － ３ ３

－ ３ － ３ １ ３

３ － ３ － ３ １

．

R × R 已经是对角矩阵 ，容易看出 ，它的本征值为 １ 和 － １ 的本征矢量分别为

＋ １ ∶

a

０

０

b

，　 　 － １ ∶

０

c

d

０

，

因此 X 矩阵取如下形式

a ０ a′ ０

０ c ０ c′

０ d ０ d′

b ０ b′ ０

．

在代入第二式前 ，先把 X － １
矩阵移到等式的右面 ，得
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１
４

a ＋ ３ b ３（ c ＋ d） a′ ＋ ３ b′ ３（ c′ ＋ d′）

－ ３（ a － b） c － ３ d － ３（ a′ － b′） c′ － ３ d′

－ ３（ a － b） － ３ c ＋ d － ３（ a′ － b′） － ３ c′ ＋ d′

３ a ＋ b － ３（ c ＋ d） ３ a′ ＋ b′ － ３（ c′ ＋ d′）

＝ １
２

２ a ０ － a′ － ３ a′

０ ２ c ３ c′ － c′

０ ２ d ３ d′ － d′

２ b ０ － b′ － ３ b′

．

解得 a ＝ b ，c ＝ － d 和 c′ ＝ d′ ＝ － a′ ＝ b′ ．由于相似变换的不完全确定性 ，可选

a ＝ c ＝ c′ ＝ １桙２ ，得

X ＝ １
２

１ ０ － １ ０

０ １ ０ １

０ － １ ０ １

１ ０ １ ０

．

12 ．　 找使下面三矩阵同时对角化的公共相似变换矩阵 X ，

０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 ０ 　 ０

０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 ０

０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 １

１ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０

０ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０

０ 　 ０ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０

，　 　

０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 ０ 　 ０

０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 １

０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 ０

１ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０

０ 　 ０ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０

０ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０ 　 ０

，　 　

０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 １ 　 １

０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 １ 　 １

０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 １ 　 １

１ 　 １ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０

１ 　 １ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０

１ 　 １ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０

解 　 前两个矩阵都是方块矩阵 ，除了行列排列的区别外 ，它们都是三个 σ１ 矩阵的

直和 ，第一个矩阵中 ，子矩阵涉及的行列是（１ ，４） ，（２ ，５）和（３ ，６） ，而对第二个矩阵
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则为（１ ，４） ，（２ ，６）和（３ ，５） ．因此 ，两矩阵各有三个本征值为 １ ，三个本征值为 － １ ．
两个矩阵的本征矢量分别为

a

b

c

a

b

c

　 １

，　 　

a′

b′

c′

－ a′

－ b′

－ c′

　 － １

，　 　

d

e

f

d

f

e

　 １

，　 　

d′

e′

f′

－ d′

－ f′

－ e′

　 － １

．

第三个矩阵的本征方程为

０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 １ 　 １

０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 １ 　 １

０ 　 ０ 　 ０ 　 １ 　 １ 　 １

１ 　 １ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０

１ 　 １ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０

１ 　 １ 　 １ 　 ０ 　 ０ 　 ０

p

q

r

s

t

u

＝

s ＋ t ＋ u

s ＋ t ＋ u

s ＋ t ＋ u

p ＋ q ＋ r

p ＋ q ＋ r

p ＋ q ＋ r

＝ λ

p

q

r

s

t

u

．

除了本征值为零的情况外 ，前三个分量必须相等 ，后三个分量也必须相等 ，因此本

征值是 ± ３ ．相应的本征矢量是

＋ ３ ∶ １
６

１

１

１

１

１

１

，　 　 　 － ３ ∶ １
６

１

１

１

－ １

－ １

－ １

．

这两个矢量也是前两个矩阵的本征矢量 ，本征值为 １ 和 － １ ．在余下的子空间中 ，第
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三个矩阵的本征值都是零 ，而前两个矩阵的本征值分别是 ± １ ．适当排列后 ，得相似

变换矩阵为

１
２ ３

２ ２ ２ ０ ０ ２

２ ２ － １ ３ － ３ － １

２ ２ － １ － ３ ３ － １

２ － ２ ２ ０ ０ － ２

２ － ２ － １ ３ ３ １

２ － ２ － １ － ３ － ３ １

，

经过此相似变换 ，三个矩阵都变成对角矩阵 ，列举如下 ：

diag｛１ ， － １ ，１ ，１ ，－ １ ，－ １｝ ，

diag｛１ ， － １ ，１ ，－ １ ，１ ，－ １｝ ，

diag｛３ ， － ３ ，０ ，０ ，０ ，０｝ ．

13 ．　 写出 m 行 m 列既幺正又厄米矩阵的一般形式 ．
解 　 幺正矩阵和厄米矩阵都可以通过幺正的相似变换对角化 ，对角化后 ，幺正矩阵

对角元的模为 １ ，而厄米矩阵的对角元为实数 ．因此 ，既幺正又厄米的矩阵经过幺

正的相似变换对角化后 ，对角元只能取 ± １ ．适当排列后记作 Γ n ，它是对角矩阵 ，前

n 个对角元为 １ ，后 m － n 个对角元为 － １ ．因此既幺正又厄米的矩阵一般可表为

U Γn U － １ ，其中 U 矩阵是行列式为 １ 的幺正矩阵 ．

14 ．　 证明若 R 和 R 报 乘积可以对易 ，则 R 和 R报 可通过共同的幺正相似变换对角

化 ．进一步再证明矩阵 R 能通过幺正相似变换对角化的充要条件是 R 和 R报

乘积可以对易 ．
证 　 本题第一部分的证明 ，与证明幺正或厄米矩阵能通过幺正的相似变换对角化

的方法很类似 ．取 R 矩阵的任一本征值 λ１ 和相应归一化的本征矢量 S（ １ ）
· １ ，以 S（ １ ）

· １

为第一个列矩阵 ，找一组完备的正交归一的列矩阵 ，把它们排列起来构成幺正矩阵

S（ １ ） ．经过 S（ １ ） 相似变换 ，（ S （ １ ） ） － １ R报 （ S （ １ ） ）和（ S（ １ ） ） － １ RS （ １ ） 仍互为转置共轭矩阵 ，
且仍互相对易 ．因为
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（ S（ １ ） ）－ １ RS（ １ ） ＝

λ１ r２ … r m

０

 R（ １ ）

０

＝ （ S （ １ ） ）－ １ R报 S（ １ ） 报 ，

两矩阵的两种次序的乘积得到的第一行第一列矩阵元素应该相等

| λ１ | ２ ＝ | λ１ | ２ ＋ ∑
m

n ＝ ２
| r n | ２ ．

可见所有 r n 都等于零 ．余下的子矩阵 R（ １ ）
仍与（ R（ １ ） ）报

对易 ，可以重复前面的步

骤 ，通过一系列的幺正相似变换把 R 和 R 报
同时对角化 ．

反之 ，若 R 可以通过幺正相似变换 S 对角化 ，则 R报
也可以通过 S 相似变换

对角化 ，因对角矩阵互相对易 ，得出对角化前的矩阵 R 和 R报 也可对易 ．证完 ．

15 ．　 证明任何矩阵都可通过相似变换化为若尔当（Jordan）标准型的直和 ，若尔当

标准型是

Ra ， b ＝

λ ， 　 　 当 a ＝ b

０ 或 １ ，　 　 当 a ＋ １ ＝ b

０ ， 　 　 其他 ．

证 　 我们已经知道 ，对久期方程解得的每一个本征值 ，至少可以找到一个本征矢量

与它相对应 ，但当有重本征值出现时 ，不一定能找到与重数相同个数的线性无关的

本征矢量 ．若 R 矩阵存在 m 个线性无关的本征矢量 ，把它们作为列矩阵排列起

来 ，就得到能把 R 矩阵对角化的相似变换矩阵 ．现在我们需要研究的是当久期方

程存在重根 ，又找不到与重数相同个数的线性无关的本征矢量的情况 ．下面分三步

来证明 ．第一步证明 ，任何矩阵 R 都可通过相似变换化为上三角矩阵 ，矩阵的对角

元就是本征值 ，而且相同的本征值排在一起 ，第二步证明 ，可进一步通过相似变换 ，
把 R 矩阵化为方块矩阵 ，其中每一个子矩阵都只与一个确定的本征值相联系 ．换
言之 ，如果一个非对角元 ，它所在的行和列的对角元（本征值）不相同 ，则可通过相

似变换把它化为零 ．第三步证明 ，每一个与确定本征值相联系的子矩阵可通过相似

变换化为若尔当标准型 ．因此任何矩阵都可通过相似变换化成若干个若尔当型矩

阵的直和 ．
第一步 ，用数学归纳法来证明 ．对一维矩阵 ，此性质显然满足 ．现在假设此性质

对任意 n ≤ m － １ 维矩阵都成立 ，要证此性质对 m 维矩阵 R 也成立 ．设 R 矩阵有

d 个不同的本征值 λj ，重数分别为 nj ，
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