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前 　 　言

作者根据应用数学与计算数学专业硕士研究生以及工科博士生 “小波分析及
其应用” 课程的讲稿 ， 经过三年多时间的不断完善和修改完成了本书的编写
工作 ．

从数学的角度来看 ， 小波实际上是在特定空间内按照称之为小波的基函数
（通常具有鲜明的物理意义） 对数学表达式的展开与逼近 ． 作为一种快速高效 、
高精度的近似方法 ，小波理论构成调和分析领域中傅里叶分析的重要发展 ．与傅
里叶变换由三角基函数构成相比 ， 小波基函数大多为具有快速衰减 、 充分光滑 、
能量主要集中在一个局部区域的函数 ψ（ x）经过伸缩与平移得到的函数集合

１
｜ a｜

ψ x － b
a a ≠ ０ ，b

，其中 b起到平移的作用 ， 而 a 为伸缩因子 （ a 作为一

种尺度在变化时产生多分辨的特性） ． 因此 ， 从信号处理的角度来看 ， 作为一种
新的时频分析工具 ，小波克服了傅里叶分析方法表示信息时能够清晰地揭示出信
号的频率特征但不能反映时间域上的局部信息的缺陷 ， 而局部性质的描述无论是
在理论还是在实际应用方面都是十分重要的 ．当利用小波实施时频分析时 ，由于
同时具有时间和频率的局部特性以及多分辨分析特性 ， 使得对非平稳信号的处理
变得相对容易 ．

需要看到的是 ，经典的小波理论尽管在 ９０ 年代初期已经显得非常完善 ， 但
在实际应用中仍然存在许多缺陷 ．例如 ， 为了进一步提高小波的计算速度 、简化
小波实现难度以及克服常见小波基函数不能无损表示信息的弊端 ， Sweldens 在
１９９５年系统地提出通过矩阵的提升格式 （lifting scheme） 来研究完全重构滤波
器 ，从而建立了称之为第二代小波变换的框架体系 ．另外 ， 为了避免实系数小波
不具有平移不变性以及方向性能差等缺陷 ， Kingsbury等在 １９９９ 年对复数小波进
行研究并在图像去噪等方面获得成功应用 ．同时 ，为了克服经典小波分析二维或
者更高维奇异性达不到最优的缺陷 ， Candè s与 Donoho 等人在 １９９９ 年提出了脊
波 （ridgelet） 与曲波 （curvelet） 理论 ． 目前 ， 基于提升格式的小波 、 脊波或者
曲波也已经成功地应用于数学以及信息处理的各个领域 ．

作为研究生的教材 ， 除了需要介绍小波的基本理论与方法外 ， 同时介绍最新
理论与应用成果也显得十分必要 ．正是在此背景下 ，作者编写了本书 ，并花费大
量的笔墨对小波理论的最新发展以及各种应用进行了力所能及的描述 ．本书中许
多内容是尚未见诸其他专著的 ， 例如 ， Kingsbury 关于复数小波方面的工作 ，



Candè s与 Dohono关于脊波与曲波方面的工作 ， 作者关于多带小波构造 、 整数小
波与离散变换设计及其在图像压缩与数字水印中的应用 ，以及基于小波与多重网
格方法求解病态方程组方面的工作等 ．

全书按照上下篇的方式编写 ，其中上篇为小波变换的基本理论与方法 ，而下
篇则集中在小波变换的应用 ．全书共 １２章 ，第 １章至第 ４ 章以及第 ６ 、第 ７章由
成礼智编写 ，第 ５章与第 ８ 章由成礼智和王红霞合作编写 ， 第 ９ 、 第 １１ 章以及
第 １２章由王红霞编写 ，第 １０ 章由罗永编写 ．具体内容安排如下 ：

基础篇

第 １章为傅里叶分析理论 ，讲述了傅里叶级数 、连续与离散傅里叶变换的理
论与算法 ．

第 ２章介绍与小波相关的数学基础知识 ，主要内容包括内积空间的基本概念
与性质 ．

第 ３章通过对 Haar函数系的特征进行全面而详尽分析 ， 希望使读者对小波
函数的多尺度 （多分辨） 特性有一个初步的了解 ．

第 ４章为多分辨分析理论 ，并在此基础上讨论了小波函数的构造 ，主要介绍
多分辨分析的概念及其信号分解和重构方法 ，基于 Daubechies方法的正交小波构
造和对称双正交小波构造 、有理化系数小波构造等 ．

第 ５章为多带与多小波的设计 ， 主要介绍正交滤波器组的设计 ， M 带正交
镜像滤波器组 （QMF） 的构造 ， 正交小波与对称双正交多带小波以及多小波的
构造方法 ．

第 ６章介绍基于提升格式的整数实现小波的设计及其在离散变换整数算法方
面的应用 ．

应用篇

第 ７章讨论小波变换在图像压缩中的应用 ． 主要内容包括 ：首先研究基于小
波变换的主要图像编码方法 （零树编码 — EZW 、 基于集合分层树结构编码 —
SPIHT 、 基于行的编码 — line based coding 、 嵌入式块最优截断编码 — EBCOT） ，
在此基础上针对图像以及小波分解的特征 ，研究基于小波与离散变换的快速 、 高
精度的整数实现压缩算法 ．

第 ８章讨论小波在信号的瞬态特征检测中的应用 ， 并讨论实小波 、复数小波
理论及其在去噪与图像增强中的应用 ，作为比较 ，本章还简单介绍了几种经典的
图像恢复 （去噪） 方法以及相关结果 ．

第 ９章介绍脊波变换的概念 、性质及其在图像恢复 （去噪） 以及图像增强中
的应用 ．

第 １０章讨论小波变换在数字水印中的应用 ．
第 １１章研究基于小波的偏微分方程数值解法 ．

　 · ii · 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　前 　言 　



第 １２章介绍基于小波与多重网格方法的病态 Toeplitz系统求解方法 ．
迄今为止 ，小波分析的研究专著大致可以分为应用数学类与工程类两种 ， 如

何做到小波理论与应用的有机结合具有挑战性 ， 这不仅需要对小波理论具有较深
入的了解 ， 让人真正了解详细的应用过程 ，还必须大量从事应用性科研课题研究
才能做到 ． 最近 １０年来 ， 作者在从事小波分析和快速算法理论研究的过程中 ，
承担了多项相关的国家自然科学基金 、 国家 “８６３” 计划项目 、 国防 “八五” 、
“九五” 、 “十五” 预研等理论或应用性课题 ， 因此书中包含了作者许多理论与应
用性研究成果 ．但由于作者的能力以及涉及的领域有限 ，本书自然难免有不当之
处 ，尤其是谬误在所难免 ，作者真诚欢迎同仁们的批评与帮助 ．在写作该书的过
程中 ， 得到梁甸农 、王正明 、 吴翊以及罗建书四位教授的鼓励和帮助 ，在与钟广
军博士 、郭汉伟博士等关于小波应用的讨论中也受益匪浅 ． 另外 ， 硕士研究生张
增辉 、 张雄明 、蔡红萍 、 陈波 、张一 、舒传华 、 赵军海 、刘涛等为本书的编写提
供了大量有价值的材料 ， 同时他们还参加了主要程序的调试工作 ． 国防科学技术
大学研究生院对本书的出版提供了资助 ， 在此向他们一并表示谢意 ．

本书可以作为数学与信息科学相关专业的硕士研究生或博士研究生的教材或

参考书 ，也可供从事有关研究的科技和工程人员参考 ．

编著者
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上 　 　 篇

第 1章 　傅里叶分析简介

１畅１ 　引 　 　言

受热扩散方程数学模型的启发 ，著名科学家傅里叶在 １８０７年向法国国家科学
院提交的一篇报告中指出 ，任何周期函数都可以用一系列正弦波来表示 ．通过一个
半世纪的不断完善与发展 ，以傅里叶级数和傅里叶积分理论作为主要研究内容的
调和分析理论已经在数学 、物理学以及工程实践中得到广泛应用 ．本书将要重点介
绍的小波理论正是在人们充分研究了傅里叶分析方法的特点与局限性后建立起来

的 ，因此 ，结合本书的需要 ，本章介绍傅里叶分析的基本概念与基础理论 ．
首先 ，通过下面的例子说明傅里叶分析在实际问题中具有广泛的应用特性 ．
例 1畅1 　考虑下面的热传导方程

ut（ x ，t） ＝ ux x（ x ，t） ， ０ ＜ t ，０ ≤ x ≤ π

u（ x ，０） ＝ f（ x） ， ０ ≤ x ≤ π
u（０ ，t） ＝ A ， u（π ，t） ＝ B

（１畅１）

上述偏微分方程的解 u（ x ，t）表示长度为 π的导体在位置 x 、时间 t 时的温度 ．其
中 t ＝ ０ 时 x 处的初始温度为 f（ x） ，而导体在端点 x ＝ ０ ，x ＝ π 处的温度保持不
变 ，分别为 A 与 B ．为了便于求解 ，不妨假设 A ＝ B ＝ ０ ．

下面考虑利用变量分离法求解上述方程 ．假设解具有形式
u（ x ，t） ＝ Y（ x） V（ t）

其中函数 Y 与 V 分别为关于点 x 与时间 t 的函数 ，其定义域分别为 ０ ≤ t ，０ ≤
x ≤ π ．
将上述表达式代入到（１畅１）的第一式直接得到

Y（ x） V′（ t） ＝ Y″（ x） V（ t） 　 或者等价地 　 V′（ t）
V（ t） ＝ Y″（ x）

Y（ x） （１畅２）

（１畅２）式的第二式中的左右两端分别为 t 与 x 的函数 ．由于 t 与 x 相互独立 ，因此

存在常数 c 使得 V′（ t）V（ t） ＝ Y″（ x）Y（ x） ＝ c 成立 ．按照上述方程的第一个表达式得到

V（ t） ＝ de ct对于某个常数 d成立 ．考虑到 V（ t）的物理特性 ，常数 c不可能为正数



（否则 lim
t → ∞

V（ t） ＝ ＋ ∞ ） ，同时 c也不可能为 ０（否则 V（ t） ＝ d） ，因此存在正数 λ

使得 c ＝ － λ２ ，即 V（ t） ＝ de － λ２ t ．将之代入（１畅２）式得
Y″（ x） ＋ λ２ Y（ x） ＝ ０ ，　 ０ ≤ x ≤ π ，　 Y（０） ＝ ０ ，　 Y（π） ＝ ０ （１畅３）

解上述微分方程的边值问题得到

Y（ x） ＝ acos（ λx） ＋ bsin（ λx）
利用边值条件进行检验有 a ＝ Y（０） ＝ ０ 以及 Y（π） ＝ bsin（ λπ） ＝ ０ ．因此 λ必须为
正整数 ，设 λ ＝ k ，而对应的系数 b相应变为 bk ，即 Y k（ x） ＝ bksin（ kx）为方程（１畅３）

的解 ．注意到对于任意自然数 k ，Y k（ x）均满足方程（１畅３） ，结合 V（ t） ＝ de － λ２ t ，得
到

uk（ x ，t） ＝ bke－ k２ t sin（ kx）
为方程（１畅１）的一个解 ，而一般解通过特解的叠加得到

u（ x ，t） ＝ ∑
∞

k ＝ １
bke－ k２ tsin（ kx） （１畅４）

利用 f（ x） ＝ u（ x ，０）以及（１畅４）式有

f（ x） ＝ ∑
∞

k ＝ １
bksin（ kx） （１畅５）

称（１畅５）式为函数 f（ x）的傅里叶级数展开 ．而系数 bk 由函数 f（ x）确定 ，至于如何
确定将在下几节加以讨论 ．

例 1畅2 　基于傅里叶级数的信号分析方法 ．

考察正弦波函数 sin（ kt） ，显然 ，该函数周期为２π
k ，对应的频率为 k ，一般乐器

发出的声音以及电压等信号都可以通过具有不同频率的正弦波函数叠加来表示 ．
例如 ，形如 １００sin（ t） ＋ ３sin（２０ t） － ０畅５sin（１００ t）的信号在持续为 ２π 时间段内分
别振动次数为 １ ，２０以及 １００ ，其中 ，频率为 １ 的分量振幅最大 ，达到 １００（具有决定
性作用） ．一般情形下 ，信号 f（ t）可以用下面正弦波的无穷和形式来进行分解

f（ t） ～ a０ ＋ ∑
k
［ akcos（ kt） ＋ bksin（ kt）］ （１畅６）

按照（１畅６）式进行正弦波分解可以很方便的对信号实现压缩与去噪 ．事实上 ，由于
在实际应用中碰到的信号其频率均限制在某个特定的范围之内 ，因此存在自然数
N ，当｜ k｜ ＞ N 时满足 ak ＝ bk ＝ ０ ．这表明 ，如果对于接收到的实际信号实行正弦波
叠加分解时出现｜ k｜ ＞ N而（ ak ，bk） ≠ （０ ，０）的情况 ，说明接收信号过程中混入噪
声 ，因此直接设定 ak ＝ bk ＝ ０ 便达到去除高频噪声的目的 ．另外 ，利用 Riemann唱
Lebesgue引理 ，知道 lim

k → ∞
ak ＝ lim

k → ∞
bk ＝ ０ ．这表明 ，一般的实际信号（能量有限）中高频

成分随着频率 k变大时 ，其值变得越来越小 ，信号主要成分为少数系数（振幅）所
控制 ，因此 ，设定阈值 ε ，只要 ak ＜ ε ， bk ＜ ε ，则令 ak ＝ bk ＝ ０ ，可以在高保真的
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前提下达到信号压缩的目的 ．
上面两个例子说明了傅里叶级数的应用 ．但在上述例子中按照傅里叶级数进

行展开时还有一些问题没有得到解决 ．例如 ，（１畅５）式中系数 bk 如何确定 ，例 １畅１
中导体的长度不等于 π时如何求解 ，信号持续的时间段为一般的 l ，l ≤ ∞ 时如何
实现信号分解等 ，这些问题将在下面的几节中逐步加以解决 ．

１畅２ 　傅里叶级数初步

本节讨论函数的傅里叶级数展开问题 ，首先限制函数的定义区间为［ － π ，π］ ，
然后对一般的区间进行讨论 ．为此需要建立下面的基本结论 ．

引理 1畅1（三角基函数的正交性质） 　 由三角基函数组成的集合

… ，cos（２ x）
π

，cos（ x）
π

， １
２π

，sin（ x）
π

，sin（２ x）
π

，…

在区间［ － π ，π］上正交 ，即
１
π∫

π

－ π
cos（ nx）sin（ mx）d x ＝ ０ ，　 n ，m ∈ Z

１
π∫

π

－ π
cos（ mx）cos（ nx）d x ＝

１ ， n ＝ m ≥ １
２ ， n ＝ m ＝ ０
０ ， 其他

１
π∫

π

－ π
sin（ mx）sin（ nx）d x ＝

１ ， n ＝ m ≥ １
０ ， 其他

（１畅７）

　 　证明 　 引理的证明需要下面三角函数的积化和差公式

cos xcos y ＝ １
２ ［cos（ x ＋ y） ＋ cos（ x － y）］

sin xsin y ＝ １
２ ［cos（ x － y） － cos（ x ＋ y）］

sin xcos y ＝ １
２ ［sin（ x ＋ y） ＋ sin（ x － y）］

因此当 m ≠ n 时有

∫
π

－ π
cos（ mx）cos（ nx）d x ＝ １

２∫
π

－ π
［cos（ m ＋ n） x ＋ cos（ m － n） x］d x

＝ １
２
sin（ m ＋ n） x
m ＋ n ＋ sin（ m － n） x

m － n
π

－ π
＝ ０

而当 m ＝ n ≥ １时 ，有

∫
π

－ π
cos２（ nx）d x ＝∫

π

－ π

１
２ （１ ＋ cos２ nx）d x ＝ π

·３·１畅２ 　傅里叶级数初步



故（１畅７）式的第二个式子成立 ．至于其他两个表达式的证明 ，完全类似 ，为简便计
略去 ．

利用引理 １畅１ ，证明下述函数的傅里叶展开定理 ．
定理 1畅1 　设定义在区间［ － π ，π］上的函数 f（ x）的傅里叶级数展开为

f（ x） ＝ a０ ＋ ∑
＋ ∞

k ＝ １
［ akcos（ kx） ＋ bksin（ kx）］ （１畅８）

则其傅里叶系数满足

a０ ＝ １
２π∫

π

－ π
f（ x）d x （１畅９）

ak ＝ １
π∫

π

－ π
f（ x）cos（ kx）d x ，　 bk ＝ １

π∫
π

－ π
f（ x）sin（ kx）d x ，　 k ＝ １ ，２ ，３ ，…

（１畅１０）
　 　证明 　 为简单计 ，只计算系数 ak（ k ≠ ０） ．
在（１畅８）式中两边乘上 cos（ nx）实施积分运算并利用引理 １畅１得到

∫
π

－ π
f（ x）cos（ nx）d x ＝∫

π

－ π
a０ ＋ ∑

＋ ∞

k ＝ １
akcos（ kx） ＋ bksin（ kx） cos（ nx）d x

＝ an∫
π

－ π
cos（ nx）cos（ nx）d x

＝ anπ
因此（１畅１０）式的第一个式子成立 ，同理得到其他两个式子成立 ．

需要说明的是 ，对于定义在区间［ a ，a ＋ ２π］上的周期为 ２π 的函数 G（ x） ，可

以很容易地证明∫
a ＋ ２π

a
G（ x）d x ＝ ∫

π

－ π
G（ x）d x ．因此利用该式以及 （１畅９）式与

（１畅１０）式不难知道定义在任意长度为 ２π区间上的周期函数 ，其傅里叶级数展开与
（１畅８）式相同 ．

现在讨论定义区间为任意长度 l时函数的傅里叶级数展开问题 ．设函数 f（ x）
定义在区间［ a ，b］ ，l ＝ b － a上 ，为了利用区间［ － π ，π］上函数的傅里叶级数展开

性质 ，做线性变换 x ＝ l２π t ＋
a ＋ b
２ ，则当 t ∈ ［ － π ，π］时 ，x ∈ ［ a ，b］ ，此时构造函数

f（ x） ＝ f l
２π t ＋

a ＋ b
２ ＝ F（ t） ，则 F（ t）为定义在区间［ － π ，π］上周期为 ２π 的函

数 ，利用定理 １畅１ ，F（ t）存在下面的傅里叶级数展开

f（ x） ＝ F（ t） ＝ a０ ＋ ∑
＋ ∞

k ＝ １
［ akcos（ kt） ＋ bksin（ kt）］

其中

a０ ＝ １
２π∫

π

－ π
F（ t）d t ，　 ak ＝ １

π∫
π

－ π
F（ t）cos（ kt）d t
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bk ＝ １
π∫

π

－ π
F（ t）sin（ kt）d t ，k ＝ １ ，２ ，３ ，…

　 　由于 t ＝ ２π
l x －

a ＋ b
l π ，因此有

a０ ＝ １
２π∫

π

－ π
F（ t）d t ＝ １

l∫
b

a
f（ x）d x （１畅１１）

ak ＝ １
π∫

π

－ π
F（ t）cos（ kt）d t ＝ ２

l∫
b

a
f（ x）cos ２

l x － a ＋ b
l kπd x

bk ＝ １
π∫

π

－ π
F（ t）sin（ kt）d t ＝ ２

l∫
b

a
f（ x）sin ２

l x － a ＋ b
l kπd x

k ＝ １ ，２ ，３ ，…

（１畅１２）

以及

f（ x） ＝ a０ ＋ ∑
＋ ∞

k ＝ １
akcos ２

l x － a ＋ b
l kπ ＋ bksin ２

l x － a ＋ b
l kπ

（１畅１３）
　 　下面讨论傅里叶级数（１畅８）式以及（１畅１３）式的收敛性问题 ．主要讨论三种收敛
性 ，分别为逐点收敛 、一致收敛以及平均收敛 ．首先讨论逐点收敛的一个充分条件 ．

定理 1畅2 　 假设函数 f（ x）为每个点存在左 、右导函数且周期为 ２π 的分段连
续函数 ，则在点 x 处函数 f（ x）的傅里叶级数收敛到函数

f（ x ＋ ０） ＋ f（ x － ０）
２

（１畅１４）

　 　证明 　 首先假设函数 f（ x）在点 x 处连续且存在导数 ，其部分和为

SN（ x） ＝ a０ ＋ ∑
N

k ＝ １
［ akcos（ kx） ＋ bksin（ kx）］

利用（１畅９）式与（１畅１０）式可以将上式等价地表示为

SN（ x） ＝ １
π∫

π

－ π
f（ t） １

２ ＋ ∑
N

k ＝ １
（cos（ kt）cos（ kx） ＋ sin（ kt）sin（ kx）） d t

又由三角求和公式得到

１
２ ＋ ∑

N

k ＝ １
［cos（ kt）cos（ kx） ＋ sin（ kt）sin（ kx）］ ＝ １

２ ＋ ∑
N

k ＝ １
cos k（ t － x）

＝

sin N ＋ １
２ （ t － x）

２sin t － x２

， t ≠ x

N ＋ １
２ ， t ＝ x

因此
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SN（ x） ＝ １
２π∫

π

－ π
f（ t）

sin N ＋ １
２ （ t － x）

sin t － x２

d t ≡∫
π

－ π
f（ t） PN（ t － x）d t

（１畅１５）

其中 PN（ y） ＝
sin N ＋ １

２ y

２πsin y
２

称之为 Possion核 ，显然有

∫
π

－ π
PN（ y）d y ＝ １ （１畅１６）

由于 f（ x）以及 PN（ x）以 ２π为周期 ，因此推得

SN（ x） ＝∫
π

－ π
f（ t） PN（ t － x）d t ＝∫

π － x

－ π － x
f（ y ＋ x） PN（ y）d y

＝∫
π

－ π
f（ y ＋ x） PN（ y）d y

（１畅１７）

由（１畅１６）式与（１畅１７）式知道

f（ x） － SN（ x） ＝∫
π

－ π
［ f（ x） － f（ x ＋ y）］ PN（ y）d y

＝ １
２π∫

π

－ π

f（ x） － f（ x ＋ y）

sin y
２

sin N ＋ １
２ y d y

记 F（ y） ＝
f（ x） － f（ x ＋ y）

sin y
２

，由于 lim
y → ０
F（ y） ＝ － ２ f′（ x） ，这表明 F（ y）在区间

［ － π ，π］上连续 ，因此利用 Riemann唱Lebesgue引理得到

∫
π

－ π

f（ x） － f（ x ＋ y）

sin y
２

sin N ＋ １
２ y d y → ０ 　 （ N → ∞ ）

此即 lim
N → ∞
SN（ x） ＝ f（ x） ，这便证明了函数连续且导函数存在时傅里叶级数的收敛

性定理 ．
下面研究 x 为函数 f（ x）的第一类间断点且其左右导函数均存在时的收敛性

问题 ．

注意到函数 PN（ y） ＝
sin N ＋ １

２ y

２πsin y
２

为偶函数以及（１畅１６）式推得

∫
π

０
PN（ y）d y ＝∫

０

－ π
PN（ y）d y ＝ １

２ （１畅１８）
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为了证明定理 ，下面分别证明

∫
π

０
f（ y ＋ x） PN（ y）d y →

f（ x ＋ ０）
２

∫
０

－ π
f（ y ＋ x） PN（ y）d y →

f（ x － ０）
２

利用（１畅１８）式 ，上式等价于

∫
π

０
［ f（ y ＋ x） － f（ x ＋ ０）］ PN（ y）d y → ０

∫
０

－ π
［ f（ y ＋ x） － f（ x － ０）］ PN（ y）d y → ０

（１畅１９）

事实上 ，构造函数

F（ y） ＝
f（ x ＋ ０） － f（ x ＋ y）

sin y
２

则有lim
y → ０
F（ y） ＝ － ２ f′（ x ＋ ０） ，因此 ，利用 Riemann唱Lebesgue引理 ，（１畅１９）式的第一

个式子成立 ，同理可以证明其第二式也成立 ．
现在来讨论傅里叶级数部分和的一致收敛性问题 ．Sn （ x）一致收敛到函数

f（ x）是指收敛性和收敛速度与点 x 无关 ，即任给正数 ε ＞ ０ ，存在自然数 N ，当项
数 n ≥ N 时 ， Sn（ x） － f（ x） ＜ ε对于任意点 x ∈ ［ － π ，π］成立 ，而一致收敛不成
立则意味着存在某个正数 ε ＞ ０ ，对于任给的自然数 N ，都存在项数 n ≥ N 以及
xn ∈ ［ － π ，π］ ，使得 Sn（ xn） － f（ xn） ≥ ε成立 ．上面的讨论表明 ，一致收敛比逐点

收敛要求更加严格 ．１８８８年 ，Michelson首先发现了函数傅里叶级数逐点收敛但不
一致收敛的例子 ，１８８９ 年 Gibbs 对此作出了理论上的解释 ，因此现在将这一现象
称之为 Gibbs现象 ，见图 １唱１ ．下面通过一个具体例子说明 Gibbs现象 ，并给出理论
上的结果 ．

图 １唱１ 　函数傅里叶级数逼近时 Gibbs现象描述
例 1畅3 　考虑［ － π ，π］上的分段连续函数

f（ x） ＝
π － x ， ０ ≤ x ≤ π

－ π － x ， － π ≤ x ＜ ０
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上述函数在点 x ＝ ０ 处间断 ．下面讨论该函数的傅里叶级数在间断点的收敛性质 ．
解 　不难看出 ，函数 f（ x）为奇函数 ，因此其傅里叶展开式系数 ak ＝ ０ ，k ＝ １ ，

２ ，… ．并且满足

f（ x） ～ ２ ∑
＋ ∞

k ＝ １

sin（ kx）
k

因此函数与傅里叶级数部分和的残差为

εn（ x） ＝ ２ ∑
n

k ＝ １

sin（ kx）
k － （π － x）

注意到

ε′n（ x） ＝ ２ ∑
n

k ＝ １
cos（ kx） ＋ １ ＝

sin n ＋ １
２ x

sin x２
，　 εn（０） ＝ － π

因此又有

εn ２π
２ n ＋ １ ＝∫

２π
２ n ＋ １

０

sin n ＋ １
２ x

sin x２
d x － π

实施变量替换 y ＝ n ＋ １
２ x 并利用 lim

n → ∞

t
２ n ＋ １

sin t
２ n ＋ １

＝ １成立 ，有

lim
n → ∞

εn ２π
２ n ＋ １ ＝ ２ lim

n → ∞∫
π

０

sin y
y ·

y
２ n ＋ １

sin y
２ n ＋ １

d y － π

＝ ２∫
π

０

sin y
y d y － π ≈ ０畅５６２

上面的表达式说明分段函数的傅里叶级数不具有一致收敛性 ，其残差值 ０畅５６２ 大
约为函数 f（ x）在间断点 x ＝ ０ 处跳跃值 f（０ ＋ ０） － f（０ － ０） ＝ ２π 的 ９ ％ ，一般情
形下 ，可以建立下面的命题 ．

命题 1畅1 　设 f（ x）为周期 ２π的有界变差函数 ，则对于 f（ x）的第一类间断点
x０ ，当 f（ x０ ＋ ０） － f（ x０ － ０）为正（负）时 ，其傅里叶级数在趋近点 x０ ＋ ０ 与 x０ － ０

时将超过（或少于） f（ x０ ＋ ０）与少于（或超过） f（ x０ － ０） ，超过或者少于的程度约为

跳跃度 f（ x０ ＋ ０） － f（ x０ － ０） 的 ９ ％ ．
关于命题 １畅１ 的详细证明建议读者阅读更一般的调和分析教材或者参考书 ．
不难看出 ，例 １畅３ 很好地验证了命题 １畅１ 的正确性 ，而命题 １畅１ 说明对于具有

第一类间断点的函数 ，其傅里叶级数部分和点收敛而非一致收敛 ．下面讨论一致收
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敛条件 ，为此需要介绍分段光滑函数的概念 ．
如果函数每一个点均存在导函数且导函数分段连续 ，则称之为分段光滑函数 ，

而下面的定理则给出了一个函数傅里叶级数部分和一致收敛的充分条件 ．
定理 1畅3 　分段光滑且以 ２π为周期的函数 f（ x）其傅里叶级数部分和一致收

敛到函数 f（ x） ．
证明 　 上述定理的严格证明需要过长的篇幅 ，为简化证明过程此处将条件进

一步限制为函数 f（ x）在区间 x ∈ ［ － π ，π］上处处二阶连续可导 ，而 f（ x）与其二
阶导函数 f″（ x）的傅里叶级数分别假设为

f（ x） ＝ ∑
n
［ ancos（ nx） ＋ bn sin（ nx）］

f″（ x） ＝ ∑
n
［ cncos（ nx） ＋ dnsin（ nx）］

直接推导得到

cn ＝ － n２ an ，　 dn ＝ － n２ bn （１畅２０）

事实上 ，利用积分的变量替换有

an ＝ １
π∫

π

－ π
f（ x）cos（ nx）d x

＝ f（ x）sin（ nx）n
π

－ π
－ １

π∫
π

－ π
f′（ x） sin（ nx）n d x

＝ １
nπ f′（ x） cos（ nx）n

π

－ π
－∫

π

－ π
f″（ x） cos（ nx）n d x

＝ － １
n２ cn

同理可以证明（１畅２０）式的第二个式子成立 ．
由于假设函数 f（ x）的二阶导函数连续 ，因此存在常数 M ，使得 f″（ x） ≤ M

在 x ∈ ［ － π ，π］上成立 ，于是有

cn ＝ １
π ∫

π

－ π
f″（ x）cos（ nx）d x ≤ ２ M

类似地 dn ≤ ２ M 成立 ．于是函数 f（ x）的傅里叶级数部分和

SN（ x） ＝ a０ ＋ ∑
N

k ＝ １
［ akcos（ kx） ＋ bksin（ kx）］

与函数 f（ x）的差（余项）满足

f（ x） － SN（ x） ＝ ∑
∞

n ＝ N ＋ １
［ ancos（ nx） ＋ bn sin（ nx）］

≤ ∑
∞

n ＝ N ＋ １
（ an ＋ bn ） ＝ ∑

∞

n ＝ N ＋ １

cn ＋ dn
n２
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≤ ４ M ∑
∞

n ＝ N ＋ １

１
n２ （１畅２１）

注意到 ∑
∞

n ＝ １

１
n２ 收敛 ，（１畅２１）式表明函数 f（ x）的傅里叶级数部分和一致收敛到函

数 f（ x） ．
现在再来讨论函数的平均收敛性问题 ．
所谓函数序列｛ f n（ x）｝在函数空间 L２（［ － π ，π］）内平均收敛指的是存在函数

f（ x） ∈ L２（［ － π ，π］）使得

lim
n → ∞∫

π

－ π
fn（ x） － f（ x） ２d x ＝ ０ （１畅２２）

为了研究傅里叶级数的平均收敛性质 ，首先讨论傅里叶基函数的一个投影性质 ．
引理 1畅2 　 设 f（ x） ∈ L２ （［ － π ，π］） ，PN ＝ span｛１ ，cos（ nx） ，sin（ nx） ，１ ≤ n ≤

N｝为三角基函数张成的空间 ，则函数 f（ x）的傅里叶级数部分和

SN（ x） ＝ a０ ＋ ∑
N

k ＝ １
［ akcos（ kx） ＋ bksin（ kx）］

在 L２ 范数的意义下构成 f（ x）在空间 PN 内的最优逼近 ，即
f － SN L ２ ＝ min

p ∈ PN
f － p L２ （１畅２３）

　 　证明 　 设三角多项式 p ∈ PN ，且 p（ x） ＝ c０ ＋ ∑
N

k ＝ １
［ ckcos（ kx） ＋ dksin（ kx）］ ，

于是

‖ f － p ‖ ２
L２（［ － π ，π］） ＝∫

π

－ π
f（ x） － c０ ＋ ∑

N

k ＝ １
（ ckcos（ kx） ＋ dksin（ kx）） ２d x

＝∫
π

－ π
f（ x） ２d x － ２ c０∫

π

－ π
f（ x）d x

－ ２ ∑
N

k ＝ １
（ ck∫

π

－ π
f（ x）cos（ kx）d x ＋ dk∫

π

－ π
f（ x）sin（ kx）d x）

＋ ∑
k ，n ≥ ０

ckcn∫
π

－ π
cos（ kx）cos（ nx）d x ＋ ckdn∫

π

－ π
cos（ kx）sin（ nx）d x

＋ ∑
k ，n ≥ １

dkdn∫
π

－ π
sin（ kx）sin（ nx）d x）

＝∫
π

－ π
f（ x） ２ d x － ４π c０ a０ － ２π ∑

N

k ＝ １
ckak

－ ２π ∑
N

k ＝ １
dkbk ＋ ２π c２０ ＋ π ∑

N

k ＝ １
（ c２k ＋ d２k） （１畅２４）

上式的建立利用了三角基函数的正交特性 ．
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为了求出函数 f（ x）在空间 PN 内的最优逼近 ，在（１畅２４）式中将 ck ，０ ≤ k ≤
N － １ ，dk ，１ ≤ k ≤ N － １ 看成变量 ，于是

F（ c０ ，c１ ，… ，cN － １ ，d１ ，… ，dN － １） ＝ f － p ２
L ２（［ － π ，π］）

构成一个包含 ２ N － １ 个变量的二次函数 ，其极小值可以通过设置偏导数为零得
到 ，即设

抄 F（ c０ ，c１ ，… ，cN － １ ，d１ ，… ，dN － １）
抄 ck ＝ ０ ，k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，N － １

抄 F（ c０ ，c１ ，… ，cN － １ ，d１ ，… ，dN － １）
抄 dk ＝ ０ ，k ＝ １ ，２ ，… ，N － １

（１畅２５）

展开（１畅２５）式得到一个包含 ２ N － １ 个变量的线性方程组 ，解此得到 ck ＝ ak ，k ＝
０ ，１ ，２ ，… ，N － １ ；dk ＝ bk ，k ＝ １ ，２ ，… ，N － １ ，即

f － SN L ２ ＝ min
p ∈ PN

f － p L２

成立 ．这表明引理结论成立 ．
下面引入函数傅里叶级数部分和平均收敛的一个定理 ．
定理 1畅4 　 当函数 f（ x） ∈ L２［ － π ，π］时 ，其傅里叶级数部分和平均收敛到函

数 f（ x） ，即

lim
n → ∞

Sn（ x） － f（ x） L ２［ － π ，π］ ＝ ０ （１畅２６）

　 　证明 　 利用泛函分析的基本知识 ，对于 f（ x） ∈ L２［ － π ，π］ ，存在光滑且以 ２π
为周期的函数序列｛ fn（ x）｝满足 lim

n → ∞
f － fn L２［ － π ，π］ ＝ ０ ．即 ，任给 ε ＞ ０ ，存在自然

数 M ，当 n ≥ M 时 ，有 f － f n L ２［ － π ，π］ ＜ ε ．另一方面 ，对于函数 fM （ x） ，设其傅里
叶级数部分和为 Sn（ x） ，则利用函数 fM（ x）的光滑特性知道 Sn（ x）一致收敛到函
数 fM （ x ） ，此 即 对 于 任 意 的 ε ＞ ０ ，存 在 自 然 数 N ，当 n ≥ N 时
Sn（ x） － fM（ x） ＜ ε在［ － π ，π］上一致成立 ．
于是

Sn（ x） － fM（ x）
２

L２［ － π ，π］ ＝∫
π

－ π
（ Sn（ x） － fM（ x））２d x ＜ ２ πε２

即

Sn（ x） － fM（ x） L２［ － π ，π］ ＜ ２ πε

因此当 n ＞ N 时 ，
Sn（ x） － f（ x） L２［ － π ，π］ ≤ Sn（ x） － fM（ x） L２［唱π ，π］ ＋ fM（ x） － f（ x） L２［ 唱π ，π］

＜ （１ ＋ ２π） ε
定理证毕 ．

在应用科学中 ，人们常将定义在集合 E 上信号 f （ x）的能量定义为 f ＝
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∫E f（ x） ２d x
１
２
．下面的 Parseval方程说明信号的能量可以通过其傅里叶系数

来衡量 ，并且有下面的定理 ．
定理 1畅5 　对于 f（ x） ∈ L２（［ － π ，π］） ，假设实数与复数形式的傅里叶级数分

别为

f（ x） ～ a０ ＋ ∑
∞

k ＝ １
［ akcos（ kx） ＋ bksin（ kx）］ （１畅２７）

与

f（ x） ～ ∑
∞

k ＝ － ∞
αkei kx ，　 　 i ＝ － １ （１畅２８）

则对应于（１畅２７）式与（１畅２８）式分别有
１
２π∫

π

－ π
f（ x） ２d x ＝ a０ ２ ＋ １

２ ∑
∞

k ＝ １

ak ２ ＋ bk ２ （１畅２９）

与

１
２π∫

π

－ π
f（ x） ２d x ＝ ∑

∞

k ＝ － ∞

αk
２ （１畅３０）

更进一步地 ，如果 g（ x） ∈ L２（［ － π ，π］）以及 g（ x） ～ ∑
∞

k ＝ － ∞
βkei kx ，则（１畅３０）式变为

１
２π枙 f ，g枛 ＝ １

２π∫
π

－ π
f（ x） g（ x）d x ＝ ∑

∞

k ＝ － ∞
αk βk （１畅３１）

　 　证明 　 为简便记只证明（１畅３１）式成立 ，其他两个表达式的证明是类似的 ．
将函数 f（ x）与 g（ x）的傅里叶级数部分和分别表示为

Sn（ x） ＝ ∑
n

k ＝ － n
αkei kx 　 与 　 Gn（ x） ＝ ∑

n

k ＝ － n
βkei k x

利用三角基函数的正交性有枙ei nx ，ei m x枛 ＝ ２π δn ，m ，因此

枙 Sn（ x） ，Gn（ x）枛 ＝ ∑
n

k ＝ － n
∑
n

m ＝ － n
αk βm枙ei k x ，ei m x枛

＝ ２π ∑
n

k ＝ － n
αk βk

另一方面 ，
枙 f ，g枛 － 枙 Sn ，Gn枛 ＝ 枙 f － Sn ，g枛 ＋ 枙 Sn ，g － Gn枛

≤ f － Sn g ＋ Sn g － Gn
利用上面的不等式以及定理 １畅４ ，在 L２ （［ － π ，π］）的意义下 ，Sn （ x） → f （ x） ，
Gn（ x） → g（ x）（ n → ∞ ） ，因此（１畅３１）式成立 ．

特别地 ，如果将（１畅３０）式的傅里叶级数和进行有限截断 ，则得到下面的 Bessel
不等式 ：
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１
２π∫

π

－ π
f（ x） ２d x ≥ ∑

n

k ＝ － n
αk

２ （１畅３２）

　 　现在通过一个数列级数 ∑
∞

k ＝ １

１
k２ 的求和计算来说明 Parseval等式的应用 ．

事实上 ，构造函数 f（ x） ＝ x ，x ∈ ［ － π ，π］ ，该函数为奇函数 ，其傅里叶级数的

系数满足 ak ＝ ０ ，bk ＝ ２（ － １） k ＋ １

k ，k ＝ １ ，２ ，… ，于是利用（１畅３０）式有

π２

３ ＝ １
２π∫

π

－ π
x２d x ＝ １

２ ∑
∞

k ＝ １

４
k２

即

∑
∞

k ＝ １

１
k２ ＝ π２

６

　 　作为本节的结束 ，下面介绍一个非负三角函数开平方的定理 ，该定理在正交小
波的构造中具有重要作用 ．

定理 1畅6 （Riesz引理） 　 设 an ∈ R ，A（ ω） ＝ ∑
N

n ＝ ０
ancos nω 是一个非负三角多

项式 ，则存在 N 阶三角多项式 B（ ω） ＝ ∑
N

n ＝ ０
bncos nω ， bn ∈ R 使得 B（ ω） ２ ＝

A（ ω） ．
证明 　 整个证明是构造性的 ．
将多项式 A（ ω）重新表示为

A（ ω） ＝ a０ ＋ １
２ ∑

N

n ＝ １
an（ei nω ＋ e－ i nω）

＝ e－ i N ω １
２ ∑

N － １

n ＝ ０
aN － nei nω ＋ a０ei N ω ＋ １

２ ∑
N

n ＝ １
anei（ N ＋ n） ω

引进复变量 z ＝ ei ω的多项式
PA（ z） ＝ １

２ ∑
N － １

n ＝ ０
aN － n z

n ＋ a０ z
N
＋ １

２ ∑
N

n ＝ １
an z

N ＋ n

PA（ z）存在 ２ N 个零点 ．下面说明 ，如果 z０ 是 PA （ z）的零点 ，则 z － １
０ ， －z０ ， －z － １

０ 都

是 PA（ z）的零点 ．
事实上 ，由于 an ∈ R ，因此 －P A （ z） ＝ PA （ －z ） ，故 z０ ， －z ０ 同时为 PA （ z）的零

点 ．此外 ，在单位圆｛｜ z｜ ＝ １｝上 ，A（ ω） ＝ A（ － ω） ，PA（ei ω） ＝ ei N ω A（ ω）故有

e２ i N ωPA（e－ i ω） ＝ ei N ω A（ － ω） ＝ ei N ω A（ ω） ＝ PA（ei ω） ，

这说明两个多项式 z２ N PA （ z － １ ）与 PA （ z）在单位圆上一致 ，故处处相等 ．因此 ，

PA（ z） ＝ ０等价于 PA（ z － １） ＝ ０ ．但是 ，aN ≠ ０ ，因此 z ＝ ０不是多项式 PA（ z） ＝ ０ 的
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根 ，而 z － １
０ ， －z ０ ， －z － １

０ 都是 PA（ z）的零点 ．于是

PA（ z） ＝ １
２ aN ∏k ［（ z － rk）（ z － r

－ １
k ）］

· ∏
j
［（ z － z j）（ z － －z － １

j ）（ z － －z j）（ z － z
－ １
j ）］

由于在单位圆上 ，即 z ＝ ei ω ，有 （ei ω － z０）（ei ω － －z － １
０ ） ＝ z０ － １ ei ω － z０ ２ ．因此

A（ ω） ＝ A（ ω） ＝ PA（ei ω） ＝ １
２
aN

１
２

∏
k
rk － １

２ ∏
j
z j － １

２

· ∏
k
（ei ω － rk） ∏

j
（ei ω － z j）（ei ω － －z j）

２
＝ B（ ω） ２

其中

B（ ω） ＝ １
２
aN

１
２

∏
k
rk － １

２ ∏
j
z j － １

· ∏
k
（ei ω － rk） ∏

j
（ei ω － z j）（ei ω － －z j）

是实系数且形如 ∑
N

n ＝ ０
bnei nω 的多项式 ．

１畅３ 　连续傅里叶变换

上一节中讨论的函数傅里叶级数都是在具有有限周期（尤其是周期为 ２π）的
情形下展开的 ．但是 ，无论在理论还是在实践中 ，对非周期函数性质的讨论都是必
要的 ，因此本节将研究非周期函数的傅里叶级数的性质 ，为此首先将函数 f（ x）的
周期设为有限数 ２ l ，并将区间限制在［ － l ，l］上对傅里叶级数进行讨论 ．

1畅3畅1 　连续傅里叶变换的概念与基本性质

对于区间［ － l ，l］上的函数 f（ x） ，其复数形式的傅里叶级数展开为

f（ x） ～ ∑
＋ ∞

k ＝ － ∞
αke

i kπ x
l ，　 αk ＝ １

２ l∫
l

－ l
f（ y）e

－ i kπ y
l d y

将上面两个式子合并为

f（ x） ＝ ∑
＋ ∞

k ＝ － ∞

１
２ l∫

l

－ l
f（ y）e

i kπ（ x－ y）
l d y （ １畅３３）

对于定义在实轴上的非周期函数 ，可以看作为 l → ∞后的结果 ，即

f（ x） ＝ lim
l → ∞ ∑

＋ ∞

k ＝ － ∞

１
２ l∫

l

－ l
f（ y）e

i kπ（ x－ y）
l d y

定义 yk ＝ kπl ，Δ yk ＝ Δ ＝ yk ＋ １ － yk ＝ π
l 以及 Fl（ y） ＝ １

２π∫
l

－ l
f（ z）ei y（ x － z）d z ，则
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上式变为

f（ x） ＝ lim
l → ∞ ∑

＋ ∞

k ＝ － ∞
Fl（ yk）Δ yk （１畅３４）

注意到当 l → ∞ 时 ，（１畅３４）式中求和公式的极限（如果存在的话）为∫
∞

－ ∞
Fl（ y）d y ，

再对该积分实施极限与积分的换序并利用（１畅３４）式得到下面的表达式

f（ x） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞∫
＋ ∞

－ ∞
f（ y）ei ω（ x － y）d ωd y

＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞

１
２π∫

＋ ∞

－ ∞
f（ y）e－ i yωd y ei ω x）d ω

（１畅３５）

在（１畅３５）式中 ，令

f^ （ ω） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
f（ y）e－ i yωd y （１畅３６）

上式称之为函数 f（ x）的傅里叶变换 ，同时利用（１畅３５）式还有

f（ x） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
f^ （ ω）ei ω xd ω （１畅３７）

即函数 f（ x）也可以通过其傅里叶变换得到 ，因此也将（１畅３７）式称之为傅里叶反
演公式 ．

通过前面的简单讨论初步建立了当函数具有无限周期时 ，其傅里叶级数展开
可以通过有限周期函数的傅里叶级数展开并取极限得到的结论 ，此时的表达式不
再为傅里叶级数的形式而变成形如（１畅３６）与（１畅３７）式的积分形式 ，并由此得到傅
里叶变换与傅里叶变换反演的概念和公式 ．但是需要指出的是 ，前面的推导过程是

缺乏严谨性的 ．例如 ，推导过程中要求 f（ x） ＝ lim
l → ∞ ∑

＋ ∞

k ＝ － ∞
Fl（ yk）Δ yk存在积分与极限

顺序可以交换 ，即

lim
l → ∞∫

＋ ∞

－ ∞
Fl（ y）d y ＝∫

＋ ∞

－ ∞
lim
l → ∞
Fl（ y）d y

而上述两项要求对于一般的可积函数而言并不成立 ，因此当上述条件不满足时傅
里叶变换或者其反演都将失去意义 ，有必要对上述推导过程成立的前提进行详细
讨论 ．

定理 1畅7 　 设 f（ x）为 L１ 可积 （即∫
＋ ∞

－ ∞
f（ x） d x ＜ ∞ ）的分段光滑函数 ，则

其傅里叶变换

f^ （ ω） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
f（ y）e－ i yωd y （１畅３８）

有意义 ，并且函数 f（ x）可以通过其傅里叶反演表示
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f（ x） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
f^ （ ω）ei ω xd ω （１畅３９）

　 　证明 　 傅里叶变换（１畅３８）式有意义是显而易见的 ，因此只需要证明（１畅３９）成
立即可 ，结合考虑（１畅３８）式与（１畅３９）式 ，等价于证明

f（ x） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞∫
＋ ∞

－ ∞
f（ y）ei（ y － x） ωd yd ω

＝ １
２π limn → ∞∫

＋ ∞

－ ∞∫
n

－ n
f（ y）［cos（ y － x） ω ＋ isin（ y － x） ω］d yd ω

＝ １
２π limn → ∞∫

＋ ∞

－ ∞
f（ y）∫

n

－ n
［cos（ y － x） ω ＋ isin（ y － x） ω］d ωd y

＝ １
π limn → ∞∫

＋ ∞

－ ∞

sin n（ y － x）
y － x f（ y）d y （１畅４０）

＝ １
π limn → ∞∫

＋ ∞

－ ∞

sin nz
z f（ x ＋ z）d z

注意到对于任意 n ≠ ０ ，∫
＋ ∞

－ ∞

sin（ nz）
z d z ＝ π ，因此

f（ x） － １
π∫

＋ ∞

－ ∞

sin（ nz）
z f（ x ＋ z）d z ＝ １

π∫
＋ ∞

－ ∞

sin（ nz）
z （ f（ x） － f（ x ＋ z））d z

对于固定的点 x ，构造函数

F（ z） ＝
f（ x） － f（ x ＋ z）

z ， z ≠ ０

－ f′（０） ， z ＝ ０
则函数 F（ z）为实轴上定义的连续函数 ，因此利用 Riemann唱Lebesgue引理有

lim
n → ∞∫

＋ ∞

－ ∞
F（ z）sin（ nz）d z ＝ ０

这表明（１畅４０）式成立 ．
为了与其他书籍中傅里叶变换的表示一致 ，函数 f 的傅里叶变换记为

f^ （ ω） ≡ F ［ f］（ ω） ，下面根据连续傅里叶变换的定义与记号研究它的一些重要性
质 ．

定理 1畅8 　设函数 f 与 g均为定义在实轴上的可积函数 ，则下面的结论成立 ：
（１）（傅里叶变换的线性特性） 　对于任意常数 c ，有

F ［ f ＋ g］ ＝ F ［ f］ ＋ F ［ g］ ，F ［ cf］ ＝ cF ［ f］
F － １［ f ＋ g］ ＝ F － １［ f］ ＋ F － １［ g］ ，F － １［ cf］ ＝ cF － １［ f］

　 　 （２）（傅里叶变换的频率求导）

F ［ xn f（ x）］（ ω） ＝ i n d nd ωn｛F ［ f］（ ω）｝
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　 　 （３）（傅里叶变换的时域求导） 　如果还有 f（ x） ＝ ０对于充分大的｜ x｜成立 ，则
F ［ f（ n）］（ ω） ＝ （i ω） nF ［ f］（ ω）

　 　 （４）（傅里叶变换的平移特性） 　对于常数 b ，

F ［ f（ x － b）］ ＝ e－ i bω f^ （ ω）
　 　 （５）（傅里叶变换的调制特性） 　对于任意常数 ζ ，

F ［ei ζx f（ x）］（ ω） ＝ f^ （ ω － ζ）
　 　 （６）（傅里叶变换的伸缩特性） 　对于任意非零常数 a ，

F f xa （ ω） ＝ | a | f^ （ aω）

　 　 （７）（傅里叶变换的逆特性）
F ２［ f］（ ω） ＝ f（ － ω） ，因此有 F ４ ＝ I ，这说明 F － １ ＝ F ３ ．

　 　 （８）（傅里叶变换与 Laplace变换之间的关系） 　 如果函数 f（ x） ＝ ０ ，x ＜ ０ ，则

F ［ f］（ ω） ＝ １
２π
L［ f］（i ω）

其中L［ f］表示函数 f 的 Laplace变换 ，定义为

L［ f］（ ω） ＝∫
∞

０
f（ x）e－ ω xd x

　 　证明 　 这里仅证明性质（４） ～ （６） ，其他性质的证明作为练习 ．为了证明（４）与

（６） ，需要计算 F f x － ba （ ω）的值 ，由于

f^ x － b
a （ ω） ＝ １

２π∫
＋ ∞

－ ∞
f x － b

a e－ i xωd x

＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
f（ t）e－ i（ at ＋ b） ω a d t

＝ | a | e
－ i bω

２π ∫
＋ ∞

－ ∞
f（ t）e－ i（ aω） td t

＝ | a | e－ i bω f^ （ aω）
上式中分别取（ a ，b） ＝ （１ ，b） ，（ a ，０）得到（４）与（６）成立 ．另外 ，

F ［ei ζx f（ x）］（ ω） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
f（ x）ei ζxe－ i x ωd x

＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
f（ x）e－ i x（ ω － ζ）d x

＝ f^ （ ω － ζ）
上式表明（５）的结论也成立 ．

·７１·１畅３ 　连续傅里叶变换



对于信号处理来说 ，傅里叶变换最重要的性质之一便是其卷积特性 ，下面对此
进行讨论 ．

设函数 f 与 g均为定义在实轴上的平方可积函数 ，则函数 f 与 g的卷积 f 倡 g
定义为下列积分运算 ：

（ f 倡 g）（ x） ＝∫
＋ ∞

－ ∞
f（ t） g（ x － t）d t （１畅４１）

或者等价定义为

（ f 倡 g）（ x） ＝∫
＋ ∞

－ ∞
f（ x － t） g（ t）d t （１畅４２）

　 　定理 1畅9 （傅里叶变换的卷积性质） 　假设 f 与 g均为定义在实轴上的平方可
积函数 ，则

F （ f 倡 g） ＝ ２π f^ · g^ （１畅４３）
以及

F － １（ f^ · g^） ＝ １
２π
f 倡 g （１畅４４）

　 　 证明 　 由于（１畅４３）式与 （１畅４４）式的证明方法完全相同 ，因此下面仅给出
（１畅４３）式的证明 ．

F （ f 倡 g）（ ω） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
（ f 倡 g）（ x）e－ i xωd x

＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞∫
＋ ∞

－ ∞
f（ x － y） g（ y）e－ i x ωd yd x

实行变量替换 ：x － y ＝ t ，y ＝ y ，则上面的两重积分变为
１
２π∫

＋ ∞

－ ∞∫
＋ ∞

－ ∞
f（ x － y） g（ y）e－ i x ωd yd x

＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞∫
＋ ∞

－ ∞
f（ t） g（ y）e－ i（ y ＋ t） ωd td y

＝ ２π
１
２π∫

＋ ∞

－ ∞
f（ t）e－ i tωd t １

２π∫
＋ ∞

－ ∞
g（ y）e－ i yωd y

＝ ２π f^ （ ω） g^（ ω）
现在讨论傅里叶变换的保持能量特性 ．利用反演公式

g（ x） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
g^（ ω）ei ω xd ω

得到

枙F ［ f］ ，F ［ g］枛 L ２ ＝∫
＋ ∞

－ ∞
f^ （ x） g^（ x）d x
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＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞∫
＋ ∞

－ ∞
f（ t）e－ i t xd t g^（ x）d x

＝∫
＋ ∞

－ ∞
f（ t） １

２π∫
＋ ∞

－ ∞
g^（ x）ei t xd x d t

＝∫
＋ ∞

－ ∞
f（ t） －g （ t）d t

＝ 枙 f ，g枛 L ２

上述公式可以总结成下面的定理 ．
定理 1畅10 　假设 f 与 g均为定义在实轴上的平方可积函数 ，则

枙F ［ f］ ，F ［ g］枛 L ２ ＝ 枙 f ，g枛 L ２ （１畅４５）

枙F － １［ f］ ，F － １［ g］枛 L ２ ＝ 枙 f ，g枛 L２ （１畅４６）

特别地 ，如下的 Plancherel等式成立
‖ F ［ f］ ‖ L ２ ＝ ‖ f ‖ L ２ （１畅４７）

　 　公式（１畅４７）表明 ，对于能量有限的信号 ，经过傅里叶变换之后其能量将保持不
变 ．需要指出的是 ，傅里叶变换的定义以及反演存在的条件都是在 L１ （R）上讨论
的（见定理 １畅７） ，而内积性质的讨论则限制在空间 L２ （R）上 ，由于 L１ （R） ≠
L２（R） ，因此当函数 f ∈ L２（R）但 f ∈ L１（R）时 ，则函数 f 的傅里叶变换及其逆变
换不能通过（１畅３８）式与（１畅３９）式来定义 ．例如 ，区间［ － １ ，１］上的特征函数 f（ x）

＝ χ［ － １ ，１）的傅里叶变换存在并且为 f^ （ ω） ＝ ２sin ω
ω ，显然 ， f^ ∈ L２ （R）而 f^ ∈

L１（R） ，即其傅里叶逆变换不能通过（１畅３９）式得到 ，但是另一方面 ，能量有限信号
f ∈ L２（R）具有非常广泛的应用 ，因此有必要将傅里叶变换推广到能量有限空间
L２（R） ．具体做法是利用 L１（R） ∩ L２（R）在 L２（R）内稠密的性质 ，通过空间 L１（R）
∩ L２（R）中函数的傅里叶变换的极限来定义 f ∈ L２ （R）的傅里叶变换 ．具体过程
描述如下 ．

设｛ f n｝ ∈ L１ （R） ∩ L２ （R） ，并且 lim
n → ∞

‖ fn － f ‖ L２（R） ＝ ０ ．由于 ｛ f n ｝为空间

L２（R）内的收敛序列 ．因此它构成一个完备序列 ，对于充分大的自然数 N ，当 n ，m

≥ N 时 ，范数 ‖ f n － fm ‖ L ２（R）任意小 ．另外 ，由于｛ f n｝ ∈ L１（R） ∩ L２（R） ， f^n ， f^m 存

在 ，因此利用 Plancherel等式 ‖ f n － fm ‖ ＝ ‖ f^ n － f^ m ‖ 知道｛ f^ n｝也构成一个完

备序列 ，因此存在一个函数 f^ ∈ L２ （R）使得 lim
n → ∞

‖ f^ n － f^ ‖ ＝ ０ ，于是可以利用

f^ ∈ L２（R）作为函数 f ∈ L２（R）的傅里叶变换 ．按照上述方法 ，可以定义所有能量
有限信号的傅里叶变换 ．

下面给出傅里叶变换计算中的一些常见例子 ，这些例子可以用来简要说明傅
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里叶变换的重要性质 ．
区间［ － T ，T］上的特征函数 f（ x） ＝ χ［ － T ，T）（ x） ，其傅里叶变换为

f^ （ ω） ＝ １
２π∫

T

－ T
e－ i x ωd x ＝ ２sin（ Tω）

π ω

　 　高斯函数 f（ x） ＝ e － x２是一个具有无穷次可微的快速衰减函数 ，直接验证该函

数的傅里叶变换 f^ （ ω）满足微分方程 ２ f^ ′（ ω） ＋ ω f^（ ω） ＝ ０ ，利用该微分方程以及

初始条件 ： f^ （０） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
e－ x２d x ＝ ２

２ 求解得到 f^ （ ω） ＝ ２
２ e

－ ω２

４ ，这表明高斯函

数的傅里叶变换仍然是高斯函数 ，同样具有快速衰减特性 ．

作类似计算可以求得高斯鸣叫 f（ x） ＝ e － （ a － i b） x２
的傅里叶变换满足

f^ （ ω） ＝ １
２（ a － i b）e

－ （ a＋ i b） ω２

４（ a２ ＋ b２）

上述两个高斯类函数有一个共同点 ：函数以及傅里叶变换同时快速衰减 ，但是在任
意区间均不等于零 ．

由于高斯函数的快速衰减特性 ，因此在信号处理应用中为了对信号的局部特
征进行分析经常将高斯函数作用到待分析的局部区域 ，这样做相当于对信号实现
加权 ，主要权重集中在需要分析的局部区域 ，离开感兴趣区域越远 ，权重越小 ，从而
大大提高了分析的准确度 ．但是 ，由于高斯函数及其傅里叶变换永远不能为零 ，因
此利用高斯函数对信号局部特征的分析不可能是精确的 ．为了对局部信息进行精
确分析 ，人们希望能够找到具有快速衰减 、充分光滑并能够保证函数以及其傅里叶
变换同时只在有限区域取非零函数值（称之为具有有限支集特征）的函数 ．但是下
面的定理说明上述函数是不存在的 ．

定理 1畅11 　如果函数 f ≠ ０具有有限支集（即 ，该函数仅在有限区间非零） ，则

f^（ ω）不可能在某个区间上为 ０ ，类似地 ，如果 f^（ ω） ≠ ０ 具有有限支集 ，则 f 不可能
在某个区间上为 ０ ．

证明 　 只证明定理的第一部分 ，第二部分的证明方法完全是类似的 ．设函数
f ≠ ０的支集区间为［ a ，b］ ，于是

f^ （ ω） ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
f（ x）e－ i x ωd x ＝ １

２π∫
b

a
f（ x）e－ i xωd x

因此若存在区间［ c ，d］使得 f^ （ ω） ＝ ０ ，取 t ＝ c ＋ ２ d
３ ，则 f^ （ ω）在 t 处的 n 次导函

数满足

f^ （ n）（ t） ＝ １
２π∫

b

a
（ － i x） n f（ x）e－ i t xd x ＝ ０ ， n ＝ ０ ，１ ，２ ，３ ，…
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于是对于任意 ω ，有

f^ （ ω） ＝ １
２π∫

b

a
f（ x）e－ i t xe－ i（ ω － t） xd x

＝ １
２π∫

b

a ∑
＋ ∞

n ＝ ０

（ － i x） n（ ω － t） n
n ！ f（ x）e－ i t xd x

＝ ∑
＋ ∞

n ＝ ０

（ ω － t） n
n ！ ∫

b

a
（ － i x） n f（ x）e－ i t xd x

＝ ０
由于上式对于任意的 ω 成立 ，利用傅里叶变换的反演公式 ，得到 f（ x） ≡ ０ ，矛盾 ，

因此 f（ x）与 f^ （ ω）不可能同时具有有限支集 ．

1畅3畅2 　傅里叶变换与线性滤波器

诸如信号去噪 、传输等经典的信号处理过程全部通过线性时不变算子实现 ，而
线性时不变算子本质上由广义函数 δ确定 ，因此本节首先讨论 δ函数的概念与基
本性质 ，然后研究傅里叶变换与线性时不变系统的关系 ，并对因果滤波器进行了较
详细的讨论 ．

设区间 Iτ ＝ （ x０ － τ ，x０ ＋ τ） ，引进脉冲函数 gτ（ x）为

gτ（ x） ＝
１
Iτ ， x ∈ Iτ

０ ， 其他

（１畅４８）

图 １唱２ 描述了对于参数 τ以及位置 x０ ＝ ０时脉冲函数 gτ（ x）的图形 ．

图 １唱２ 　脉冲函数 gτ（ x）的图形

则显然有

∫
＋ ∞

－ ∞
gτ（ x － x０）d x ＝∫

x
０
＋ τ

x
０
－ τ

１
２ τd x ＝ １

此即

lim
τ → ０∫

＋ ∞

－ ∞
gτ（ x － x０）d x ＝ １

再取任一在 x０ 处连续的函数 f（ x） ，利用积分
中值定理则有

　∫
＋ ∞

－ ∞
gτ（ x － x０） f（ x）d x ＝ １

２ τ∫
x
０
＋ τ

x
０
－ τ
f（ x）d x

＝ f（ ξ）
其中 ξ ∈ （ x０ － τ ，x０ ＋ τ） ．若令 τ → ０ 得到

lim
τ → ０∫

＋ ∞

－ ∞
gτ（ x － x０） f（ x）d x ＝ f（ x０）
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现在令 τ → ０ ，并用 δ（ x － x０）表示由 gτ（ x）所得到的极限函数 ，称为 δ函数 ．该函
数具有下面典型的运算性质 ：

∫
＋ ∞

－ ∞
δ（ x － x０）d x ＝ １ （１畅４９）

　 　对任一在 x０ 处连续的函数 f（ x） ，有

∫
＋ ∞

－ ∞
δ（ x － x０） f（ x）d x ＝ f（ x０） （１畅５０）

它们是由前面的两个对应表达式在积分号下形式地求极限给出 ．
当函数 f（ x）存在连续导函数时 ，可以引进 δ函数的导函数 ，

∫
＋ ∞

－ ∞
δ′（ x － x０） f（ x）d x ＝ － f′（ x０）

这个定义与把 δ函数看作普通函数来运算的结果是相同的 ，因为由分步积分方法
有

∫
＋ ∞

－ ∞
δ′（ x － x０） f（ x）d x ＝ δ（ x － x０） f（ x）

＋ ∞

－ ∞
－∫

＋ ∞

－ ∞
δ（ x － x０） f′（ x）d x

＝ － f′（ x０）
　 　递推地可以建立 δ函数的 n阶导数为

∫
＋ ∞

－ ∞
δ（ n）（ x － x０） f（ x）d x ＝ （ － １） n f（ n）（ x０）

其中函数 f（ x）为任意在 x ＝ x０ 有连续 n 阶导数的函数 ．
利用上述同样的方法 ，还可以导出下列结果 ．
（１） 对于任意连续函数 g（ x） ，有 g（ x） δ（ x － x０） ＝ g（ x０） δ（ x － x０） ；

（２） δ（ ax） ＝ １
｜ a｜ δ（ x） ，（ a ≠ ０） ；

（３） δ（ x － x０ ，y － y０ ，z － z０） ＝ δ（ x － x０） δ（ y － y０） δ（ z － z０） ；

（４） F ［ δ（ x － x０）］ ＝ １
２π
e － i ω x０ ，特别地 ，F ［ δ（ x）］ ＝ １

２π
．

前面三个结论成立是显然的 ，下面给出结论（４）的简要证明 ．
事实上 ，

F ［ gτ（ x － x０）］ ＝ １
２π∫

＋ ∞

－ ∞
gτ（ x － x０）e－ i x ωd x

＝ １
２ ２π τ∫

x
０
＋ τ

x
０
－ τ
e－ i x ωd x ＝ e－ i x０ ω sin（ τω）

２π τω
令 τ → ０并在积分号下形式地求极限得到结论（４） ．

δ函数又称为 Dirac Delta函数 ，它是由英国著名的物理学家 ，量子力学创始人
之一 ，１９３３ 年诺贝尔奖获得者 P ．A ．M ．Dirac（狄拉克）为处理脉冲信号而提出的 ，
Dirac意识到 δ函数不是通常意义下的普通函数 ，因为
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