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内  容  简  介 

直觉模糊集是传统的模糊集的一种拓展, 它同时考虑了隶属度、非隶
属度和犹豫度这三个方面的信息, 因而比传统的模糊集在处理模糊性和
不确定性等方面更具灵活性和实用性. 自保加利亚学者 Atanassov 于 1983
年提出直觉模糊集的概念以来, 有关直觉模糊集理论的研究已受到国内
外相关领域学者的极大关注, 并且已被应用于决策、医疗诊断、逻辑规划、
模式识别、机器学习和市场预测等诸多领域. 本书主要介绍近年来国内外
学者特别是作者本人在直觉模糊信息的集成方式、直觉模糊集的关联测
度、距离测度和相似性测度、直觉模糊集的聚类算法, 以及基于上述信息
处理工具的直觉模糊决策模型和方法等方面的最新研究成果. 

本书可作为模糊数学、运筹学、信息科学和管理科学与工程等领域的
研究人员和工程技术人员的参考书, 以及高等院校有关专业高年级本科
生和研究生的教学用书. 
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前    言 

自从 Zadeh 于 1965 年提出模糊集理论以来, 该理论已在现代社会的各个领域

得到广泛应用. 模糊集的核心思想是把取值仅为 1 或 0 的特征函数扩展到可在单

位闭区间[0,1]中任意取值的隶属函数. 然而, 模糊集的隶属函数值仅是一个单一

的值, 在实际应用中, 它不能同时表示支持(肯定)、反对(否定)和犹豫(不确定)的证

据. 由于社会经济环境的日益复杂性和不确定性, 人们在对事物的认知过程中, 
往往存在着不同程度的犹豫或表现出一定程度的知识缺乏, 从而使得认知结果表

现为肯定、否定或介于肯定与否定之间的犹豫性. 例如, 在各种选举投票事件中, 
除了支持与反对两个方面, 经常有弃权情况发生. 因此, 传统的模糊集理论因其

不能完整地表达所研究问题的全部信息而受到越来越多的制约和挑战. 
Atanassov 于 1983 年对传统的模糊集进行了拓展, 提出了直觉模糊集的概念. 

由于直觉模糊集同时考虑了隶属度、非隶属度和犹豫度这三个方面的信息, 因此, 
它比传统的模糊集在处理模糊性和不确定性等方面更具灵活性和实用性. 20 多年

来, 有关该理论的研究已受到国内外相关领域学者的极大关注, 并且已被应用于

决策、医疗诊断、逻辑规划、模式识别、机器学习和市场预测等诸多领域. 随着

对直觉模糊集理论研究的不断深入及应用范围的不断扩展, 直觉模糊信息的有效

集成和处理显得愈加重要. 因此, 直觉模糊信息的集成方式、直觉模糊集的关联测

度、距离测度和相似性测度、直觉模糊集的聚类算法等信息处理工具有广阔的实

际应用前景. 
本书将主要对近年来国内外学者特别是作者本人在直觉模糊信息的集成和处

理方式, 以及相关的直觉模糊决策模型和方法等最新研究成果进行深入系统的介

绍. 本书共分为七章. 
第 1 章主要介绍直觉模糊信息的集成方式. 定义直觉模糊数的概念; 基于得分函

数和精确函数, 给出直觉模糊数的比较和排序方法; 定义直觉模糊数的运算法则; 
给出直觉模糊信息的一系列集成算子, 如直觉模糊平均算子、直觉模糊加权平均

算子、直觉模糊有序加权平均算子、直觉模糊混合平均算子、直觉模糊几何算子、

直觉模糊加权几何算子、直觉模糊有序加权几何算子、直觉模糊混合几何算子等, 
详细介绍它们的优良性质, 并且把它们应用于多属性决策领域. 

第 2 章主要介绍区间直觉模糊信息的集成方式. 定义区间直觉模糊数的概念, 
给出区间直觉模糊数的基本运算法则, 以及区间直觉模糊信息的一些集成算子; 
定义区间直觉模糊数的得分函数和精确函数, 基于这两种函数, 给出区间直觉模
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糊数的一种简单的排序方法. 最后把区间直觉模糊集理论应用于决策领域, 提供

一种基于区间直觉模糊信息的决策途径. 
第 3 章介绍直觉模糊集理论和区间直觉模糊集理论中的三类测度: 关联测度、

距离测度和相似性测度. 
第 4 章介绍基于直觉模糊集的聚类方法. 定义直觉模糊相似度概念, 并构建直

觉模糊相似矩阵和直觉模糊等价矩阵; 定义直觉模糊相似矩阵的合成运算法则, 
给出直觉模糊相似矩阵转化为直觉模糊等价矩阵的途径; 分别定义直觉模糊相似

矩阵和直觉模糊等价矩阵的λ-截矩阵, 进而给出一种基于直觉模糊相似矩阵的聚

类方法. 此外, 定义关联矩阵和等价关联矩阵的概念, 给出计算直觉模糊集之间关

联系数的方法, 并且给出一种基于关联矩阵的直觉模糊聚类算法,  然后把上述算

法拓展到区间直觉模糊环境中. 
第 5 章介绍基于直觉判断矩阵的决策方法. 给出直觉判断矩阵、一致性直觉判

断矩阵、残缺直觉判断矩阵、一致性残缺直觉判断矩阵、可接受残缺直觉判断矩

阵、区间直觉判断矩阵及其得分矩阵和精确矩阵, 区间直觉模糊正、负理想点等概

念; 给出区间直觉判断矩阵、直觉判断矩阵和互补判断矩阵之间的关系, 然后利用

直觉模糊加权平均算子等集成工具, 分别建立基于直觉判断矩阵和残缺直觉判断

矩阵的多属性决策模型, 并且建立基于直觉判断矩阵和残缺直觉判断矩阵的多属

性群决策模型, 进而给出一系列基于不同直觉偏好结构的多属性决策途径. 此外, 
针对不同的区间直觉模糊环境, 基于区间直觉模糊平均算子和区间直觉模糊几何

算子等各种集成方式, 建立相应的区间直觉模糊决策途径. 
第 6 章介绍属性值为直觉模糊数或区间直觉模糊数、属性权重已知或完全未

知的直觉模糊多属性决策方法. 定义直觉模糊理想点和区间直觉模糊理想点的得

分向量, 以及与之相关的一系列概念, 包括每个方案的得分向量和直觉模糊理想

点之间夹角的余弦函数, 以及每个方案的得分向量和区间直觉模糊理想点之间夹

角的余弦函数等; 建立两种投影模型来分别度量每个方案和直觉模糊理想点或区

间直觉模糊理想点之间的相似程度, 并以此来确定最佳方案. 
第 7 章介绍动态直觉模糊信息的集成方式、时间序列赋权方法, 以及动态直觉模

糊多属性决策途径. 定义直觉模糊变量和不确定直觉模糊变量的概念; 给出动态

直觉模糊加权平均算子和不确定动态直觉模糊加权平均算子; 基于这两种算子, 
分别给出动态直觉模糊多属性决策方法和不确定动态直觉模糊多属性决策方法. 

本书可作为模糊数学、运筹学、信息科学和管理科学与工程等领域的研究人

员和工程技术人员的参考书, 以及高等院校有关专业高年级本科生和研究生的教

学用书. 
借此书出版之际, 作者衷心感谢清华大学经济管理学院管理科学与工程系 

陈剑教授、美国 Iona 大学机器智能研究所 Ronald R. Yager 教授以及直觉模糊集理
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论的创始人保加利亚科学院 Krassimir Atanassov 教授等给予的热情支持和帮助. 
本书作者的有关研究得到国家杰出青年科学基金项目(70625005)和中国博士后科

学基金项目(20060390051)的资助, 在此特向国家自然科学基金委员会和中国博士

后科学基金会表示感谢. 
 
 

徐泽水     
2007 年 10 月于北京 
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符 号 说 明 

X,Θ ,Θ� , R, R+, Ω , Δ , Λ  集合 

x, xi 元素 

f, g  函数 

μ 隶属函数 

v 非隶属函数 

π 犹豫函数 

F 模糊集 

A 直觉模糊集 

Α�  区间直觉模糊集 

α 直觉模糊数 

α�  区间直觉模糊数 

s 得分函数 

h 精确函数 

ω, w, ξ 权重向量 
,j ja b  数据 

iY  方案 

Y  方案集 

jG  属性 

G  属性集 

C  关联矩阵 

D  决策矩阵 

D�  区间决策矩阵 
ρ  关联测度 

d  距离测度 

ϑ  相似性测度 

Z 直觉模糊矩阵 



vi 符 号 说 明  

 

S 得分矩阵 

H 精确矩阵 
Q  直觉判断矩阵 

Q�  区间直觉判断矩阵 
Pr j  投影 
t  时间变量 

( )tα  直觉模糊变量 
( )tα�  不确定直觉模糊变量 



 前    言 vii 

 

目    录 

 
第 1 章  直觉模糊信息集成方式 ................................................................................ 1 

1.1  直觉模糊集 ....................................................................................................... 1 
1.2  直觉模糊数的运算法则 ................................................................................... 5 
1.3  直觉模糊集成算子 ......................................................................................... 12 
1.4  IFHA 算子和 IFHG 算子在多属性决策中的应用........................................ 30 

第 2 章  区间直觉模糊信息集成方式 ...................................................................... 45 
2.1  区间直觉模糊集 ............................................................................................. 45 
2.2  区间直觉模糊数的运算法则 ......................................................................... 46 
2.3  区间直觉模糊集成算子 ................................................................................. 49 
2.4  基于 IIFWA 算子和 IIFWG 算子的区间直觉模糊决策方法 ....................... 61 
2.5  基于 IIFHA 算子和 IIFHG 算子的区间直觉模糊群决策方法 .................... 64 

第 3 章  直觉模糊集的三类测度 .............................................................................. 68 
3.1  直觉模糊集的关联测度 ................................................................................. 68 
3.2  直觉模糊集的距离测度和相似性测度 ......................................................... 77 
3.3  区间直觉模糊集的距离测度和相似性测度 ................................................. 89 

3.3.1  基于几何距离模型的距离测度和相似性测度 ................................................. 90 
3.3.2  基于几何距离模型和集理论方法的距离测度和相似性测度 ............................ 93 

第 4 章  直觉模糊集的聚类方法 ............................................................................ 103 
4.1  基于直觉模糊相似矩阵的聚类方法 ........................................................... 103 
4.2  基于关联矩阵的直觉模糊聚类算法 ............................................................119 

第 5 章  基于直觉判断矩阵的决策方法 ................................................................ 129 
5.1  直觉判断矩阵 ............................................................................................... 129 
5.2  基于直觉判断矩阵的群决策方法 ............................................................... 132 
5.3  残缺直觉判断矩阵 ....................................................................................... 133 
5.4  基于残缺直觉判断矩阵的群决策方法 ....................................................... 134 
5.5  区间直觉判断矩阵 ....................................................................................... 143 
5.6  基于区间直觉判断矩阵的群决策方法 ....................................................... 145 
5.7  对方案偏好信息为直觉判断矩阵的多属性决策方法 ............................... 148 

5.7.1  一致性直觉判断矩阵 ................................................................................. 148 
5.7.2  线性规划模型 ........................................................................................... 149 



viii 目    录  

 

5.7.3  决策途径 .................................................................................................. 155 
5.8  基于不同直觉偏好结构的多属性群决策方法 ........................................... 160 

5.8.1  基于直觉判断矩阵的多属性决策模型 ......................................................... 160 
5.8.2  基于残缺直觉判断矩阵的多属性决策模型 .................................................. 162 
5.8.3  基于直觉判断矩阵和残缺直觉判断矩阵的多属性群决策模型 ....................... 163 

5.9  基于直觉判断矩阵的群决策一致性分析 ................................................... 166 
5.10  基于区间直觉判断矩阵的群决策一致性分析 ......................................... 171 

第 6 章  基于投影模型的直觉模糊多属性决策方法 ............................................ 175 
6.1  基于直觉模糊信息的多属性决策 ............................................................... 175 

6.1.1  属性权重完全未知的直觉模糊多属性决策 .................................................. 175 
6.1.2  属性权重已知的直觉模糊多属性决策 ......................................................... 177 

6.2  基于区间直觉模糊信息的多属性决策 ....................................................... 179 
6.2.1  属性权重完全未知的区间直觉模糊多属性决策............................................ 179 
6.2.2  属性权重已知的区间直觉模糊多属性决策 .................................................. 180 

第 7 章  动态直觉模糊多属性决策 ........................................................................ 186 
7.1  动态直觉模糊加权平均算子 ....................................................................... 186 
7.2  动态直觉模糊多属性决策方法 ................................................................... 197 
7.3  不确定动态直觉模糊多属性决策方法 ....................................................... 200 

参考文献 .................................................................................................................... 209 
 

目    录 



 

 

第 1 章  直觉模糊信息集成方式 

自从 Zadeh[1] 于 1965 年提出模糊集理论以来, 该理论已在现代社会的各个领

域得到广泛应用[2]. 模糊集的核心思想是把取值仅为 1 或 0 的特征函数扩展到可在

单位闭区间[0,1]中任意取值的隶属函数. 然而, 模糊集的隶属函数值仅是一个单

一的值, 在实际应用中, 它不能同时表示支持(肯定)、反对(否定)和犹豫(不确定)
的证据. 由于社会经济环境的日益复杂性和不确定性, 人们在对事物的认知过程

中, 往往存在不同程度的犹豫或表现出一定程度的知识缺乏, 从而使得认知结果

表现为肯定、否定或介于肯定与否定之间的犹豫性这三个方面, 如在各种选举投

票事件中, 除了支持与反对两个方面, 经常有弃权情况发生. 因此, 传统的模糊集

理论因其不能完整地表达所研究问题的全部信息而受到越来越多的制约和挑战.  
保加利亚学者 Atanassov 在文献[3,4]中对 Zadeh 的模糊集进行了拓展, 把仅

考虑隶属度的传统模糊集推广到同时考虑隶属度、非隶属度和犹豫度这三个方面

信息的直觉模糊集. 由于直觉模糊集比传统的模糊集能够更细腻地描述和刻画客

观世界的模糊性本质[5], 近年来, 人们对直觉模糊集理论的研究产生浓厚的兴趣

并取得了丰硕的研究成果[6,7]. Atanassov [4] 和 De 等[8]对直觉模糊集的“交”、“并”、

“补”和“幂”等基本运算法则进行了研究. 然而, 随着对直觉模糊集理论研究的

不断深入及应用范围的不断扩展, 直觉模糊信息的有效集成和处理显得愈加重要. 
仅仅依靠目前已有的直觉模糊集基本运算法则已经远远不能满足实际的需要. 为

此, 文献[9~11]中系统地研究了直觉模糊信息的集成方式: 定义了直觉模糊数的

概念, 基于得分函数和精确函数, 给出了直觉模糊数的比较和排序方法; 定义了

直觉模糊数的运算法则, 给出直觉模糊信息的一系列集成算子, 如直觉模糊平均

算子、直觉模糊加权平均算子、直觉模糊有序加权平均算子、直觉模糊混合平均

算子、直觉模糊几何算子、直觉模糊加权几何算子、直觉模糊有序加权几何算子、

直觉模糊混合几何算子等, 详细介绍它们的优良性质, 并且把它们应用于多属性

决策领域. 

1.1  直觉模糊集 

首先介绍 Zadeh 的模糊集概念. 
定义1.1 [1]  设 X 是一个非空集合, 则称 
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 { , ( ) | }FF x x x Xμ= 〈 〉 ∈  (1.1) 

为模糊集, 其中 Fμ 是模糊集 F 的隶属函数, : [0,1]F Xμ → , )(xFμ 为 X 中元素 x
属于 F 的隶属度, 且 )(xFμ 在单位区间[0,1]取单值. 

Atanassov [3,4] 把 Zadeh 的模糊集进行了推广, 给出了直觉模糊集的概念. 
定义1.2 [3,4]  设 X 是一个非空集合, 则称 

 { , ( ), ( ) | }A AA x x x x Xμ ν= 〈 〉 ∈  (1.2) 

为直觉模糊集, 其中 )(xAμ 和 )(xAν 分别为 X 中元素 x 属于 A 的隶属度和非隶属

度, 即 

 : [0,1]A Xμ → ,  ( ) [0,1]Ax X xμ∈ → ∈ , (1.3) 

 : [0,1]A Xν → ,  ( ) [0,1]Ax X xν∈ → ∈ , (1.4) 

且满足条件 

 0 ( ) ( ) 1A Ax xμ ν+≤ ≤ ,  x X∈ . (1.5) 

此外  

 )()(1)( xxx AAA νμπ −−= ,  x X∈  (1.6) 

表示 X 中元素 x 属于 A 的犹豫度或不确定度. 
Szmidt 和 Kacprzyk[12] 称 )(xAπ 为 X 中元素 x 属于 A 的直觉指标 , 且

0 ( ) 1A xπ≤ ≤ , Xx ∈ . 特别地, 若 

 ( ) 1 ( ) [1 ( )] 0A A Ax x xπ μ μ= − − − = ,  Xx ∈ , (1.7) 

则 A 退化为 Zadeh 的模糊集. 因此, Zadeh 的模糊集是直觉模糊集的一个特例. 
为了方便起见, 称 ( , )α αα μ ν= 为直觉模糊数[9], 其中  

 [0,1], [0,1]α αμ ν∈ ∈ ,  1α αμ ν+ ≤ , (1.8) 

且 设 Θ 为 全 体 直 觉 模 糊 数 的 集 合 . 显 然 , (1, 0)α + = 为 最 大 的 直 觉 模 糊 数 , 

(0,1)α − = 为最小的直觉模糊数.   
可对直觉模糊数 ( , )α αμ ν 进行物理阐述 , 如 ( , ) (0.5, 0.3)α αμ ν = , 则 0.5αμ = , 
0.3αν = . 其物理意义为 “对于某一项方案, 有 10 人参加投票, 投票结果为 5 人赞

成，3 人反对，2 人弃权”. 
对于任一直觉模糊数 ( , )α αα μ ν= , 可通过得分函数 s 对其进行评估[13]: 
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 ( )s α αα μ ν= − , (1.9) 

其中 ( )s α 为α 的得分值, ( ) [ 1,1]s α ∈ − . 
由(1.9)式可知: 直觉模糊数α 的得分值与其隶属度 αμ 和非隶属度 αν 的差值

直接相关, 即 αμ 和 αν 的差值越大, 则α 的得分值越大, 从而直觉模糊数α 越大. 
特别地, 若 ( ) 1s α = , 则α 取最大值 (1,0) ; 若 ( ) 1s α = − , 则α 取最小值 (0,1) . 

例 1.1  设 1 (0.7, 0.2)α = 和 2 (0.5, 0.3)α = , 则由(1.9)式求得它们的得分值: 

 1( ) 0.7 0.2 0.5s α = − = , 2( ) 0.5 0.3 0.2s α = − = . 

由于 1 2( ) ( )s sα α> , 因此 1 2α α> . 
Gau 和 Buehrer[14] 定义了 Vague 集概念. Bustince 和 Burillo [5] 指出 Vague 集

就是直觉模糊集. Chen 和 Tan [13] 利用 max 和 min 运算以及得分函数给出基于

Vague 集的多属性决策方法. 然而, 在某些特殊情况下, 无法通过得分函数来比较

直觉模糊数的大小. 
例 1.2  设 1 (0.6, 0.2)α = 和 2 (0.7, 0.3)α = , 则由(1.9)式可得 

 1( ) 0.6 0.2 0.4s α = − = ,  2( ) 0.7 0.3 0.4s α = − = . 

由于 1 2( ) ( )s sα α= , 因此, 不能确定 1α 与 2α 孰大孰小. 
Hong 和 Choi [15] 定义了一种精确函数: 

 ( )h α αα μ ν= + , (1.10) 

其中 ( , )α αα μ ν= 为直觉模糊数, h 为α 的精确函数, ( )h α 为α 的精确度. ( )h α 值

越大, 则直觉模糊数α 的精确度越高. 
由(1.6)式、(1.9)式和(1.10)式, 可得α 的犹豫度和精确度之间的关系如下: 

 ( ) 1hαπ α+ = . (1.11) 

因此, 犹豫度 απ 越小, 则精确度 ( )h α 值越大. 
根据(1.10)式计算例 1.2 中直觉模糊数 1α 和 2α 的精确度, 可得 

 1( ) 0.6 0.2 0.8h α = + = ,  2( ) 0.7 0.3 1h α = + = , 

从而 2 1( ) ( )h hα α> , 即直觉模糊数 2α 的精确度比直觉模糊数 1α 的精确度高. 
得分函数 s 和精确函数 h 类似于统计学中的均值与方差[15]. 众所周知, 统计

学中的有效估计量是估计的样本分布的方差测量. 方差越小, 则估计量的结果越
好. 基于此思想, 可以认为: 在直觉模糊数的得分值相等的情况下, 精确度越高, 
则相应的直觉模糊数越大, 从而 2α 大于 1α . 
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基于上述分析, 下面定义直觉模糊数的一种比较和排序方法: 
定义 1.3[9,10]  设

1 11 ( , )α αα μ ν= 和
2 22 ( , )α αα μ ν= 为 直 觉 模 糊 数 , 

1 11( )s α αα μ ν= − 和

2 22( )s α αα μ ν= − 分别为 1α 和 2α 的得分值, 
1 11( )h α αα μ ν= + 和

2 22( )h α αα μ ν= + 分别为 1α 和

2α 的精确度, 则 
● 若 1 2( ) ( )s sα α< , 则 1α 小于 2α , 记为 1 2α α< ; 
● 若 1 2( ) ( )s sα α= , 则 

1) 若 1 2( ) ( )h hα α= , 则 1α 和 2α 相等, 即
21 αα μμ = 和

21 αα νν = , 记为 1 2α α= ; 

2) 若 1 2( ) ( )h hα α< , 则 1α 小于 2α , 记为 21 αα < ; 
3) 若 1 2( ) ( )h hα α> , 则 1α 大于 2α , 记为 21 αα > . 

Hong 和 Choi [15] 对文献[13]中的决策方法进行了改进, 利用 max 和 min 运算

提出了一种基于得分函数和精确函数的决策途径. 然而, 在运用 max 和 min 运算

集成直觉模糊信息 (或称 Vague 信息) 时极易丢失决策信息, 从而导致决策结果

缺乏准确性和合理性. 因此, “如何无丢失地集成直觉模糊信息？” 是一个重要且

值得关注的问题. 
国内外已有许多学者对数据信息集成方式进行了研究, 针对不同的决策环境,

提出了各种不同的数据集成算子[16~20]. 其中加权平均(WA)算子[21]、加权几何(WG)
算子[22]、有序加权平均(OWA)算子[23]和有序加权几何(OWG)算子[24,25] 是四种常见

的数据集成算子. 
定义 1.4 [21]  设 WA : nR R→ , 若  

 1 2
1

WA ( , , , ) .
n

n j j
j

a a a aω ω
=

= ∑"  (1.12) 

则称 WA 为加权平均算子 , 其中 R 为实数集 , T
1 2( , , , )nω ω ω ω= " 为数据组

( 1,2, , )ja j n= " 的权重向量, [0,1]jω ∈ ( 1,2, ,j n= " ), 
1

1
n

j
j

ω
=

=∑ . 

定义 1.5[22]  设 WG : nR R+ +→ , 若  

 1 2
1

WG ( , , , ) j
n

n j
j

a a a aω
ω

=
= ∏" , (1.13) 

则称函数 WG 为加权几何算子, 其中 T
1 2( , , , )nω ω ω ω= " 为数据组 ( 1, 2, , )ja j n= "

的指数权重向量, ]1,0[∈jω ( 1,2, ,j n= " ), 
1

1
n

j
j

ω
=

=∑ , R+ 为正实数集. 

WA 算子和 WG 算子均首先加权所给的数据, 然后对这些加权的数据进行集

成. 但二者的侧重点有所不同: 前者强调整体数据的影响; 后者则突出单个数据

的作用. 例如, 在学校招生时, 若需招收各方面素质比较均衡的“全才”, 则用 WA
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算子集成数据信息比较适合; 若需招收某方面素质比较突出的“专才”, 则可用

WG 算子对数据信息进行集成. 
定义 1.6 [23]  设 OWA : nR R→ , 若 

 1 2
1

OWA ( , , , )
n

w n j j
j

a a a w b
=

= ∑" , (1.14) 

其中 T
1 2( , , , )nw w w w= " 是与函数 OWA 相关联的加权向量, [0,1]jw ∈ ( 1,2, ,j n= " ), 

1
1

n

j
j

w
=

=∑ , 且 jb 是数据组 ( 1, 2, , )ja j n= " 中第 j 大的元素, 则称函数 OWA 为有

序加权平均算子, 简称 OWA 算子. 
定义 1.7 [24,25]  设 OWG : nR R+ +→ , 若 

 1 2
1

OWG ( , , , ) j
n

w
w n j

j
a a a b

=
= ∏" , (1.15) 

其 中 T
1 2( , , , )nw w w w= " 是 与 函 数 OWG 相 关 联 的 指 数 加 权 向 量 , [0,1]jw ∈  

( 1,2, ,j n= " ), 
1

1
n

j
j

w
=

=∑ , 且 jb 是数据组 ( 1, 2, , )ja j n= " 中第 j 大的元素, 则称

函数 OWG 为有序加权平均算子, 简称 OWG 算子. 
OWA 算子和 OWG 算子的特点是: 它们首先需要对给定的数据按从大到小

的顺序进行排序并赋予每个位置一定的权重, 然后把每个数据与其所在位置的权
重进行综合集成. 显然, 数据 ia 与 iw 没有任何联系, iw 只与集成过程中的第 i 个

位置有关. 因此, iw 又称为位置权重. 而 OWG 算子则是结合 OWA 算子和 WG 算

子的特点而得到的.    
上述四种算子一般只应用于数据信息以实数表达的情形. 文献[26~47]把它们

拓展到不确定环境和模糊语言环境中. 文献[9~11]把它们拓展到直觉模糊环境中, 
并且系统地研究了直觉模糊信息的集成方式. 

1.2  直觉模糊数的运算法则 

定理 1.1 [10]  设
1 11 ( , )α αα μ ν= 和

2 22 ( , )α αα μ ν= 为直觉模糊数, 则 

 
1 21 2 α αα α μ μ⇐≤ ≤  且 

1 2α αν ν≥ . (1.16) 

证明  由于
1 11( )s α αα μ ν= − , 

2 22( )s α αα μ ν= − , 
1 2α αμ μ≤ 且

1 2α αν ν≥ , 则 
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1 1 2 2

1 2 1 2

1 2( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).

s s α α α α

α α α α

α α μ ν μ ν

μ μ ν ν

− = − − −

= − + −
 

若
1 2α αμ μ= 且

1 2α αν ν= , 则 1 2α α= ; 否则 1 2( ) ( ) 0s sα α− < , 即 1 2( ) ( )s sα α< . 因

此, 由定义 1.3 可知 1 2α α< . 定理证毕.  
Goguen [48] 在 X 上定义一种 L 模糊集, 它是传统模糊集的一种推广, 若
[0,1]L = , 则格成为它的一种特殊情形, 其中 L 是具有满足一定条件算子的完备

格. 例如, Deschrijver 和 Kerre [49] 定义一种偏序集( L , L≤ )作为完备格, 使得 L 的

每个非空子集均有一个上、下确界.  
格( L , L≤ )上的一个传统关系: 

 
1 21 2L α αα α μ μ⇔≤ ≤  且 

1 2α αν ν≥ , (1.17) 

也已被应用作为直觉模糊集的一种运算[4,50]. 
然 而 , 在 一 些 情 况 下 , (1.17) 式 不 能 用 于 比 较 直 觉 模 糊 数 . 例 如 , 设

1 11 ( , )α αα μ ν= = (0.2, 0.4) , 
2 22 ( , ) (0.4, 0.5)α αα μ ν= = , 其中

1 2
0.2 0.4α αμ μ= < = , 

1 2
0.4 0.5α αν ν= < = . 则由(1.17)式不能比较 1α 和 2α 孰大孰小. 此时, 可用定义 1.3

来进行比较, 事实上, 由于 

 1( ) 0.2 0.4 0.2s α = − = − ,  2( ) 0.4 0.5 0.1s α = − = − , 

则由定义 1.3 可知 1 2α α< . 
格( L , L≤ )上另一种比较常见的关系: 

 
1 21 2L α αα α μ μ⇔≺ ≤  且 

1 2α αν ν≤  (1.18) 

与直觉模糊集的包含关系不相符[4]. 
Atanassov [4] 给出直觉模糊集的一些基本运算法则： 
定 义 1.8[4]  设 X 是 一 个 非 空 集 合 , { , ( ), ( ) | }A AA x x v x x Xμ= 〈 〉 ∈ , 1A =  

1 1
{ , ( ), ( ) | }A Ax x v x x Xμ〈 〉 ∈ 和

2 22 { , ( ), ( ) | }A AA x x v x x Xμ= 〈 〉 ∈ 为直觉模糊集, 则 

1) { , ( ), ( ) | }A AA x v x x x Xμ= 〈 〉 ∈ ; 
2) 

1 21 2 { , min{ ( ), ( )},A AA A x x xμ μ= 〈∩
1 2

max{ ( ), ( )} | }A Av x v x x X〉 ∈ ; 

3) 
1 21 2 { , max{ ( ), ( )},A AA A x x xμ μ= 〈∪

1 2
min{ ( ), ( )} | }A Av x v x x X〉 ∈ ; 

4) 
1 2 1 21 2 { , ( ) ( ) ( ) ( ),A A A AA A x x x x xμ μ μ μ+ = 〈 + −

1 2
( ) ( ) | }A Av x v x x X〉 ∈ ; 

5) 
1 21 2 { , ( ) ( ),A AA A x x xμ μ⋅ = 〈

1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) | }A A A Av x v x v x v x x X+ − 〉 ∈ . 

De 等[8] 对上述直觉模糊集的运算法则进行了补充, 定义了另外两个运算法

则: 
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6) { ,1 (1 ( )) , ( ( )) | }n n
A An A x x v x x Xμ= 〈 − − 〉 ∈ ; 

7) { , ( ( )) ,1 (1 ( )) | }n n n
A AA x x v x x Xμ= 〈 − − 〉 ∈ , 

其中 n 为正整数. 
上述有关直觉模糊集的运算法则不仅能确保运算结果仍为直觉模糊集, 而且

对直觉模糊环境下的语言变量计算也颇有用处. 
类似 1)~7), 下面定义直觉模糊数的运算法则： 
定义 1.9  设 ( , )α αα μ ν= ,

1 11 ( , )α αα μ ν= 和
2 22 ( , )α αα μ ν= 为直觉模糊数, 则 

1) ( , )α αα ν μ= ; 
2) 

1 2 1 21 2 (min{ , }, max{ , })α α α αα α μ μ ν ν=∩ ; 

3) 
1 2 1 21 2 (max{ , }, min{ , })α α α αα α μ μ ν ν=∪ ; 

4) 
1 2 1 21 2 ( ,α α α αα α μ μ μ μ⊕ = + −

1 2
)α αν ν ; 

5) 
1 21 2 ( ,α αα α μ μ⊗ =

1 2 1 2
)α α α αν ν ν ν+ − ; 

6) (1 (1 ) , )λ λ
α αλα μ ν= − − , 0λ > ; 

7) ( ,1 (1 ) )λ λ λ
α αα μ ν= − − , 0λ > . 

设
1 2 1 2 1 2

( , )PS α α α α α αμ μ μ μ μ μ= + − 和
1 2 1 2

( , )PT α α α αν ν ν ν= , 则定义 1.9 中运算

法则 4)可以转化成 

 
1 2 1 21 2 ( ( , ), ( , ))P PS Tα α α αα α μ μ ν ν⊕ = . (1.19) 

若令
1 2 1 2 1 2

( , )PS α α α α α αν ν ν ν ν ν= + − 和
1 2 1 2

( , )PT α α α αμ μ μ μ= , 则定义 1.9 中运

算法则 5)可以转化成 

 
1 2 1 21 2 ( ( , ), ( , ))P PT Sα α α αα α μ μ ν ν⊗ = , (1.20) 

其中 1 2 1 2 1 2( , )PS x x x x x x= + − 为著名的 t-conorm, 它具有下列性质[51]： 
1) (有界性). (1,1) 1PS = , ( , 0) (0, )P PS x S x x= = ; 
2) (单调性). 若 1 1x x′≤ 且 2 2x x′≤ , 则 1 2 1 2( , ) ( , )P PS x x S x x′ ′≤ ; 
3) (置换不变性). ),(),( 1221 xxSxxS PP = ; 
4) (结合律). 1 2 3 1 2 3( , ( , )) ( ( , ), )P P P PS x S x x S S x x x= , 

且 1 2 1 2( , )PT y y y y= 为著名的 t-norm, 它具有下列性质[51]: 
1) (有界性). 0)0,0( =PT , yyTP =)1,( ; 
2) (单调性). 若 1 1y y′≤ 且 2 2y y′≤ , 则 1 2 1 2( , ) ( , )P PT y y T y y′ ′≤ ; 
3) (置换不变性). ),(),( 1221 yyTyyT PP = ; 
4) (结合律). )),,(()),(,( 321321 yyyTTyyTyT PPPP = . 

设 ( , ) 1 (1 )a a λδ λ = − − , 其中 [0,1]a ∈ , 0λ > , 则函数 ( , )aδ λ 关于自变量 λ 和
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a 具有下列优良性质: 
1) 0 ( , ) 1aδ λ≤ ≤ . 特别地, ( , 0) 0δ λ = , ( ,1) 1δ λ = 且 (1, )a aδ = ; 
2) 若 0λ → 且 0 1a< < , 则 ( , ) 0aδ λ → ; 
3) 若 λ → +∞ 且 0 1a< < , 则 ( , ) 1aδ λ → ; 
4) 若 1 2λ λ> , 则 1 2( , ) ( , )a aδ λ δ λ> ; 
5) 若 1 2a a> , 则 1 2( , ) ( , )a aδ λ δ λ> . 
上述性质为定义 1.9 中运算法则 4)~7)在集成直觉模糊数方面的应用奠定了良

好的理论基础. 
定理 1.2  设

1 11 ( , )α αα μ ν= , 
2 22 ( , )α αα μ ν= 和 ( , )α αα μ ν= 为直觉模糊数, 且

设 1 1 2α α α= ⊕� , 2 1 2α α α= ⊗� , 3α λα=� , 4
λα α=� , 0λ > , 则 iα� ( 1,2,3,4)i = 均为

直觉模糊数. 
证明  由于

1 11 ( , )α αα μ ν= 和
2 22 ( , )α αα μ ν= 为直觉模糊数, 则 

 
1

[0,1]αμ ∈ ,  
1

[0,1]αν ∈ ,  
2

[0,1]αμ ∈ , 

 
2

[0,1]αν ∈ ,  
1 1

1α αμ ν+ ≤ , 
2 2

1α αμ ν+ ≤ . 

因此, 根据定义 1.9 中的运算法则 4), 可得 

 
1 2 1 2 1 2 2 2

(1 ) 0α α α α α α α αμ μ μ μ μ μ μ μ+ − = − + ≥ ≥ , 
1 2

0α αμ μ ≥ , 

 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

(1 )(1 ) 1α α α α α α α α α α α αμ μ μ μ ν ν μ μ μ μ μ μ+ − + + − + − − =≤ , 

从而 1α� 为直觉模糊数. 
根据定义 1.9 中的运算法则 5), 可得 

 
1 2

0 1α αμ μ≤ ≤ ,  
1 2 1 2

0 1α α α αν ν ν ν+ −≤ ≤ , 

 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

(1 )(1 )

(1 )(1 ) 1 (1 )(1 )

1.

α α α α α α α α α α α α

α α α α

μ μ ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν

ν ν ν ν

+ + − − − + + −

= − − + − − −

=

≤

 

因此, 2α� 为直觉模糊数. 
由于 ( , )α αα μ ν= 为直觉模糊数, 则根据定义 1.9 中的运算法则 6)可知: 

 1 (1 ) 0λ
αμ− − ≥ ,  0λ

αν ≥ , 

且 

 1 (1 ) 1 (1 ) (1 ) 1λ λ λ λ
α α α αμ ν μ μ− − + − − + − =≤ . 
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因此, 3α� 也为直觉模糊数. 
根据定义 1.9 中的运算法则 7), 可得 

 0, 1 (1 ) 0,λ λ
α αμ ν− −≥ ≥  

且 

 1 (1 ) (1 ) 1 (1 ) 1.λ λ λ λ
α α α αμ ν ν ν+ − − − + − − =≤  

因此, 4α� 也为直觉模糊数. 定理证毕. 

下面考虑 λα 和 λα 在 λ 和α 取一些特殊值时的情况: 
1) 若 ( , ) (1, 0)α αα μ ν= = , 则 

 ( ) ( )1 (1 ) , 1 (1 1) , 0 (1, 0)λ λ λ λ
α αλα μ ν= − − = − − = , 

 ( ) ( ),1 (1 ) 1 ,1 (1 0) (1, 0)λ λ λ λ λ
α αα μ ν= − − = − − = , 

即 

 (1, 0) (1, 0)λ = ,  (1, 0) (1, 0)λ = . 

2) 若 ( , ) (0,1)α αα μ ν= = , 则 

 ( )1 (1 ) ,λ λ
α αλα μ ν= − − ( )1 (1 0) , 1λ λ= − − (0,1)= , 

 ( ),1 (1 )λ λ λ
α αα μ ν= − − ( )0 ,1 (1 1)λ λ= − − (0,1)= , 

即 

 (0,1) (0,1)λ = ,  (0,1) (0,1)λ = . 

3) 若 ( , ) (0, 0)α αα μ ν= = , 则  

 ( )1 (1 ) ,λ λ
α αλα μ ν= − − ( )1 (1 0) , 0λ λ= − − (0, 0)= , 

 ( ),1 (1 )λ λ λ
α αα μ ν= − − ( )0 ,1 (1 0)λ λ= − − (0, 0)= , 

即 

 (0, 0) (0, 0)λ = ，  (0, 0) (0, 0)λ = . 

4) 若 0λ → 且 0 , 1α αμ ν< < , 则 
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 ( )1 (1 ) ,λ λ
α αλα μ ν= − − → (0,1) , 

 ( ),1 (1 )λ λ λ
α αα μ ν= − − (1, 0)→ . 

5) 若 +∞→λ 且 0 , 1α αμ ν< < , 则  

 ( )1 (1 ) ,λ λ
α αλα μ ν= − − → (1, 0) , 

 ( ),1 (1 )λ λ λ
α αα μ ν= − − (0,1)→ . 

6) 若 1λ = , 则  

 ( )1 (1 ) , ( , )λ λ
α α α αλα μ ν μ ν α= − − = = , 

 ( ),1 (1 )λ λ λ
α αα μ ν= − − ( , )=α αμ ν α= , 

即 

 λα α= ,  λα = α   ( 1λ = ). 

定理 1.3  设 ( , )α αα μ ν= , 
1 11 ( , )α αα μ ν= 且

2 22 ( , )α αα μ ν= 为直觉模糊数 , 

1 2, , 0λ λ λ > , 则 
1) 1 2 2 1α α α α⊕ = ⊕ ; 
2) 1 2 2 1α α α α⊗ = ⊗ ; 
3) 1 2 1 2( )λ α α λα λα⊕ = ⊕ ; 

4) 1 2 1 2( )λ λ λα α α α⊗ = ⊗ ; 
5) 1 2 1 2( )λ α λ α λ λ α⊕ = + ; 

6) 1 2 1 2( )λ λ λ λα α α +⊗ = . 
证明  1) 根据定义 1.9 中运算法则 4), 可得 

1 2 1 2 1 21 2 ( , )α α α α α αα α μ μ μ μ ν ν⊕ = + −  

2 1 2 1 2 1
( , )α α α α α αμ μ μ μ ν ν= + −  

2 1α α= ⊕ . 

2) 根据定义 1.9 中运算法则 5), 可得 

1 21 2 ( ,α αα α μ μ⊗ =
1 2 1 2

)α α α αν ν ν ν+ −  

2 1
( ,α αμ μ=

2 1 2 1
)α α α αν ν ν ν+ −  

1 2α α= ⊗ . 
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3) 根据定义 1.9 中运算法则 4)和 6), 有 

 ( )1 2 1 2 1 21 2( ) 1 (1 ( )) , ( )λ λ
α α α α α αλ α α μ μ μ μ ν ν⊕ = − − + −   

     ( )1 2 1 2
1 (1 ) (1 ) , ( )λ λ λ

α α α αμ μ ν ν= − − − ,  (1.21) 

又因为 

 ( )1 11 1 (1 ) , ,λ λ
α αλα μ ν= − −  

 ( )2 22 1 (1 ) , .λ λ
α αλα μ ν= − −  

因此 

 

( )
(

)
( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 (1 ) 1 (1 ) (1 (1 ) )(1 (1 ) ), ( )

2 (1 ) (1 ) (1 (1 ) (1 )

(1 ) (1 ) ), ( )

1 (1 ) (1 ) , ( ) .

λ λ λ λ λ
α α α α α α

λ λ λ λ
α α α α

λ λ λ
α α α α

λ λ λ
α α α α

λα λα μ μ μ μ ν ν

μ μ μ μ

μ μ ν ν

μ μ ν ν

⊕ = − − + − − − − − − −

= − − − − − − − − −

+ − −

= − − −

  

  (1.22) 

由(1.21)式和(1.22)式可知: 

 1 2 1 2( )λ α α λα λα⊕ = ⊕ . 

4) 根据定义 1.9 中运算法则 5)和 7), 有 

 

( )
( )
( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2( ) ( ) , 1 (1 ( ))

( ) , 1 ((1 )(1 ))

, 1 (1 ) (1 ) ,

λ λ λ
α α α α α α

λ λ
α α α α

λ λ λ λ
α α α α

α α μ μ ν ν ν ν

μ μ ν ν

μ μ ν ν

⊗ = − − + −

= − − −

= − − −

 

(1.23)

 

又因为 

 ( )1 11 , 1 (1 )λ λ λ
α αα μ ν= − − ,  ( )2 22 , 1 (1 )λ λ λ

α αα μ ν= − − , 

因此 

( )
( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 , 1 (1 ) 1 (1 ) (1 (1 (1 ) )(1 (1 ) ))

, 1 (1 ) (1 ) . (1.24)

λ λ λ λ λ λ λ λ
α α α α α α

λ λ λ λ
α α α α

α α μ μ ν ν ν ν

μ μ ν ν

⊗ = − − + − − − − − − − −

= − − −
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由(1.23)式和(1.24)式可知 

 1 2 1 2( )λ λ λα α α α⊗ = ⊗ . 

5) 根据定义 1.9 中运算法则 6), 可得 

 ( )1 1
1 1 (1 ) ,λ λ

α αλ α μ ν= − − , 

 ( )2 2
2 1 (1 ) ,λ λ

α αλ α μ ν= − − . 

因此  

 ( 1 2
1 2 2 (1 ) (1 )λ λ

α αλ α λ α μ μ⊕ = − − − − )1 2 1 2(1 (1 ) )(1 (1 ) ),λ λ λ λ
α α α αμ μ ν ν− − − − −  

( )1 2 1 21 (1 ) (1 ) , ( )λ λ λ λ
α α αμ μ ν += − − −  

( )1 2 1 21 (1 ) , ( )λ λ λ λ
α αμ ν+ += − −  

1 2( )λ λ α= + . 

6) 根据定义 1.9 中运算法则 7), 可得 

 ( )11 1 , (1 )λλ λ
α αα μ ν= − , 

 ( )22 2 , (1 )λλ λ
α αα μ ν= − . 

因此  

( )1 2 1 2 1 2 1 2, (1 ) (1 ) (1 ) (1 )λ λ λ λ λ λ λ λ
α α α α α αα α μ μ ν ν ν ν⊗ = − + − − − −  

( )1 2 1 2, (1 ) (1 )λ λ λ λ
α α α αμ μ ν ν= − −  

( )1 2 1 2( ) , (1 )λ λ λ λ
α αμ ν+ += −  

1 2λ λα += .  
定理证毕. 

1.3  直觉模糊集成算子 

基于定义 1.9, 下面给出直觉模糊数的一些集成算子: 
定义 1.10[10]  设 ( , )

j jj α αα μ ν= ( 1, 2, , )j n= " 为 一 组 直 觉 模 糊 数 , 且 设

IFWA : nΘ Θ→ , 若 

 1 2 1 1 2 2IFWA ( , , , ) ,n n nω α α α ω α ω α ω α= ⊕ ⊕ ⊕" "  (1.25) 

则 称 IFWA 为 直 觉 模 糊 加 权 平 均 算 子 , 其 中 T
1 2( , , , )nω ω ω ω= " 为 
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jα ( 1,2, , )j n= " 的权重向量 , [0,1]jω ∈ ( 1,2, ,j n= " ), 
1

1
n

j
j

ω
=

=∑ . 特别地 , 若

=ω T(1 ,1 , ,1 )n n n" , 则 IFWA 算子退化为直觉模糊平均(IFA)算子: 

 1 2 1 2
1IFA ( , , , ) ( )n nn

α α α α α α= ⊕ ⊕ ⊕" " . (1.26) 

定 义 1.11 [9]  设 ( , )
j jj α αα μ ν= ( 1, 2, , )j n= " 为 一 组 直 觉 模 糊 数 , 且 设

IFWG : nΘ Θ→ , 若 

 1 2
1 2 1 2IFWG ( , , , ) n

n n
ω ω ω

ω α α α α α α= ⊗ ⊗ ⊗" " , (1.27) 

则 称 IFWG 为 直 觉 模 糊 加 权 几 何 算 子 , 其 中 T
1 2( , , , )nω ω ω ω= " 为 

jα ( 1,2, , )j n= " 的指数权重向量, [0,1]jω ∈ ( 1,2, ,j n= " ), 
1

1
n

j
j

ω
=

=∑ . 特别地, 

若 =ω T(1 ,1 , ,1 )n n n" , 则 IFWG 算子退化为直觉模糊几何(IFG)算子: 

 
1

1 2 1 2IFG ( , , , ) ( )n
n nα α α α α α= ⊗ ⊗ ⊗" " . (1.28) 

由定义 1.9、定义 1.10 和定理 1.3 得到下列定理: 
定理 1.4[10]  设 ( , )

j jj α αα μ ν= ( 1,2, , )j n= " 为一组直觉模糊值, 则由 IFWA 

算子得到的集成值也是直觉模糊数, 其中 

 1 2
1 1

IFWA ( , , , ) 1 (1 ) , jj

j j

n n

n
j j

ωω
ω α αα α α μ ν

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏" , (1.29) 

其中 T
1 2( , , , )nω ω ω ω= " 为直觉模糊数组 jα ( 1,2, , )j n= " 的权重向量, [0,1]jω ∈  

( 1,2, ,j n= " ), 
1

1
n

j
j

ω
=

=∑ . 特别地, 若 1
j jα αμ ν= − ( 1, 2, ,j n= " ), 则(1.29)式退化

为下面的形式: 

 1 2
1 1

IFWA ( , , , ) 1 (1 ) , (1 )j j

j j

n n

n
j j

ω ω
ω α αα α α μ μ

= =

⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏" . (1.30) 

证明  下面用数学归纳法证明: 
1) 当 2n = 时, 则 

 1 2 1 1 2 2IFWA ( , )ω α α ω α ω α= ⊕ . 

根据定理 1.2 可知: 1 1ω α 和 2 2ω α 均为直觉模糊数, 1 1ω α ⊕ 2 2ω α 的值也为直觉

模糊数, 由定义 1.9 中的运算法则 6), 有 
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 11
1 11 1 (1 (1 ) , )ωω

α αω α μ ν= − − , 

 22
2 22 2 (1 (1 ) , )ωω

α αω α μ ν= − − , 

则  
1 2IFWA ( , )ω α α = 1 1 2 2ω α ω α⊕  

1 2
1 2

(2 (1 ) (1 )ω ω
α αμ ν= − − − −  

1 2
1 2

(1 (1 ) )(1 (1 ) ),ω ω
α αμ μ− − − − − 1 2

1 2
)ω ω

α αν ν  

1 21 2
1 2 1 2

(1 (1 ) (1 ) , )ω ωω ω
α α α αμ μ ν ν= − − − . 

2) 假设 n k= , (1.29)式也成立, 即 

 
1 2 1 1 2 2

1 1

IFWA ( , , , )

1 (1 ) , ,jj

j j

k k k

k k

j j

ω

ωω
α α

α α α ω α ω α ω α

μ ν
= =

= ⊕ ⊕ ⊕

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏

" "

 

且其集成值为直觉模糊数, 则当 1n k= + 时, 由定义 1.9 中的运算法则 4)和 6), 可得 

1 2 1IFWA ( , , , )kω α α α +" 1 1 2 2 1 1k k k kω α ω α ω α ω α+ += ⊕ ⊕ ⊕ ⊕"  

1 1 2 2 1 1( )k k k kω α ω α ω α ω α+ += ⊕ ⊕ ⊕ ⊕"  

1
1

1
1 (1 ) (1 (1 ) )j k

j k

k

j

ω ω
α αμ μ +

+
=

⎛
= − − + − −⎜⎜

⎝
∏  

1
1

1

1 1
(1 (1 ) )(1 (1 ) ), jj k

j k j

k k

j j

ωω ω
α α αμ μ ν+

+

+

= =

⎞
− − − − − ⎟⎟

⎠
∏ ∏  

1 1

1 1
1 (1 ) , jj

j j

k k

j j

ωω
α αμ ν

+ +

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏ , 

其集成值为直觉模糊数. 因此, 当 1n k= + 时, (1.29)式也成立. 
因此, 由 1)和 2)可知: (1.29)式对任何 n 都成立. 定理证毕. 
定理 1.5[9]  设 ( , )

j jj α αα μ ν= ( 1, 2, , )j n= " 为一组直觉模糊值, 则由 IFWG 

算子得到的集成值也是直觉模糊数, 其中 

 1 2
1 1

IFWG ( , , , ) , 1 (1 )j j

jj

n n

n
j j

ω ω
ω ααα α α μ ν

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏" , (1.31) 

其 中 T
1 2( , , , )nω ω ω ω= " 为 直 觉 模 糊 数 组 jα ( 1,2, , )j n= " 的 指 数 权 重 向 量 , 



 1.3  直觉模糊集成算子 15 

 

]1,0[∈jω ( 1,2, ,j n= " )，
1

1
n

j
j

ω
=

=∑ . 特别地 , 若 1
j jα αμ ν= − ( 1, 2, ,j n= " ), 则

(1.31)式退化为下面的形式: 

 1 2
1 1

IFWG ( , , , ) , 1j j

j j

n n

n
j j

ω ω
ω α αα α α μ μ

= =

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏" . (1.32) 

证明  下面用数学归纳法证明: 
1) 当 2n = 时, 则 

 1 2
1 2 1 2IFWG ( , ) .ω ω

ω α α α α= ⊗   

根据定理 1.2 可知: 1
1
ωα 和 2

2
ωα 均为直觉模糊数, 1 2

1 2
ω ωα α⊗ 的值也为直觉模糊

数, 由定义 1.9 中的运算法则 7), 可得 

 ( )1 1 1
111 , 1 (1 ) ,ω ω ω

ααα μ ν= − −  

 ( )2 2 2
222 ,1 (1 ) ,ω ω ω

ααα μ ν= − −  

则  

1 2IFWG ( , )ω α α  

= 1 2
1 2
ω ωα α⊗  

( 1 2

1 2
,ω ω

α αμ μ= )1 2 1 2
1 2 1 2

1 (1 ) 1 (1 ) (1 (1 ) )(1 (1 ) )ω ω ω ω
α α α αν ν ν ν− − + − − − − − − −  

( )1 2 1 2
1 21 2

, 1 (1 ) (1 ) .ω ω ω ω
α αα αμ μ ν ν= − − −  

2) 假设 n k= , (1.31)式也成立, 即 

 

1 2
1 2 1 2

1 1

IFWG ( , , , )

,1 (1 ) ,

k

j j

jj

k k

k k

j j

ωω ω
ω

ω ω
αα

α α α α α α

μ ν
= =

= ⊗ ⊗ ⊗

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏

" "

 

且其集成值为直觉模糊数, 则当 1n k= + 时, 由定义 1.9 中的运算法则 5)和 7), 可得 

1 2 1IFWG ( , , , )kω α α α +" 11 2
1 2 1

k k
k k
ω ωω ωα α α α +

+= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗"  
11 2

1 2 1( )k k
k k
ω ωω ωα α α α +

+= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗"  

( )1
1

1

1 1
, 1 (1 ) 1 (1 )j j k

j kj

k k

j j

ω ω ω
α ααμ ν ν +

+

+

= =

⎛
= − − + − −⎜⎜

⎝
∏ ∏  
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( )1
1

1
1 (1 ) 1 (1 )j k

j k

k

j

ω ω
α αν ν +

+
=

⎞⎛ ⎞
⎟− − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎠

∏  

1 1

1 1
, 1 (1 )j j

jj

k k

j j

ω ω
ααμ ν

+ +

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏ , 

其集成值为直觉模糊数. 因此, 当 1n k= + 时, (1.31)式也成立. 
因此, 由 1)和 2)可知: (1.31)式对任何 n 都成立. 定理证毕. 
例 1.3  设 1 (0.3, 0.5)α = , 2 (0.2, 0.6)α = , 3 (0.7, 0.2)α = , 且 4α = (0.4, 0.3) 为

直觉模糊数, 且 T(0.3, 0.4, 0.2, 0.1)ω = 为 jα ( 1,2,3,4)j = 的权重向量, 则  

 (
)

4 4

1 2 3 4
1 1

0.3 0.4 0.2 0.1

0.3 0.4 0.2 0.1

IFWA ( , , , ) 1 (1 ) ,

1 (1 0.3) (1 0.2) (1 0.7) (1 0.4) ,

0.5 0.6 0.2 0.3

(0.386, 0.425),

jj

j j
j j

ωω
ω α αα α α α μ ν

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − − × − × − × −

× × ×

=

∏ ∏

 

 

4 4

1 2 3 4
1 1

0.3 0.4 0.2 0.1

0.3 0.4 0.2 0.1

IFWG ( , , , ) , 1 (1 )

(0.3 0.2 0.7 0.4 ,

1 (1 0.5) (1 0.6) (1 0.2) (1 0.3) )
(0.311, 0.480).

j j

jj
j j

ω ω
ω ααα α α α μ ν

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

= × × ×

− − × − × − × −
=

∏ ∏
 

IFWA 算子具有下列性质: 
定理 1.6[10](幂等性 )  设 ( , )

j jj α αα μ ν= ( 1,2, , )j n= " 为一组直觉模糊数 , 
T

1 2( , , , )nω ω ω ω= " 为 jα ( 1,2, , )j n= " 的 权 重 向 量 , [0,1]jω ∈ ( 1,2, ,j n= " ), 

1
1

n

j
j

ω
=

=∑ . 若所有直觉模糊数 ( 1,2, , )j j nα = " 是相等的, 即 jα α= ( 1,2, ,j n= " ), 

则 

 1 2IFWA ( , , , )nω α α α α=" . (1.33) 

证明  设 ( , )α αα μ ν= , 则由(1.29)式以及 jα α= ( 1,2, ,j n= " ), 得 

1 2
1 1

IFWA ( , , , ) 1 (1 ) , jj

j j

n n

n
j j

ωω
ω α αα α α μ ν

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏"  
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1 1
1 (1 ) ,j j

n n

j j

ω ω
α αμ ν

= =

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏  

1 11 (1 ) , ( )
n n

j jj jω ω
α αμ ν= =⎛ ⎞∑ ∑= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( , )α αμ ν α= = . 

定理证毕. 
定理 1.7 [10] (有界性)  设 ( , )

j jj α αα μ ν= ( 1,2, , )j n= " 为一组直觉模糊数, 且 

 min{ }, max{ }
j jj jα αα μ ν− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  max{ }, min{ }

j jjj α αα μ ν+ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

则 

 1 2IFWA ( , , , )nωα α α α α− +"≤ ≤ . (1.34) 

证明  由于对任意 j , 有 

 min{ } max{ }
j j jj jα α αμ μ μ≤ ≤ , 

 min{ } max{ }
j j jj jα α αν ν ν≤ ≤ , 

则 

( )
1 1

1 (1 ) 1 1 min{ }
j

j

j j

n n

jj j

ω
ω

α αμ μ
= =

− − − −∏ ∏≥  

( ) 11 1 min{ }

n

j
j

jj

ω

αμ =
∑

= − −  

}{min
jj αμ= ,                              (1.35) 

 1

1 1
min{ } min{ } min{ }

n

j j
jj

j j jj

n n

j j jj j

ω ω
ω

α α ααν ν ν ν=

= =

∑⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∏ ∏≥ , (1.36) 

 

( )

( ) 1

1 1
1 (1 ) 1 1 max{ }

1 1 max{ }

max{ },

j
j

j j

n

j
j

j

j

n n

jj j

j

j

ω
ω

α α

ω

α

α

μ μ

μ

μ

=

= =

− − − −

∑
= − −

=

∏ ∏≤

 

(1.37)
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 1

1 1
max{ } max{ } max{ }

n

j j
jj

j j jj

n n

a j j jj j

ω ω
ω

α α αν ν ν ν=

= =

∑⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∏ ∏� ≤ . (1.38) 

设 1 2IFWA ( , , , ) ( , )nω α αα α α α μ ν= =" , 则 

 ( ) max{ } min{ } ( )
j jjj

s sα α α αα μ ν μ ν α += − − =≤ , 

 ( ) min{ } max{ } ( )
j jj j

s sα α α αα μ ν μ ν α −= − − =≥ . 

下面分三种情况讨论: 
1) 若 ( ) ( )s sα α +< 且 ( ) ( )s sα α −> , 则由定义 1.3 可知(1.34)式成立. 

2) 若 ( ) ( )s sα α += , 即 max{ } min{ }
j jjjα α α αμ ν μ ν− = − , 则根据(1.35)式和(1.36)

式, 可得 

 max{ }
jjα αμ μ= ,  min{ }

jjα αν ν= . 

因此  

 ( ) max{ } min{ } ( )
j jjj

h hα α α αα μ ν μ ν α += + = + = . 

此时, 根据定义 1.3, 有 

 1 2IFWA ( , , , )nω α α α α +=" . (1.39) 

3) 若 ( ) ( )s sα α −= , 即 min{ } max{ }
j jj jα α α αμ ν μ ν− = − , 则由(1.35)式和(1.38)

式可知 

 min{ }
jjα αμ μ= ,  max{ }

jjα αν ν= . 

因此 

 ( ) min{ } max{ } ( )
j jj j

h hα α α αα μ ν μ ν α −= + = + = . 

此时, 根据定义 1.3, 有 

 1 2IFWG ( , , , )nω α α α α −=" . (1.40) 

因此, 由 1)~3)可知: (1.34)式一定成立. 定理证毕. 
定 理 1.8[10] ( 单 调 性 )   设 ( , )

j jj α αα μ ν= ( 1,2, , )j n= " 和 * *
* ( , )

j j
j α αα μ ν=  

( 1,2, , )j n= "  为两组直觉模糊数, 若对任意 j , 有 *
j j

α αμ μ≤ 且 *
j j

α αν ν≥ , 则 
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 * * *
1 2 1 2IFWA ( , , , ) IFWA ( , , , )n nω ωα α α α α α" "≤ . (1.41) 

证明  因为对任意 j , 有 *
j j

α αμ μ≤ 和 *
j j

α αν ν≥ , 因此, 对任意 j , 有 

 ( ) ( )*1 1
jj

j j

ωω

α αμ μ− −≥ ,  *
j j

j j

ω ω
α α

ν ν≥ . 

进一步地, 有 

 ( ) ( )* *

1 1 1 1
1 1 1 1 ,

jj j j

j jj j

n n n n

j j j j

ωω ω ω
α αα α

μ μ ν ν
= = = =

− − − −∏ ∏ ∏ ∏≤ ≥ , 

从而, 可得 

 ( ) ( )* *

1 1 1 1
1 1 1 1

jj j j

j j j j

n n n n

j j j j

ωω ω ω
α α α α

μ ν μ ν
= = = =

− − − − − −∏ ∏ ∏ ∏≤ . (1.42) 

若 1 2IFWA ( , , , )nωα α α α= " 且 * * * *
1 2IFWA ( , , , )nωα α α α= " , 则由(1.42)式可得 

 *( ) ( )s sα α≤ . 

若 *( ) ( )s sα α< ，则由定义 1.3 可得 

 * * *
1 2 1 2IFWA ( , , , ) IFWA ( , , , )n nω ωα α α α α α<" " . (1.43) 

若 *( ) ( )s sα α= , 即  

 ( ) ( )* *

1 1 1 1
1 1 1 1

j j
j j

j j j j

n n n n

j j j j

ω ω
ω ω

α α α α
μ ν μ ν

= = = =

− − − = − − −∏ ∏ ∏ ∏ . 

因此, 根据条件: 对任意 j , *
j j

α αμ μ≤ 和 *
j j

α αν ν≥ , 有 

 ( ) ( )*

1 1
1 1 1 1

j j

j j

n n

j j

ω ω

α α
μ μ

= =

− − = − −∏ ∏ , 

 ∏∏
==

=
n

j

n

j

j

j

j

j
11

*
ω
α

ω
α νν . 

因此 
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* *

1 1

*

1 1

( ) 1 (1 )

1 (1 ) ( ).

j j

j j

j j

j j

n n

j j

n n

j j

h

h

ω ω
α α

ω ω

α α

α μ ν

μ ν α

= =

= =

= − − +

= − − + =

∏ ∏

∏ ∏
 (1.44) 

由(1.43)式和(1.44)式可知: (1.41)式一定成立. 定理证毕. 
类似地，IFWG 算子也有上述性质: 
定 理 1.9 [9]  设 ( , )

j jj α αα μ ν= ( 1,2, , )j n= " 为 一 组 直 觉 模 糊 数 , 且 ω =  
T

1 2( , , , )nω ω ω" 为 jα ( 1,2, , )j n= " 的 权 重 向 量 , [0,1]jω ∈ ( 1,2, , )j n= " , 

1
1

n

j
j

ω
=

=∑ , 则  

1)  ( 幂 等 性 )  若 所 有 直 觉 模 糊 数 jα ( 1,2, , )j n= " 均 相 等 , 即 jα =  

α ( 1,2, ,j n= " ), 则 

 1 2IFWG ( , , , )nω α α α α=" . (1.45) 

2) (有界性)  对任意ω , 有 

 1 2IFWG ( , , , )nωα α α α α− +"≤ ≤ , (1.46) 

其中 

 (min{ }, max{ })
j jj jα αα μ ν− = ,  (max{ }, min{ })

j jjj α αα μ ν+ = . 

3) (单调性)  设 * *
* ( , )

j j
j α αα μ ν= ( 1,2, , )j n= " 为一组直觉模糊数, 若对任意

j , 有 *
j j

α αμ μ≤ 且 *
j j

α αν ν≥ , 则 

 * * *
1 2 1 2IFWG ( , , , ) IFWG ( , , , )n nω ωα α α α α α" "≤ . (1.47) 

基于定义 1.3 和定义 1.9, 下面给出一些直觉模糊有序加权集成算子: 
定义 1.12 [10]  设 ( , )

j jj α αα μ ν= ( 1,2, , )j n= " 为一组直觉模糊数. 直觉模糊有

序加权平均(IFOWA)算子是一个映射: IFOWA : nΘ Θ→ , 使得 T
1 2( , , , )nw w w w= " , 

[0,1]jw ∈ ( 1,2, ,j n= " ), 
1

1
n

j
j

w
=

=∑ , 且 

 1 2 1 (1) 2 (2) ( )IFOWA ( , , , )w n n nw w wσ σ σα α α α α α= ⊕ ⊕ ⊕" " , (1.48) 

其 中 ( (1), (2), , ( ))nσ σ σ" 为 (1, 2, , )n" 的 一 个 置 换 , 使 得 对 任 意 j , 有




