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内　容　简　介
本书全面阐述电力系统分析所采用的理论模型和算法，介绍这一领域

的最近发展。全书共分８章。第１章和第２章分别讨论电力网络的数学模型、
潮流计算和静态安全分析。 第３章介绍了在电力市场环境下电力系统稳态
分析的有关问题。第４章阐述高压直流输电与柔性输电的原理、模型和潮流
控制。第５章介绍发电机组与负荷的数学模型。第６章和第７章分别讨论了
大干扰下及小干扰下电力系统稳定性分析方法。 第 ８章阐述了电压稳定问
题。 附录给出了用Ｃ＋＋编写的完整的P Q 分解法潮流程序。

本书可作为高等院校电力专业研究生及高年级学生的教材，可供从事
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前　　言
改革开放以来，我国电力工业得到了迅速发展，发电装机容量以每年 ７％

以上的速度增长，２０００年已接近３２亿千瓦。目前我国电力工业的规模已居世
界第二位，大部分地区初步缓解了多年来电力紧缺的状况。但是从电气化程度
来看，我国和发达国家还有很大的差距，人均用电量大约仅为世界平均水平的
１／３。

为了国民经济的持续发展，今后数十年我国仍需大力发展作为基础工业
的电力工业，仍将面临着开发大型水电资源、大容量远距离输电和区域电网互
联等艰巨任务。 与此相适应，必须加强电力系统新课题的研究，培养电力系统
研究与开发方面的专门人才，以保证我国能源的合理利用与配置和电力系统
的安全、高效运营。

电力系统分析是研究电力系统规划运营问题的基础和重要手段。在２０世
纪７０年代，我国的电力工作者在利用电子数字计算机进行电力系统运行分析
方面做了大量的研究与开发工作，为其后我国电力系统的健康发展做出了贡
献。 １９７８年出版的枟电子数字计算机的应用——电力系统计算枠一书１），标志着
我国在这一领域的理论水平已经达到了当时的国际水平。 该书不仅成为电力
系统分析研究的重要参考书，而且作为电力专业研究生教材培养了众多的研
究开发人才。

近 ２０余年，电力系统及其周边发生的变化，对电力系统分析理论与技术
产生了深刻的影响。

首先，数字计算机技术获得了长足的发展，硬件和软件的性能日新月异。
目前，在电力系统应用方面已能处理上万个节点的潮流分析问题，从而使过去
２０年前认为难以处理的最优潮流问题、静态安全分析问题都已经达到了在线
实用化的程度，动态安全分析的在线应用也进入了冲刺阶段。

其次，直流输电和柔性交流输电技术（ＦＡＣＴ Ｓ）的应用，给电力系统增添
了新的控制手段。 这些装置在利用电力电子元件提高输电能力、控制运行状
态、改善运行特性的同时，给电力系统分析领域带来新的挑战。 我们必须为这
些装置建立相应的数学模型，开发包含这些元件的电力系统稳态和动态分析
的新算法。

此外，近年来通信技术的高速发展对电力系统在线监控提出了更高的要
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求，从而对电力系统分析在线软件的需求也日益迫切。
最后，２０世纪 ８０年代开始电力工业重组和电力市场化的进程，使得原先

垂直一体化的电力系统被分割为互不隶属的几个部分，统一的电力系统调度
转变为由发电供需方的双边合同和上网竞价来确定运行方式，出现了输电辅
助服务、输电阻塞等问题。 这些都给电力系统分析提出了必须面对的新课题。

电力工业是技术密集和资金密集的产业，又是国民经济的先行和基础产
业，其安全性、可靠性、经济性对整个国民经济有着巨大而深远的影响。电力系
统是一个典型的大系统，如何反映现代电力系统的特点，有效地、准确地分析
其运行特性，从而改善其运行指标，一直是国内外电力领域研究的重点。

近年来，国内外电力系统曾发生多起大面积停电事故，特别是 １９９６年美
国ＷＳＣＣ 电网连续两次事故，影响到１ ０００万用户，损失负荷达４ ０００万千瓦，
造成了交通信息系统的中断及社会混乱，暴露出电力系统安全性方面存在的
问题。电力市场化的改革对降低电价、改善电力系统运行的效率提出了迫切的
要求。 这一切无疑都要求进一步提供新的电力系统分析的理论、模型和算法。

在这种背景下，作者决心编写一部阐述现代电力系统分析理论、模型和算
法的著作，作为广大电力系统研究人员的参考书和高校电力专业高年级学生
和研究生的教材。

全书包括８章和１个附录。其中第１章介绍电力网络的数学模型及求解方
法；第２章、第３章讨论电力系统稳态分析；第４章阐述直流输电系统和交流柔
性输电系统的数学模型；第 ５章主要介绍同步发电机组和电力负荷的动态特
性及数学模型；第６章、第７章讨论电力系统在大干扰和小干扰下的稳定性问
题；第８章主要论述电力系统的电压稳定问题。 现分别简述如下：

第１章介绍电力网络的数学模型及求解方法。 本章除介绍节点导纳矩阵
和节点阻抗矩阵以外，还重点讨论了稀疏电力网络节点方程的求解方法，包括
稀疏向量法及节点编号优化问题，所有算法均用例题加以说明。

第２章围绕电力系统潮流计算及静态安全分析进行讨论。 潮流计算以牛
顿法及P Q 分解法为主，除详细讨论基本理论、算法流程以外，还介绍了一些
新算法和改进收敛性能的措施，供读者进一步研究。 在静态安全分析方面，以
N －１校验为中心，阐述了补偿法、直流潮流及灵敏度法，并介绍了故障排序的
概念。

第 ３章讨论了在电力市场环境下电力系统稳态分析方面的几个新进展，
包括电力系统最优潮流及相关的节点电价、输电电价问题，潮流阻塞、潮流追
踪和可用传输能力问题。 这些模型和算法反映了电力市场环境下电力调度对
决策支持系统的新要求。

第 ４章介绍了直流输电系统的概念和数学模型，交直流输电系统的潮流
　· ｉｉ· 　



计算，ＦＡＣＴ Ｓ 元件的概念和数学模型，以及具有 ＦＡＣＴ Ｓ 元件的电力系统潮
流计算和潮流控制，体现了现代电力电子技术对电力系统潮流问题的影响。

第５章重点讨论同步发电机组和电力负荷的动态特性及数学模型。 本章
严格推导了国际上通用的同步发电机、调压装置和调速装置以及负荷的数学
模型。 掌握了本章的基本理论和方法，读者不难触类旁通，根据实际情况建立
相应的模型。

第 ６章讨论电力系统暂态稳定性问题，也就是大干扰下的系统稳定性问
题。首先介绍了常微分方程初值问题的数值解法，在此基础上讨论了用改进欧
拉法求解简单模型的暂态稳定分析算法及用隐式积分求解的考虑调节器的暂

态稳定分析算法，对含有直流输电系统及ＦＡＣＴ Ｓ 元件的电力系统暂态稳定分
析进行了专门的论述，最后还对暂态稳定的直接法进行了介绍。

第 ７章研究小干扰下电力系统稳定性问题，其数学基础是稀疏矩阵的特
征值的求解方法。 本章首先讨论了反映小干扰稳定性的系统线性化微分方程
的形成，然后详细阐述了特征值的求解方法和灵敏度分析方法，并对电力系统
低频振荡问题进行了专题讨论。

第８章重点讨论电力系统的电压稳定问题，阐明了电压稳定的基本概念，
并介绍了两种典型的分析电压稳定的方法。

附录应用面向对象的Ｃ＋＋语言详细介绍了一个 P Q 分解法潮流程序。
这个附录可以帮助读者对开发程序形成较为完整的概念，从而为自己研究算
法和程序设计奠定基础。

本书在写作上保留了枟电子数字计算机的应用——电力系统计算枠一书的
风格，突出深入浅出和自成体系的特点，使大学本科水平的读者能理解、掌握
直到应用。

本书由王锡凡负责主编工作。 方万良负责第４章和第５章的编写，杜正春
负责第６章到第８章的编写，其余章节由王锡凡编写。在本书编写过程中，得到
了夏道止教授和王秀丽教授的热心帮助，他们提出了不少宝贵意见；别朝红博
士、陈皓勇博士和博士生丁晓莺、硕士生崔雅莉、朱峰、牛振勇等完成了书中部
分算法和算例；还有很多研究生帮助绘图和输入书稿。在此谨对他们表示衷心
的感谢。

编著者

２００３年元月
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第 １章　电力网络的数学模型及求解方法
电力网络的数学模型是现代电力系统分析的基础。例如，正常情况下的电力潮流和优

化潮流分析、故障情况下短路电流计算以及电力系统静态安全分析和动态稳定性的评估，
都离不开电力网络的数学模型。 这里所谓电力网络，是指由输电线路、电力变压器、并
（串）联电容器等静止元件所构成的总体［１］。 从电气角度来看，无论电力网络如何复杂，原
则上都可以首先做出它的等值电路，然后用交流电路理论进行分析计算。本章所研究的电
力网络均由线性的集中参数元件组成，适用于电力系统工频状态的分析。对于电磁暂态分
析问题，当涉及高频现象及波过程时，需要采用分布参数的等值电路。

电力网络通常是由相应的节点导纳矩阵或节点阻抗矩阵来描述的［２，３］。在现代电力系
统分析中，我们需要面对成千上万个节点及电力网络所连接的电力系统。对电力网络的描
述和处理往往成为解决有关问题的关键［４］。电力网络的导纳矩阵具有良好的稀疏特性，可
以用来高效处理电力网络方程，是现代电力系统分析中广泛应用的数学模型。 因此，电力
网络节点导纳矩阵及其稀疏特性是本章讨论的核心内容。 节点阻抗矩阵的概念在处理电
力网络故障时有广泛应用，将在 １４节中介绍。

此外，虽然关于电力网络的等值电路在一般输配电工程的教科书中都有论述，但在建
立电力网络数学模型时，关于变压器和移相器的处理却有一些特点，因此 １１节中首先介
绍这方面的内容。

１１　基 础 知 识
１１１　节点方程及回路方程
　　通常分析交流电路有两种方法，即节点电压法和回路电流法［３］。这两种方法的共同特
点是把电路的计算归结为一组联立方程式的求解问题；其差别是前者采用节点方程，后者
采用回路方程。 目前在研究电力系统问题时，采用节点方程比较普遍，但有时以回路方程

图１１　节点电压法的例子

作为辅助工具。
以下首先以简单电力网络为例，说明利

用节点方程计算电力网络的原理和特点。
图 １１ 表示了一个具有两个电源和一个

等值负荷的系统。该系统有５个节点和６条支
路，y １～y ６ 为各支路的导纳。

以地作为电压参考点，设各节点的电压
分别为 V

·
１～V

·
５。 根据基尔霍夫第一定律可以

分别列出以下节点的电流方程：
·１·



y ４（V· ２ － V
·

１） ＋ y ５（V· ３ － V
·

１） － y ６V
·

１ ＝ ０
y １（V· ４ － V

·
２） ＋ y ３（V· ３ － V

·
２） ＋ y ４（V· １ － V

·
２） ＝ ０

y ２（V· ５ － V
·

３） ＋ y ３（V· ２ － V
·

３） ＋ y ５（V· １ － V
·

３） ＝ ０
y １（V· ４ － V

·
２） ＝ i

·
１

y ２（V· ５ － V
·

３） ＝ i
·
２

（１１）

按节点电压整理以后，可以写出
（y ４ ＋ y ５ ＋ y ６）V· １ － y ４V

·
２ － y ５V

·
３ ＝ ０

－ y ４V
·

１ ＋ （y １ ＋ y ３ ＋ y ４）V· ２ － y ３V
·

３ － y １V
·

４ ＝ ０
－ y ５V

·
１ － y ３V

·
２ ＋ （y ２ ＋ y ３ ＋ y ５）V· ３ － y ２V

·
５ ＝ ０

－ y １V
·

２ ＋ y １V
·

４ ＝ I
·
１

－ y ２V
·

３ ＋ y ２V
·

５ ＝ I
·
２

（１２）

　　式（１２）左端为由各节点流出的电流，右端为向各节点注入的电流。式（１２）可以表示
为规范的形式：

Y １１V
·

１ ＋ Y １２V
·

２ ＋ Y １３V
·

３ ＋ Y １４V
·

４ ＋ Y １５V
·

５ ＝ I
·
１

Y ２１V
·

１ ＋ Y ２２V
·

２ ＋ Y ２３V
·

３ ＋ Y ２４V
·

４ ＋ Y ２５V
·

５ ＝ I
·
２

Y ３１V
·

１ ＋ Y ３２V
·

２ ＋ Y ３３V
·

３ ＋ Y ３４V
·

４ ＋ Y ３５V
·

５ ＝ I
·
３

Y ４１V
·

１ ＋ Y ４２V
·

２ ＋ Y ４３V
·

３ ＋ Y ４４V
·

４ ＋ Y ４５V
·

５ ＝ I
·
４

Y ５１V
·

１ ＋ Y ５２V
·

２ ＋ Y ５３V
·

３ ＋ Y ５４V
·

４ ＋ Y ５５V
·

５ ＝ I
·
５

（１３）

和式（１２）比较，可以看出，其中：
Y １１ ＝ y ４ ＋ y ５ ＋ y ６

Y ２２ ＝ y １ ＋ y ３ ＋ y ４

Y ３３ ＝ y ２ ＋ y ３ ＋ y ５

Y ４４ ＝ y １

Y ５５ ＝ y ２

这些称为相应各节点的自导纳；
Y １２ ＝ Y ２１ ＝－ y ４

Y １３ ＝ Y ３１ ＝－ y ５

Y ２３ ＝ Y ３２ ＝－ y ３

Y ２４ ＝ Y ４２ ＝－ y １

Y ３５ ＝ Y ５３ ＝－ y ２

这些称为相应节点之间的互导纳，其余节点之间的互导纳为零。
式（１３）为电力网络的节点方程，它反映了各节点电压与注入电流之间的关系。 其右

端的 I
·

１～I
·

５ 为各节点的注入电流。 在此例中，除 I
·

４、I· ５ 外，其余节点的注入电流均为零。
对式（１３）进行求解，即可得到各节点的电压V

·
１～V

·
５。当节点电压求出后，就不难求出

·２·



各支路的电流，从而使网络变量得以求解。
在一般情况下，如果电力网络有n 个节点，则可按式（１３）的形式列出n 个节点的方程

式，用矩阵的形式可以表示为１）

I＝ YV （１４）
式中：

I＝
I
·
１

I
·
２

┆
I
·
n

，　　V ＝
V
·

１

V
·

２

┆
V
·

n

分别为节点注入电流列向量及节点电压列向量；

Y ＝
Y １１ Y １２ … Y １n

Y ２１ Y ２２ … Y ２n

┆ ┆ ┆ ┆
Y n１ Y n２ … Y nn

为节点导纳矩阵，其中对角元素Y ii为节点i的自导纳，非对角元素Y ij为节点i与节点j之间

的互导纳。
以下介绍对形成网络方程非常重要的关联矩阵的概念。
关联矩阵是描述电力网络连接情况的矩阵。 不同类型的关联矩阵在不同程度上反映

网络的接线图形。 关联矩阵中只含有０、＋１、－１等３种元素，其中不包含网络各支路的具
体参数。

例 如，图 １１所示的简单网络有 ５个节点和 ６条支路，它的关联矩阵为一个 ５行、６列
的矩阵：

A ＝

０ ０ ０ － １ － １ １
－ １ ０ １ １ ０ ０
０ － １ － １ ０ １ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ ０ ０ ０ ０

关联矩阵的行号与节点号相对应，列号与支路号相对应。 例如第一行有 ３个非零元素，表
示节点１与３个支路相连，这３个非零元素在第四列、第五列、第六列，表示与节点１相连的
３条支路为支路 ４、５、６（图 １１中的 y ４、y ５ 和 y ６）。 当非零元素为－１时，表示相应支路电流
的规定方向是流向节点；为＋１时表示支路电流的规定方向是离开节点的。矩阵中每一列
非零元素所在位置表示相应支路两端的节点号，例如第五列的非零元素在第一行和第三
行，表示支路 ５与节点 １、３相连。 第六列只有一个非零元素，在第一行，表示支路６为连在
节点 １的接地支路。

不难看出，由节点关联矩阵可以反过来惟一地确定网络的接线图。
节点关联矩阵和网络节点方程之间有密切的关系。设电力网络有n 个节点，b条支路。

·３·
 １） 在本书中，如无特别说明，规定节点电流的正方向为注入电力网络的方向。



对每条支路都可列出如下的方程式：
I
·
B k ＝ y B kV

·
B k （１５）

式中：I· B k为支路 k 的电流；V· B k为支路 k 的电压降，方向和电流方向一致；y B k为支路 k 的导

纳。

图１２　电压源转化为电流源

如果支路为有电压源的支路，如图 １２（ａ）所示，则可先
将该支路转化为电流源的形式，见图 １２（ｂ），图中：

y B k ＝ １／zB k

a
·
B k ＝ e

·
B k／zB k ＝ y B ke

·
B k

　　这样，电流源可以看作是向电力网络有关节点的注入电
流，因而支路仍可应用式（１５）形的基本方程式。 把这b条支

路的基本方程式集中用矩阵的形式来表示，可以写出
IB ＝ Y B V B （１６）

式中：IB 为支路电流列向量；V B 为支路电压降列向量；Y B 为

支路导纳所组成的对角矩阵。
由基尔霍夫第一定律可知，电力网络中任意节点的注入

电流 I
·

i与各支路电流有以下关系：
I
·
i ＝b

k＝１
aikI

·
B k　　（i＝ １，２，…，n） （１７）

式中：aik为一系数。当支路电流I
·

B k流向节点i时，aik＝－１；当支路电流I
·

B k流出节点i时，aik

＝１；当支路k与i点无直接联系时，aik＝０。不难看出，节点电流列向量I
·
与支路电流列向量

I
·

B 应有以下关系：
I＝ A IB （１８）

式中：A 为网络的节点关联矩阵。
设整个电力网络消耗的功率为 S ，从支路来看，可以得到

S ＝b

i＝１
I^
·

B kV
·

B k ＝ I^B · V
·
B

式中： I^· B k和 I^B 表示相应向量的共轭值；· 表示向量的标量积。
从节点输入总功率来看，可以得到

S ＝b

i＝１
I^
·

iV
·

i ＝ I^ · V
·

显然

I^ · V
· ＝ I^B · V

·
B （１９）

由式（１８）可知
I^＝ I^B A

Ｔ

代入式（１９）得
I^B A

Ｔ
V
· ＝ I^B V

·
B

因此得到节点电压与支路电压降列向量有以下关系：
·４·



A
Ｔ
V
· ＝ V

·
B （１１０）

将式（１６）及式（１１０）顺次代入式（１８），就可以得到
I
·＝ A Y B A

Ｔ
V
· ＝ YV

· （１１１）
式中：Y 为电力网络的节点导纳矩阵，

Y ＝ A Y B A
Ｔ （１１２）

　　这样，利用节点关联矩阵就可以求得电力网络的节点方程式。
以下仍以图 １１所示的电力网络为例，来说明利用回路方程计算电力网络的基本原

理。 在利用回路电流法计算时，用阻抗表示各元件的参数比较方便，其等值电路如图 １３
所示。该网络共有３个独立回路，其回路电流分别为I

·
１、I· ２、I· ３。根据基尔霍夫第二定律，可

以列出 ３个回路的电压方程式：
V
·

４ ＝ （z１ ＋ z４ ＋ z６）I·１ ＋ z６I
·
２ － z４I

·
３

V
·

５ ＝ z６I
·
１ ＋ （z２ ＋ z５ ＋ z６）I·２ ＋ z５I

·
３

０ ＝－ z４I
·
１ ＋ z５I

·
２ ＋ （z３ ＋ z４ ＋ z５）I·３

（１１３）

图１３　用电流源代替电压源的例子
并可进一步改写成规范的形式：

E
·
１ ＝ Z １１I

·
１ ＋ Z １２I

·
２ ＋ Z １３I

·
３

E
·
２ ＝ Z ２１I

·
１ ＋ Z ２２I

·
２ ＋ Z ２３I

·
３

E
·
３ ＝ Z ３１I

·
１ ＋ Z ３２I

·
２ ＋ Z ３３I

·
３

（１１４）

式中：E· １＝V
·

４，E· ２＝V
·

５，E· ３＝０分别为 ３个回路的电源电势；Z １１＝z１＋z４＋z６，Z ２２＝z２＋z５＋
z６，Z ３３＝z３＋z４＋z５为 ３个回路的自阻抗；Z １２＝Z ２１＝z６，Z １３＝Z ３１＝－z４，Z ２３＝Z ３２＝z５ 分别

为 ３个回路之间的互阻抗。
当回路电势 E

·
１、E· ２、E· ３ 已知时，对式（１１４）求解，即可求出电力网络的回路电流 I

·
１、

I
·

２、I· ３，并可进而求出各支路的电流
i
·
１ ＝ I

·
１

i
·
２ ＝ I

·
２

i
·
３ ＝ I

·
３

·５·



i
·
４ ＝ I

·
１ － I

·
３

i
·
５ ＝ I

·
２ ＋ I

·
３

i
·
６ ＝ I

·
１ ＋ I

·
２

各节点电压为

V
·

１ ＝ z６i
·
６

V
·

２ ＝ V
·

４ － z１i
·
１

V
·

３ ＝ V
·

５ － z２i
·
２

　　这样就得到了电力网络的全部运行情况。
在一般情况下，如果电力网络有m 个独立回路，则可按式（１１４）的形式列出m 个方程

式，用矩阵的形式可以表示为
E l ＝ Z lIl （１１５）

式中：

Il ＝
I
·
１

I
·
２

┆
I
·
m

，　　E l ＝
E
·
１

E
·
２

┆
E
·
m

分别为回路电流列向量及回路电势列向量；

Z l ＝
Z １１ Z １２ … Z １m

Z ２１ Z ２２ … Z ２m

┆ ┆ ┆ ┆
Z m １ Z m ２ … Z m m

（１１６）

为回路阻抗矩阵。其中Z ii为第i个回路的自阻抗，等于该回路各支路阻抗之和；Z ij为第i回

路与第j回路间的互阻抗，其数值等于i、j回路公共支路阻抗之和，其符号取决于i、j回路
电流假定的方向，方向一致时取正号，方向相反时取负号。

对于图 １２来说，我们可以根据图中的 ３个独立环路写出它的“环路关联矩阵”

B ＝
１ ０ ０ 　１ ０ １
０ １ ０ 　０ １ １
０ ０ １ － １ １ ０

环路关联矩阵的行号与环路号相对应，列号仍与支路号相对应。例如第三行在第３列、第４
列、第５列共有３个非零元素，表示环路３通过支路３、支路４和支路５。当非零元素为＋１时，
表示环路电流的规定方向与支路电流的规定方向一致；为－１时，表示环路电流的规定方
向与支路电流方向相反。

应该指出，环路关联矩阵不能惟一地确定网络的接线图。 换句话说，可以有不同的接
线图对应于同一环路关联矩阵。

用类似的上面关于节点关联矩阵的方法，我们也可以由环路关联矩阵 B 求得电力网

络的回路方程式，并得到回路阻抗矩阵 Z L 的表达式：
·６·



Z L ＝ B Z B B
Ｔ （１１７）

式中：Z B 为由支路阻抗所组成的对角矩阵。
关联矩阵的应用当然不限于以上所举的例子，但是有了以上基本概念以后，就可以更

灵活地处理网络问题，这些问题将在以后有关章节中详细论述。
１１２　变压器及移相器的等值电路

电力网络的等值电路是由输电线路和变压器等元件的等效电路连接而成的。 交流输
电线路一般用Π型等值电路描述，教科书中有详细的介绍。本节主要讨论变压器和移相器
的等值电路，特别是关于其非标准变比的处理方法。 由于灵活交流输电系统（ＦＡ ＣＴ Ｓ）的
逐步应用，电力网络将会包含愈来愈多的 ＦＡ ＣＴ Ｓ 元件。 关于 ＦＡ ＣＴ Ｓ 元件的等值电路问
题本节暂不涉及，将在后面有关章节中讨论。

当将变压器励磁回路忽略或作为负荷或阻抗单独处理时，一个变压器的其他性能可
以用它的漏抗串联一个无损耗理想变压器来模拟１），如图１４（ａ）所示。不难看出，图中所示
的电流及电压存在如下关系：

I
·
i ＋ K I

·
j ＝ ０

V
·

i － zT I
·
i ＝ V

·
j

K

图１４　变压器的等值电路
由上式解 I

·
i、I· j 可得

I
·
i ＝ １

zT
V
·

i － １
K zT

V
·

j

I
·
j ＝－ １

K zT
V
·

i ＋ １
K

２
zT

V
·

j

（１１８）

或者写成

Ii ＝ K － １
K zT

V
·

i ＋ １
K zT

（V· i － V
·

j）
Ij ＝ １ － K

K
２
zT

V
·

j ＋ １
K zT

（V· j － V
·

i）
（１１９）

　　根据式（１１９）即可得到图１４（ｂ）所示的等值电路。如果都用相应的导纳来表示，则可
得到图 １４（ｃ）所示的等值电路，图中：

·７·
 １） 对于容量较大的变压器，在计算时往往忽略变压器的电阻。



y T ＝ １
zT

　　应该特别指出，在图 １４（ａ）的电路中漏抗 zT 是放在变比为 １的一侧。 当漏抗 zT 是放

在变比为 K 的一侧时，可以用下面关系：
z′T ＝ zT ／K ２ （１２０）

即可将 z′T 放在变比为 １的一侧，从而应用图 １４中的等值电路。

图１５　三绕组变压器的等值电路

以上介绍了双绕组变压器的等值电路。 对于
三绕组变压器，可以按同样的原理用星形或三角
形电路来模拟。例如可以用图１５所示的电路来模
拟三绕组变压器，这样就把三绕组变压器的等值
电路问题转变为两个双绕组变压器的等值电路问

题。
掌握了变压器等值电路以后，就不难制定出

多级电压的电力网络的等值电路。 例如，对图
１６（ａ）所示的电力网络，当变压器T １、T ２ 的漏抗如

已归算到①侧及④侧时，可以用图１６（ｂ）或图 １６
（ｃ）来模拟，不难证明，这两种模型最终的等值电
路是完全相同的，如图 １６（ｄ）所示。

在进行电力系统运行情况分析时，往往采用
标幺值计算。 这时电力网络等值电路中所有参数都应该用标幺值来表示。 例如在图 １６
中，设①侧的基准电压为 V j１，②、③侧的基准电压为 V j２，④侧的基准电压为 V j４，则变压器
T １、T ２ 的基准变比（或叫标准变比）分别为

K j１ ＝ V j２
V j１

K j２ ＝ V j２
V j４

（１２１）

则变压器 T １、T ２ 的变比的标幺值（也叫非标准变比）应为
K １ ＝ K １

K j１

K ２ ＝ K ２
K j２

（１２２）

　　因此，当变压器的等值电路采用标幺值时，应将上式中的 K １及 K ２作为变压器的变

比。
在现代电力系统中，特别是在电力市场环境下，电力潮流往往需要人为控制。为此，移

相器在电力网络中的应用日益普遍。 众所周知，变压器只改变其两侧的电压大小，其变比
是一个实数；而移相器还改变其两侧电压的相位，因此其变比是一个复数。 当将移相器励
磁回路忽略或作为负荷或阻抗单独处理时，一个移相器的其他性能可以用它的漏抗串联
一个无损耗理想变压器来模拟，只是其变比是一个复数，如图１７所示。由图１７可以得到

·８·



图１６　多级电压电力网络的等值电路

图１７　移相器的等值电路

以下方程：
V
·

i － I
·
izT ＝ V

· ′
j

I
·
i ＋ I

·′
j ＝ ０ （１２３）

显然，有以下关系：
V
· ′

j ＝ V
·

j／K· （１２４）
　　现在需要知道 I

· ′
j 和 I

·
j 的关系，为此要用功率守恒原理，

V
· ′

j I^′j ＝ V
·
jI^j

式中：I^′j、I^j 分别为 I
· ′

j、I· j 的共轭值，从上式得到
I
·′
j ＝ K^

·
I
·
j （１２５）

将式（１２４）、式（１２５）代入式（１２３），最终得到
I
·
i ＝ V

·
i

zT
－ V

·
j

K
·
zT

＝ Y iiV
·

i ＋ Y ijV
·

j

I
·
j ＝－ V

·
i

K^ zT
＋ V

·
j

K
２
zT

＝ Y jiV
·

i ＋ Y jjV
·

j

（１２６）

式中：
Y ii ＝ １

zT

·９·



Y ij ＝－ １
K
·
zT

Y ji ＝－ １
K^ zT

Y jj ＝ １
K

２
zT

式（１２６）即为移相器的数学模型。 容易验证，当变比 K
·
为实数时，式（１２６）与式（１１８）一

致，说明变压器只是移相器的特例。 但是，由于移相器的变比为复数，Y ij≠Y ji，因此，移相
器没有相应的等值电路，而且含有移相器的电力网络的导纳矩阵是不对称的，这一点要特
别注意。

１２　节点导纳矩阵
１２１　节点导纳矩阵的基本概念
　　如前所述，在现代电力系统分析中，多采用式（１３）形式的节点方程式，其阶数等于电
力网络的节点数 n。 可将它展开写成一般的形式

I
·
１ ＝ Y １１V

·
１ ＋ Y １２V

·
２ ＋ … ＋ Y １iV

·
i ＋ … ＋ Y １nV

·
n

I
·
２ ＝ Y ２１V

·
１ ＋ Y ２２V

·
２ ＋ … ＋ Y ２iV

·
i ＋ … ＋ Y ２nV

·
n

　　　　　　　　　┆
I
·
i ＝ Y i１V

·
１ ＋ Y i２V

·
２ ＋ … ＋ Y iiV

·
i ＋ … ＋ Y inV

·
n

　　　　　　　　　┆
I
·
n ＝ Y n１V

·
１ ＋ Y n２V

·
２ ＋ … ＋ Y niV

·
i ＋ … ＋ Y nnV

·
n

（１２７）

该方程式系数所构成的矩阵即节点导纳矩阵

Y ＝

Y １１ Y １２ … Y １i … Y １n

Y ２１ Y ２２ … Y ２i … Y ２n

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆
Y i１ Y i２ … Y ii … Y in

┆ ┆ ┆ ┆ ┆ ┆
Y n１ Y n２ … Y ni … Y nn

（１２８）

它反映了电力网络的参数及接线情况，因此导纳矩阵可以看成是对电力网络电气特性的
一种数学抽象［４］。由导纳矩阵所构成的节点方程式是电力网络广泛应用的一种数学模型。
当电力网络节点数为n 时，描述它的导纳矩阵是n×n 阶方阵。现在我们讨论其中各元素的
物理意义。

如果在节点 i加一单位电压，而把其余节点全部接地，即令
V
·

i ＝ １
·０１·



V
·

j ＝ ０　　（j＝ １，２，…，n，　j≠ i）
则由节点方程式（１２７）可知，在这种情况下：

I
·
１ ＝ Y １i

I
·
２ ＝ Y ２i

┆
I
·
i ＝ Y ii

┆
I
·
n ＝ Y ni

（１２９）

　　由式（１２９）可以看出导纳矩阵［式（１２８）］第 i列元素的物理意义。 很明显，导纳矩阵
中第 i列对角元素 Y ii，即节点 i的自导纳，在数值上等于节点 i加单位电压，其他节点都接
地时，节点i向电力网络注入的电流。导纳矩阵中第i列非对角元素Y ij，即节点i与节点j间

的互导纳，在数值上等于节点 i加单位电压，其他节点都接地时，节点 j向电力网络注入的

电流。

图１８　简单电力网络导纳矩阵的形成

以下我们进一步用图 １８（ａ）所示的简单电力网络说明导纳矩阵各元素的具体意义。
这个电力网络有 ３个节点，因此导纳矩阵为三阶方阵

Y ＝
Y １１ Y １２ Y １３

Y ２１ Y ２２ Y ２３

Y ３１ Y ３２ Y ３３

·１１·



　　首先讨论第一列元素Y １１、Y ２１、Y ３１。 根据上面的论述，这种情况下应在节点１加单位电
压，将节点 ２及节点 ３接地，如图 １８（ｂ）所示。 不难看出：

I
·
１ ＝ I

·
１２ ＋ I

·
１３ ＋ I

·
１０ ＝ １

z１２ ＋ １
z１３ ＋ １

z１０ ＝ Y １１

I
·
２ ＝－ I

·
１２ ＝－ １

z１２ ＝ Y ２１

I
·
３ ＝－ I

·
１３ ＝－ １

z１３ ＝ Y ３１

　　同样，为了求得导纳矩阵的第二列元素，应给节点 ２加单位电压，而将节点 １及节点 ３
接地，如图 １８（ｃ）所示。 在这种情况下：

I
·
１ ＝－ I

·
２１ ＝－ １

z１２ ＝ Y １２

I
·
２ ＝ I

·
２１ ＝ １

z１２ ＝ Y ２２

I
·
３ ＝ ０ ＝ Y ３２

　　为了得到导纳矩阵的第三列元素，应给节点３加单位电压，将节点１及节点２接地，如
图 １８（ｄ）所示。 在这种情况下：

I
·
１ ＝－ I

·
３１ ＝－ １

z１３ ＝ Y １３

I
·
２ ＝ ０ ＝ Y ２３

I
·
３ ＝ I

·
３１ ＝ １

z１３ ＝ Y ３３

　　因此，图 １８（ａ）所示简单电力网络的导纳矩阵应为

Y ＝

１
z１２ ＋ １

z１０ ＋ １
z１３ － １

z１２ － １
z１３

－ １
z１２

１
z１２ ０

－ １
z１３ ０ １

z１３

（１３０）

　　如果把图１８（ａ）的节点编号改变一下，例如将节点１与节点２互换，如图１８（ｅ）所示，
按照以上的原则，可以求得这时的导纳矩阵应为

Y′＝

１
z１２ － １

z１２ ０
－ １

z１２
１
z１２ ＋ １

z２０ ＋ １
z２３ － １

z２３

０ － １
z２３

１
z２３

　　由此可见，导纳矩阵的形式发生了变化，而其中各元素仍和式（１３０）导纳矩阵各元素
一一对应。 事实上，将式（１３０）所示导纳矩阵中第一行与第二行交换，第一列与第二列交
换即得到上式的导纳矩阵。 导纳矩阵行列交换相应于节点方程式的顺序及变量的顺序交
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换，并不影响方程式的解。 因此从电力网络计算来说，节点编号的顺序可以是任意的。
通过上面的讨论，可以看出导纳矩阵有以下特点：
（１） 当不含移相器时，电力网络的导纳矩阵为对称矩阵。 由式（１３０）可知

Y １２ ＝ Y ２１ ＝－ １
z１２

Y １３ ＝ Y ３１ ＝－ １
z１３

Y ２３ ＝ Y ３２ ＝ ０
在一般情况下，由网络的互易特性容易看出：

Y ij ＝ Y ji

因此，导纳矩阵为对称矩阵。 对含移相器的情况将在后面介绍。
（２） 导纳矩阵为稀疏矩阵。由以上的讨论可知，当电力网络中节点i与节点j不直接相

连时，导纳矩阵中元素Y ij及Y ji应为零元素。 例如在图 １８（ａ）中，节点 ２与节点 ３不直接相
连，因此在其导纳矩阵中Y ２３及Y ３２都是零元素。一般地说，导纳矩阵每行非对角元素中非零
元素的个数与相应节点的出线数相等。通常，每个节点的出线数为２～４条。因而导纳矩阵
中每行非对角元素中平均仅有 ２～４个非零元素，其余的非对角元素均为零元素。 所以导
纳矩阵中的零元素非常多，而且电力网络规模愈大，这种现象愈显著。 例如有两个电力网
络，节点数分别为１０和１ ０００，如果每个节点平均有３条出线，则前者导纳矩阵的非零元素
数为４０，占矩阵总元素数（１０×１０）的４０％，而后者非零元素数４ ０００个，仅占矩阵总元素数
的 ０４％。

导纳矩阵的对称性和稀疏性对于应用计算机解算电力系统问题有很大的影响。 如果
能充分利用这两个特点，就会大大提高计算的速度并节约内存。关于稀疏对称导纳矩阵的
应用，还将在以后有关章节中介绍。
１２２　节点导纳矩阵的形成与修改

本节将讨论三部分内容：导纳矩阵的形成、特殊元件的处理与导纳矩阵修改。
首先讨论导纳矩阵的形成。当电力网络只包含输电线路时，导纳矩阵的形成可以归纳

为以下几点：
（１） 导纳矩阵的阶数等于电力网络的节点数。
（２） 导纳矩阵各行非对角元素中非零元素的个数等于对应节点所连的不接地支路

数。
（３） 导纳矩阵各对角元素，即各节点的自导纳等于相应节点所连支路的导纳之和：

Y ii ＝
j∈ i

y ij （１３１）
式中：y ij为节点i与节点j间的支路阻抗zij的倒数；符号“j∈i”表示号后只包括与节点

i直接相连的节点，当节点i有接地支路时，还应包括j＝０的情况。 例如在图１８中，节点１
的自导纳 Y １１应为

Y １１ ＝ １
z１２ ＋ １

z１０ ＋ １
z１３ ＝ y １２ ＋ y １０ ＋ y １３

节点 ２的自导纳 Y ２２应为
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Y ２２ ＝ １
z１２ ＝ y １２

　　（４） 导纳矩阵非对角元素 Y ij等于节点 i与节点 j间支路的导纳并取负号：
Y ij ＝－ １

zij
＝－ y ij （１３２）

例如图 １８（ａ）中
Y １２ ＝－ １

z１２ ＝－ y １２

Y １３ ＝－ １
z１３ ＝－ y １３

等等。
按照以上原则，无论电力网络接线如何复杂，都可以根据给定的输电线路参数和接线

拓扑，直接求出导纳矩阵。
以下讨论电力网络中包含变压器、移相器时，导纳矩阵的形成方法。
当支路i、j为变压器时，从原理上来说，先把变压器支路用图１４所示Π型等值电路代

替，然后按以上原则形成导纳矩阵，并无任何困难。但在实际应用程序中，往往直接计算变
压器支路对导纳矩阵的影响。 当节点i、j之间为变压器支路时，如果采用图 １４（ａ）所示变
压器模拟电路，则可以根据图 １４（ｃ）求得该支路对导纳矩阵的影响：

（１） 增加非零非对角元素
Y ij ＝ Y ji ＝－ y T

K
（１３３）

　　（２） 改变节点 i的自导纳，其改变量为
ΔY ii ＝ K － １

K
y T ＋ １

K
y T ＝ y T （１３４）

　　（３） 改变节点 j的自导纳，其改变量为
ΔY jj ＝ １

K
y T ＋ １ － K

K
２ y T ＝ y T

K
２ （１３５）

　　当支路 i、j为移相器时，采用图 １７的等值电路，则应对导纳矩阵做以下修正：
（１） 增加非零非对角元素

Y ij ＝－ １
K
·
zT

（１３６）

Y ji ＝－ １
K^ zT

（１３７）
　　（２） 改变节点 i的自导纳，其改变量为

ΔY ii ＝ １
zT

（１３８）
　　（３） 改变节点 j的自导纳，其改变量为

ΔY jj ＝ １
K

２
zT

（１３９）
　　从式（１３６）、式（１３７）可以看出，由于Y ij≠Y ji，导纳矩阵不再是对称矩阵。 但是，该矩
阵的结构是对称的。
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在现代电力系统分析中，往往需要研究不同接线方式情况下的运行状态，例如某台变
压器或某条输电线路的投入或切除，对某些元件的参数进行修改等。由于改变一条支路的
开合状态只影响该支路两端节点的自导纳及其互导纳，因此在这种情况下不必重新形成
导纳矩阵，仅仅需要在原有导纳矩阵的基础上进行必要的修改就可以得到所要求的导纳
矩阵。 下面分几种情况进行介绍。

（１） 从原有网络引出一条新的支路，同时增加一个新的节点，见图 １９（ａ）。

图１９　电力网络接线变更示意图
设i为原有网络Ｎ 中任意一节点，j为新增加节点，zij为新增加的支路阻抗。由于增加

了一个新的节点，因而导纳矩阵相应增加一阶。 因为 j点只有一条支路，所以
Y jj ＝ １

zij

并增加非对角元素

Y ij ＝ Y ji ＝－ １
zij

在这种情况下，原有网络 i节点的自导纳应有如下的增量：
ΔY ii ＝ １

zij

　　（２） 在原有节点 i和 j间增加一条支路，见图 １９（ｂ）。
在这种情况下，虽增加了支路，但并不增加节点数，导纳矩阵的阶数不变。 但是，与节

点 i、j有关的元素应作以下修正：
ΔY ii ＝ １

zij

ΔY jj ＝ １
zij

ΔY ij ＝ ΔY ji ＝－ １
zij

（１４０）

　　（３） 在原有网络节点 i和 j间切除一条阻抗为 zij的支路。
在这种情况下，相当于在节点i和j间追加一条阻抗为－zij的支路，见图１９（ｃ）。 因此

导纳矩阵有关元素应作以下修改：
ΔY ii ＝－ １

zij

ΔY jj ＝－ １
zij

ΔY ij ＝ ΔY ji ＝ １
zij

（１４１）
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　　（４） 原有网络节点 i和 j之间支路阻抗由 zij改变为 z′ij。
在这种情况下，可以看作首先在节点i和j间切除阻抗为zij的支路，然后再在节点i和

j间追加阻抗为z′ij的支路，如图１９（ｄ）所示。根据式（１４０）及式（１４１），读者不难求出 在此
情况下导纳矩阵有关元素的修正量。

应该指出，以上增加或切除的支路都是当作只有阻抗的线路来处理的，如果增加或切
除的支路是变压器或移相器，则以上有关导纳矩阵元素的修改应按式（１３３）～（１３５）或
式（１３６）～（１３９）进行。

【例 １１】　在图 １１０中表示了一个电力网络的等值电路。 图中给出了支路阻抗和对
地导纳的标幺值。 其中节点２和４间、节点３和５间为变压器支路，变压器漏抗和变比如图
所示。 试求其导纳矩阵。

【解】　根据本节所述的方法，可以按节点顺序逐行逐列地求出导纳矩阵的有关元素。

图 １１０　系统等值电路图
图 １１０中接地支路（并联支路）标出的是导纳值，节点间支路（串联支路）标出的是阻

抗值。 由式（１３１）可以求出节点 １的自导纳为
Y １１＝ y １０ ＋ y １２ ＋ y １３ ＝ j０２５ ＋ １００４ ＋ j０２５ ＋ １０１ ＋ j０３５

＝ １３７８ ７４２ － j６２９１ ６６５
与节点 １有关的互导纳可根据式（１３２）求出：

Y ２１ ＝ Y １２ ＝－ y １２ ＝－ １００４ ＋ j０２５ ＝－ ０６２４ ０２５ ＋ j３９００ １５６
Y ３１ ＝ Y １３ ＝－ y １３ ＝－ １０１ ＋ j０３５ ＝－ ０７５４ ７１７ ＋ j２６４１ ５０９

　　支路 ２４为变压器支路，采用图 １４（ａ）的模拟电路，由式（１３１）及式（１３５）可以求出
节点 ２的自导纳为

Y ２２＝ y ２０ ＋ y １２ ＋ y ２３ ＋ y ４２
K

２４２

＝ （j０２５ ＋ j０２５） ＋ １００４ ＋ j０２５ ＋ １００８ ＋ j０３０ ＋ １
j００１５ × １１０５２

＝ １４５３ ９０９ － j６６９８０ ８２
与节点 ２有关的互导纳为
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Y ２３ ＝ Y ３２ ＝－ １００８ ＋ j０３０ ＝－ ０８２９ ８７６ ＋ j３１１２ ０３３
根据式（１３３）：

Y ２４ ＝ Y ４２ ＝－ y ４２
K ４２ ＝－ １

j００１５ × １１０５ ＝ j６３４９２ ０６
　　用类似的方法可以求出导纳矩阵的其他元素。 最后得到导纳矩阵为

Y ＝

１３７８ ７４２ － ０９２４ ０２４ 　 － ０７５４ ７１７
－ j６２９１ ６６５ ＋ j３９００ １５６ ＋ j２６４１ ５０９

－ ０２４０ ２４　 １４５３ ９０９ － ０８２９ ８７６ ００００ ０００
＋ j３９００ １５６ － j６６９８０ ８２　 ＋ j３１１２ ０３３ ＋ j６３１９２ ０６　

－ ０７５４ ７１７ － ０９２９ ８７６ １５８４ ５９６ ００００ ０００
＋ j２６４１ ５０９ ＋ j３１１２ ０３３ － j３５７３７ ８６　 ＋ j３１７４６ ０３　

００００ ０００ ００００ ０００
＋ j６３４９２ ０６　 － j６６６６６ ６７　

００００ ０００ ００００ ０００
＋ j３１７４６ ０３　 － j３３３３３ ３３　

矩阵中未标数字的元素为零元素。

１３　电力网络方程求解方法
１３１　高斯消去法
　　目前，电力网络方程主要用高斯消去法求解［５，６］。计算机在电力系统应用的初期，曾经
因为内存容量的限制采用过迭代法求解电力网络的线性方程组。 迭代法的致命缺点是存
在收敛性问题。因此，自从稀疏技术成功地在电力系统应用之后［７，８］，迭代法几乎完全为高
斯消去法所代替。 作为基础，本节介绍高斯消去法，以后将陆续介绍稀疏求解技术和稀疏
向量技术。

高斯消去法求解线性方程组由消去运算和回代运算两部分组成。 消去运算又叫前代
运算，可以按行进行，也可按列进行。 同样，回代运算可以按行进行，也可按列进行。 通常
采用“消去运算按列进行，回代运算按行进行”的方式较多。 以下就介绍这种算法，其他算
法不难触类旁通。

设有 n 阶线性方程组 A X ＝B 。 其中矩阵 A 和向量B 的元素可以是实数或复数。 例如
电力网络的节点方程式（１３）就是复数型的，而第 ２章中牛顿法潮流修正方程式就是实数
型的。

由于消去运算只对 A 和 B 进行，因此，为了算法叙述方便，把 B 作为第 n＋１列附在 A
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之后，形成 n×（n＋１）阶增广矩阵：

A ＝ ［A　B ］ ＝
a１１ a１２ … a１n b１

a２１ a２２ … a２n b２

┆ ┆ ┆ ┆ ┆
an１ an２ … ann bn

＝
a１１ a１２ … a１n a１，n＋１

a２１ a２２ … a２n a２，n＋１

┆ ┆ ┆ ┆ ┆
an１ an２ … ann an，n＋１

为了方便讨论，上式中用 aj，n＋１替代了 bj（j＝１，２，…，n）。
首先讨论按列消去过程，它的运算步骤如下：
第一步，消去第一列。
首先，把增广矩阵 A 的第一行规格化为

１　a
（１）１２ 　a

（１）１３ 　…　a
（１）１，n＋１ （１４２）

式中：
a

（１）１j ＝ a１j
a１１　　（j＝ ２，３，…，n ＋ １）

然后，用式（１４２）所表示的行消去 A 的第一列对角线以下各元素 a２１，a３１，…，an１，结果使 A

的第 ２～n 行其他元素化为

a
（１）
ij ＝ aij － ai１a（１）１j 　　（j＝ ２，３，…，n ＋ １；　i＝ ２，３，…，n）

式中：上标（１）表示该元素第一次运算的结果。 这时矩阵 A 变为 A １：

A １ ＝ ［A １　B １］ ＝
１ a

（１）１２ … a
（１）１n a

（１）１，n＋１

a
（１）２２ … a

（１）２n a
（１）２，n＋１

┆ ┆ ┆ ┆
a

（１）
n２ … a

（１）
nn a

（１）
n，n＋１

与之对应的方程组是 A １X ＝B １，它与 A X ＝B 同解。 矩阵未标出的元素为零，下同。
第二步，消去第二列。
首先，把增广矩阵 A １ 的第二行规格化为

０　１　a
（２）２３ 　…　a

（２）２，n＋１ （１４３）
式中：

a
（２）２j ＝ a

（１）２j ／a（１）２２ 　　（j＝ ３，４，…，n ＋ １）
　　然后，用式（１４３）所表示的行消去A １ 的第二列对角线以下各元素a

（１）３２ ，a（１）４２ ，…，a（１）
n２ ，结

果使 A １ 的第 ３～n 行其他元素化为

a
（２）
ij ＝ a

（１）
ij － a

（１）
i２ a

（２）２j 　　（j＝ ３，４，…，n ＋ １；　i＝ ３，４，…，n）
式中：上标（２）表示该元素第二次运算的结果。 这时矩阵 A １ 变为 A ２：

A ２ ＝ ［A ２　B ２］ ＝

１ a
（１）１２ a

（１）１３ … a
（１）１n a

（１）１，n＋１

１ a
（２）２３ … a

（２）２n a
（２）２，n＋１

a
（２）３３ … a

（２）３n a
（２）３，n＋１

┆ ┆ ┆ ┆
a

（２）
n３ … a

（２）
nn a

（２）
n，n＋１

　　一般地，在消去第 k 列时要做以下的运算：
·８１·



a
（k）
kj ＝ a

（k－１）
kj ／a（k－１）

kk 　　（j＝ k ＋ １，…，n ＋ １） （１４４）
a

（k）
ij ＝ a

（k－１）
ij － a

（k－１）
ik a

（k）
kj 　　（j＝ k ＋ １，…，n ＋ １；　i＝ k ＋ １，…，n） （１４５）

　　经过对矩阵 A 的 n 次消去运算，即 k从 １依次取到 n 按式（１４４）、式（１４５）运算，使矩
阵 A 对角线以下的元素全部化为零，从而得到增广矩阵

A n ＝ ［A n　B n］ ＝

１ a
（１）１２ a

（１）１３ … a
（１）１n a

（１）１，n＋１

１ a
（２）２３ … a

（２）２n a
（２）２，n＋１

１ … a
（３）３n a

（３）３，n＋１

 ┆ ┆
１ a

（n）
n，n＋１

（１４６）

与之对应的方程组是 A nX ＝B n，即
x １ ＋ a

（１）１２ x ２ ＋ a
（１）１３ x ３ ＋ … ＋ a

（１）１n x n ＝ a
（１）１，n＋１

x ２ ＋ a
（２）２３ x ３ ＋ … ＋ a

（２）２n x n ＝ a
（２）２，n＋１

x ３ ＋ … ＋ a
（３）３n x n ＝ a

（３）３，n＋１

┆　 　
x n ＝ a

（n）
n，n＋１

（１４７）

它与原方程组 A X ＝B 同解。
现在来讨论按行回代过程。 对于方程组（１４７），回代运算自下而上进行。 首先由第 n

个方程可知

x n ＝ a
（n）
n，n＋１

然后将 x n 代入第 n－１个方程，解出
x n－１ ＝ a

（n－１）
n－１，n＋１ － a

（n－１）
n－１，nx n

再将x n－１和x n 代入第n－２个方程，可解出x n－２。 一般地，把已求出的x i＋１，x i＋２，…，x n 代入

第 i个方程，即可求出
x i ＝ a

（i）
i，n＋１ － n

j＝ i＋１
a

（i）
ij x j　　（i＝ n，…，２，１） （１４８）

式（１４８）就是按行回代的一般公式。
【例 １２】　利用高斯消去法求解下列线性方程组：

x １ ＋ ２x ２ ＋ x ３ ＋ x ４ ＝ ５
２x １ ＋ x ２ ＝ ３
x １ ＋ x ３ ＝ ２
x １ ＋ x ４ ＝ ２

　　【解】　由原方程组可写出其增广矩阵
（１） ２ １ １ ５
２ １ ０ ０ ３
１ ０ １ ０ ２
１ ０ ０ １ ２

首先按式（１４４）对第一行规格化，即用其对角元素 １除第一行各元素，得到
·９１·



１ ２ １ １ ５
（２） １ ０ ０ ３
（１） ０ １ ０ ２
（１） ０ ０ １ ２

然后按式（１４５）消去第一列，得到
１ ２ １ １ ５

（－ ３） － ２ － ２ － ７
－ ２ ０ － １ － ３
－ ２ － １ ０ － ３

　　现在对第二列进行消去运算。 先按式（１４４）对第二行规格化，即用其对角元素－３除
第二行各元素：

１ ２ １ １ ５
１ ２／３ ２／３ ７／３

（－ ２） ０ － １ － ３
（－ ２） － １ ０ － ３

然后按式（１４５）消去第二列，得到
１ ２ １ １ ５

１ ２／３ ２／３ ７／３
（４／３） １／３ ５／３
１／３ ４／３ ５／３

　　现在对第三列进行消去运算。 先按式（１４４）对第三行规格化，即用其对角元素４／３除
第三行各元素：

１ ２ １ １ ５
１ ２／３ ２／３ ７／３

１ １／４ ５／４
（１／３） ４／３ ５／３

然后按式（１４５）消去第三列，得到
１ ２ １ １ ５

１ ２／３ ２／３ ７／３
１ １／４ ５／４

（５／４） ５／４
　　最后，按式（１４４）对第四行规格化，即用其对角元素 １５／１２除第四行元素：

１ ２ １ １ ５
１ ２／３ ２／３ ７／３

１ １／４ ５／４
１ １

　　这样，经消去运算后，我们得到原方程组的同解方程组为
·０２·


