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前 　 　 言

复变函数起源于分析 、力学 、数学物理等理论与实际问题 ，作为流体力学和电

动力学中最重要的一种向量场的特征 ，具有鲜明的物理背景 ．复变函数理论一直

伴随着科学技术的发展 ，从中汲取养分 ，并为之提供方法和工具 ，促进了工程技术

等学科的迅速发展 ．建立在复变函数理论之上的积分变换方法 ，通过特定形式的

积分建立函数之间的对应关系 ．它既能简化计算 ，又具有明确的物理意义 ，在许多

领域被广泛地应用 ，如电力工程 、通信和控制领域 、信号分析和图像处理 、语音识别

与合成 、医学成像与诊断 、地质勘探与地震预报等方面以及其他许多数学 、物理和

工程技术领域 ．而在此基础上发展起来的离散形式的变换在计算机时代更是特别

重要 ．
为适应现代科学技术的发展及相关专业的要求 ，我们编写的枟复变函数与积分

变换枠以解析函数的理论为基础 ，阐述了复变函数的积分 、级数 、留数以及保角映

射 ．同时 ，对 Fourier 变换及离散 Fourier 变换 、Laplace 变换 、Z 变换及小波变换等

作了较系统介绍 ，并用 MATLAB 求解验算了积分变换中的所有例题及积分 、级
数 、留数中的部分例题 ，从而使读者能够熟悉和掌握 MATLAB 在复变函数与积分

变换课程中的基本使用方法 ．本书深入浅出 ，突出基本概念和方法 ，在知识体系完

整性的基础上 ，尽量做到数学推导简单易懂并在与工程问题密切结合等方面形成

了自己的特色 ．书中精心编排了大量的例题和习题 ，以供读者进一步理解教材的内

容 ，其中加  号者是特为学有余力的读者提供 ．
本书的出版获得了科学出版社的大力支持 ，获得了东北大学教材建设计划立

项项目“复变函数与积分变换教材建设”以及东北大学学位与研究生教育科学研究

计划的大力支持 ，在此向他们表示感谢 ．同时 ，孙艳蕊教授等在试用本书期间提出

了宝贵的建议 ，在此我们表示衷心的感谢 ．
本书由宋叔尼负责书稿的策划和统稿工作并编写了第 ４ 、５ 章和第 ８ 章 ．孙涛

编写了第 １ ～ ３ 章 ．张国伟编写了第 ６ 、７ 章和第 ９ ～ １１ 章 ，并运行了所有的 MAT
LAB 程序 ．

欢迎读者对书中错误和不足之处提出宝贵意见 ．

作 　 者

２００６ 年 ５ 月
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第 1 章 　 复变函数与解析函数

１ ．１ 　 复 　 　 数

1 ．1 ．1 　 复数的概念

由于解代数方程的需要 ，人们引进了复数 ．例如 ，简单的代数方程

x２ ＋ １ ＝ ０
在实数域内无解 ．为了建立代数方程的普遍理论 ，引入等式

i２ ＝ － １

由该等式所定义的数称为虚单位 i ＝ － １ ，并称形如 x ＋ i y 或 x ＋ yi 的表达式为

复数 ，其中 x 和 y 是任意两个实数 ．把这里的 x 和 y 分别称为复数 z ＝ x ＋ i y（或
z ＝ x ＋ yi）的实部和虚部 ，并记做

x ＝ Re z ，　 　 y ＝ Im z
　 　 当复数的虚部为零 ，实部不为零（即 y ＝ ０ ，x ≠ ０）时 ，复数 z ＝ x ＋ i y ＝ x ＋ ０i ＝ x
为实数 ，而虚部不为零（即 y ≠ ０）的复数称为虚数 ．在虚数中 ，实部为零（即 x ＝ ０ ，
y ≠ ０）的称为纯虚数 ．例如 ，３ ＋ ０i ＝ ３ 是实数 ，４ ＋ ５i ，－ ３i 都是虚数 ，而 － ３i 是纯

虚数 ．
复数 x － i y 称为复数 z ＝ x ＋ yi 的共轭复数（其中 x ，y 均为实数） ，并记做 z ．

显然 ，z ＝ x ＋ yi 是 x － i y 的共轭复数 ，并有 z ＝ （ z） ＝ z ．

1 ．1 ．2 　 复数的四则运算

设 z１ ＝ x１ ＋ i y１ ，z２ ＝ x２ ＋ i y２ 是两个复数 ，如果 x１ ＝ x２ ，y１ ＝ y２ ，则称 z１ 和 z２
相等 ，记为 z１ ＝ z２ ．

复数 z１ ，z２ 的加 、减 、乘 、除运算定义如下 ：
（１） z１ ± z２ ＝ （ x１ ＋ i y１ ） ± （ x２ ＋ i y２ ） ＝ （ x１ ± x２ ） ＋ i（ y１ ± y２ ） ；
（２） z１ z２ ＝ （ x１ ＋ i y１ ）（ x２ ＋ i y２ ） ＝ （ x１ x２ － y１ y２ ） ＋ i（ x１ y２ ＋ x２ y１ ） ；

（３） z１
z２ ＝

x１ ＋ i y１

x２ ＋ i y２
＝

x１ x２ ＋ y１ y２

x２
２ ＋ y２

２
＋ i x２ y１ － x１ y２

x２
２ ＋ y２２

．

不难验证 ，这些运算满足如下运算规律 ：
（１） 交换律 　 z１ ＋ z２ ＝ z２ ＋ z１ ，y１ y２ ＝ y２ y１ ；



（２） 结合律 　 z１ ＋ （ z２ ＋ z３ ） ＝ （ z１ ＋ z２ ） ＋ z３ ，z１ （ z２ z３ ） ＝ （ z１ z２ ） z３ ；
（３） 分配律 　 z１ （ z２ ＋ z３ ） ＝ z１ z２ ＋ z１ z３ ．

并且还满足 ：

（４） z１ ± z２ ＝ z１ ± z２ ，z１ z２ ＝ z１　 z２ ， z１
z２ ＝ z１

z２ ；

（５） z ＝ （ z） ＝ z ；
（６） z ＋ z ＝ ２ x ＝ ２Re z ，z － z ＝ ２iIm z ；
（７） z z ＝ x２ ＋ y２ ＝ Re z ２ ＋ Im z ２ ．
在实际计算中 ，只要记住 i２ ＝ － １ 及上述各式 ，四则运算问题便可以解决了 ．

例 1 ．1 　 设 z１ ＝ ３ － ４i ，z２ ＝ － １ ＋ i ，求 z１
z２ 及

z１
z２ ．

解 　 z１
z２ ＝ z１ z２

z２ z２ ＝ （３ － ４i）（ － １ － i）
（ － １ ＋ i）（ － １ － i） ＝ － ７

２ ＋ i
２ ，而 z１

z２ ＝ － ７
２ － i

２ ．

例 1 ．2 　 i３ ＝ i２ i ＝ － i ，i５ ＝ i４ i ＝ i ．
例 1 ．3 　 设 z１ ，z２ 是两个任意复数 ，证明 ：

z１ z２ ＋ z１ z２ ＝ ２Re（ z１ z２ ）
　 　 证明 　 因为

z１ z２ ＝ z１ z２ ＝ z１ z２
所以由运算规律（６） ，有

z１ z２ ＋ z１ z２ ＝ z１ z２ ＋ z１ z２ ＝ ２Re（ z１ z２ ）
　 　 本例也可以用乘法和共轭复数的定义证明 ．

1 ．1 ．3 　 复平面与复数的表示法

复数 z ＝ x ＋ yi 是由实部 x 和虚部 y 两个实数作为有序的数对确定的 ，给定复

数 z ，其实部 x 和虚部 y 也完全确定 ．这样便建立了复数 z 和一对实数（ x ，y）之间

的一一对应 ．把这一对有序实数视为平面直角坐标系下点 P 的坐标时 ，复数 z ＝
x ＋ yi和 xOy 平面上点 P（ x ，y）也构成了一一对应 ．给定一个复数 z ＝ x ＋ yi ，在坐

标平面 xOy 上 ，存在唯一的点 P（ x ，y）与 z ＝ x ＋ yi 对应 ．反之 ，对 xOy 平面上的

点 P（ x ，y） ，存在唯一的复数 z ＝ x ＋ yi 与它对应 ．根据复数的代数运算及向量的代

数运算的定义知 ，这种对应构成了同构映射 ．因此 ，可以用 xO y 平面上的点表示复

数 z ．这时把 xO y 平面称为复平面 ．有时简称为 Z平面 ．
显然 ，实数与 x 轴上的点一一对应 ，而 x 轴以外的点都对应一个虚数 ，纯虚数

i y（ y ≠ ０）与 y 轴上的点（除原点）对应 ．因此 ，称 x 轴为实轴 ，y 轴为虚轴 ．
今后把复平面上的点和复数 z 不加区别 ，即“点 z”和“复数 z”是同一个意思 ．

有时用大写字母 C表示全体复数或者复平面 ．复数 z ＝ x ＋ yi 还可以用以原点为起
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　 图 １ １

点而以点 P 为终点的向量表示（图 １ ．１） ．
这时复数加 、减法满足向量加 、减法中的平行四

边形法则 ．
用OP表示复数 z 时 ，这个向量在 x 轴和 y 轴上

的投影分别为 x 和 y ．把向量 OP的长度 r 称为复数 z
的模或称为 z 的绝对值 ，并记做 z ，显然

z ＝ r ＝ x２ ＋ y２ （１ １）
z ≤ x ＋ y ，　 　 x ≤ z ，　 　 y ≤ z
　 　 如果点 P 不是原点（即 z ≠ ０） ，那么把 x 轴的正向与向量OP的夹角 θ 称为复

数 z 的辐角 ，记做 Arg z ．对每个 z ≠ ０ ，都有无穷多个辐角 ，因为用 θ０ 表示复数 z 的
一个辐角时 ，

θ ＝ θ０ ＋ ２ kπ 　 　 （ k ＝ ０ ， ± １ ，± ２ ，… ）
就是 z 的辐角的一般表达式 ．

满足 － π ＜ θ≤ π 的复数 z的辐角称为主辐角（或称辐角的主值） ，记做 arg z ，则
Arg z ＝ arg z ＋ ２ kπ 　 　 （ k ＝ ０ ，± １ ， ± ２ ，… ） （１２）

　 　 也可以把主辐角定义为 ０ ≤ θ＜ ２π 的辐角 ，这时式（１２）仍成立 ．在第 ５ 章保角

映射中 ，这样规定主辐角比较方便 ．
当 z ＝ ０ 时 ，Arg z 没有意义 ，即零向量没有确定的方向角 ；但当 z ＝ ０ 时 ，

z ＝ ０ ；当 z ≠ ０ 时 ，有

tan（Arg z） ＝ y
x

（１３）

　 　 利用直角坐标与极坐标之间的关系

x ＝ rcosθ，　 　 y ＝ rsinθ
复数 z ＝ x ＋ yi 可表示为

z ＝ r（cosθ ＋ isinθ） （１４）
表达式（１４）称为复数 z 的三角表示式 ．再利用 Euler（欧拉）公式

eiθ ＝ cosθ ＋ isinθ
复数 z ＝ x ＋ yi 还可表示为

z ＝ rei θ （１ ５）
式（１５）称为复数的指数表示式 ．式（１４）和式（１５）中的 r ＝ ｜ z｜ ，θ＝ Arg z ．

易见 ，当 z ≠ ０ 时 ，Arg 珔z ＝ － Arg z ．当 z ＝ rei θ 时 ，珔z ＝ re － i θ ．从几何上看 ，复数

z２ － z１ 所表示的向量 ，与以 z１ 为起点 、z２ 为终点的向量相等（方向相同 ，模相等） ．
由此可知不等式

z１ ＋ z２ ≤ z１ ＋ z２
z１ － z２ ≥ | z１ | － | z２ |
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在复数范围内仍然成立 ．复数的加 、减运算对应于复平面上相应向量的加 、减运算 ．

1 ．1 ．4 　 乘幂与方根

设 z１ ＝ r１ （cosθ１ ＋ is inθ１ ） ，z２ ＝ r２ （cosθ２ ＋ isinθ２ ）是两个复数的三角表示式 ，根
据乘法定义和运算法则及两角和公式 ，

z１ z２ ＝ r１ r２ （cosθ１ ＋ isinθ１ ）（cosθ２ ＋ is inθ２ ）
＝ r１ r２ ［（cosθ１ cosθ２ － sinθ１ sinθ２ ） ＋ i（ sinθ１ cosθ２ ＋ cosθ１ sinθ２ ）］
＝ r１ r２ ［cos（θ１ ＋ θ２ ） ＋ isin（θ１ ＋ θ２ ）］

于是

z１ z２ ＝ z１ z２ ，　 　 Arg（ z１ z２ ） ＝ Arg z１ ＋ Arg z２
　 　 应该注意的是 Arg（ z１ z２ ） ＝ Arg z１ ＋ Arg z２ 中的加法是集合的加法运算 ：即将

两个集合中所有的元素相加构成的集合 ．
Arg（ z１ z２ ） ＝ θ１ ＋ θ２ θ１ ∈ Arg z１ ，θ２ ∈ Arg z２

　 　 利用数学归纳法进而可证明 ：当 zk ＝ rk （cosθk ＋ isinθk ） ，k ＝ １ ，２ ，… ，n 时 ，
z１ z２ … z n ＝ r１ r２ … rn［cos（θ１ ＋ θ２ ＋ … ＋ θn ） ＋ isin（θ１ ＋ θ２ ＋ … ＋ θn）］

（１６）
特别地 ，当 z１ ＝ z２ ＝ … ＝ zn ＝ r（cosθ＋ isinθ）时 ，

zn ＝ z · z · … · z ＝ rn（cos nθ ＋ isin nθ） （１７）
于是

z１ · z２ · … · z n ＝ z１ · z２ · … · z n

Arg（ z１ z２ … zn ） ＝ Arg z１ ＋ Arg z２ ＋ … ＋ Arg z n

z n ＝ z n ，　 　 Arg（ zn） ＝ nArg z
　 　 如果把式（１６）和式（１７）写成指数形式 ，即当 z k ＝ rk eiθ k （ k ＝ １ ，２ ，… ，n） ，z ＝
reiθ 时 ，

z１ z２ … z n ＝ r１ r２ … rn ei（ θ１ ＋ θ２ ＋ … ＋ θ k ） （１ ６）′
z n ＝ rn ein θ （１ ７）′

　 　 特别地 ，当｜ z｜ ＝ r ＝ １ 时 ，式（１７）变为

（cosθ ＋ isinθ） n ＝ cos nθ ＋ isin nθ （１８）
这就是 De M ovire（棣莫弗）公式 ．

当用 z － n ＝ １
zn 定义负整数幂时 ，公式（１８）仍成立 ．

设 z１ ＝ r１ （cosθ１ ＋ is inθ１ ） ，z２ ＝ r２ （cosθ２ ＋ isinθ２ ） ，当 z２ ≠ ０（即 r２ ≠ ０）时 ，
z１
z２ ＝ z１ z２

z２ z２ ＝ １
| z２ | ２ z１ z２ ＝ １

r２２ z１ z２ ＝ r１
r２ ［cos（θ１ － θ２ ） ＋ isin（θ１ － θ２ ）］

（１９）
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　 　 把式（１９）写成指数形式 ，即当 z１ ＝ r１ ei θ１ ，z２ ＝ r２ ei θ２ 时 ，

z１
z２ ＝ r１

r２ e
i（ θ

１
－ θ

２
） （１ ９）′

于是

z１
z２ ＝ z１

z２ ，　 　 Arg z１
z２ ＝ Arg z１ － Arg z２

　 　 指数表示法在处理复数的乘 、除运算时很方便 ，其运算结果符合实数情况下所

用过的运算规律 ．

对给定的复数 z ，方程 wn ＝ z 的解 w 称为 z 的 n 次方根 ，记做
n
z或 z

１
n ．下面利

用公式（１７）求 w ＝
n z ．设 z ＝ r（cosθ＋ isinθ） ，w ＝ ρ（cos φ ＋ isin φ） ，则根据式（１７） ，

有

ρn （cosnφ ＋ isinnφ） ＝ r（cosθ ＋ isinθ）
于是 ，当 r ≠ ０ 时 ，

ρn ＝ r ，　 　 cosnφ ＝ cosθ，　 　 sin nφ ＝ sinθ
满足以上三式的充分必要条件是

ρ ＝ r
１
n ，　 　 nφ ＝ θ ＋ ２ kπ 　 　 （ k ＝ ０ ， ± １ ，± ２ ，… ）

由此得

ρ ＝ r
１
n ， 　 　 φ ＝ θ ＋ ２ kπ

n 　 　 （ k ＝ ０ ，± １ ， ± ２ ，… ）

其中 r
１
n 表示算术根 ．于是

w ＝ r
１
n cos θ ＋ ２ kπ

n ＋ isin θ ＋ ２ kπ
n 　 　 k ＝ ０ ， ± １ ， ± ２ ，… （１１０）

当取 k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，n－ １ ，对一个取定的 θ，可得 n 个相异根

w ０ ＝ r
１
n cos θ

n ＋ isin θ
n

w １ ＝ r
１
n cos θ ＋ ２π

n ＋ isin θ ＋ ２π
n

… …

w n － １ ＝ r
１
n cos θ ＋ ２（n － １）π

n ＋ isin θ ＋ ２（ n － １）π
n

由三角函数的周期性

wk ＋ n ＝ r
１
n cos θ ＋ ２（ k ＋ n）π

n ＋ isin θ ＋ ２（ k ＋ n）π
n

＝ r
１
n cos θ ＋ ２ kπ

n ＋ isin θ ＋ ２ kπ
n

＝ wk
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可见 ，除 w ０ ，w １ ，… ，w n － １ 外 ，均是重复出现的 ，故这 n 个复数就是所要求的 n 个

根 ．

当 z ＝ ０ 时 ，w ＝ ０ 是 z
１
n ＝ ０ 的 n 重根 ．

在上面的推导过程中 ，可取 θ为一个定值 ，通常取主辐角 ．若用指数表示式 ，则
当 z ＝ rei θ时 ，

wk ＝ r
１
n ei（ θ＋ ２ k π）

n 　 　 （ k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，n － １）
　 　 例 1 ．4 　 求方程 w４ ＋ １６ ＝ ０ 的四个根 ．

解 　 因为 － １６ ＝ ２４ e（ ２ k ＋ １ ） π i ，所以方程可化为

w４ ＝ ２４ e（ ２ k ＋ １ ） π i

于是

w ＝ ［２４ e（ ２ k ＋ １ ） π i ］
１
４ ＝ ２e π

４ ＋ k
２ π i 　 　 （ k ＝ ０ ，１ ，２ ，３）

即

w ０ ＝ ２ei π４ ＝ ２ cos π
４ ＋ isin π

４ ＝ ２（１ ＋ i）
w １ ＝ ２ei ３ π４ ＝ ２ cos ３π４ ＋ isin ３π

４ ＝ ２（－ １ ＋ i）
w２ ＝ ２ei ５ π４ ＝ ２ cos ５π４ ＋ isin ５π

４ ＝ － ２（１ ＋ i）
w ３ ＝ ２ei ７ π４ ＝ ２ cos ７π４ ＋ isin ７π

４ ＝ ２（１ － i）

图 １ ．２ 　

w ０ ，w １ ，w ２ ，w ３ 恰好是以原点为圆心 、半径为 ２ 的圆

w ＝ ２ 的内接正方形的四个顶点（图 １ ．２） ，且
w １ ＝ i w ０

w ２ ＝ i w １ ＝ － w ０

w ３ ＝ i w ２ ＝ － i w ０

　 　 一般情况下 ，
n
z ＝ z

１
n 的 n 个根就是以原点为中

心 、半径为 r
１
n 的圆的内接正多边形的 n 个顶点所表示

的复数 ．

1 ．1 ．5 　 复球面与无穷远点

　 　 复数可以用平面上的点表示 ，这是复数的几何表示法的一种 ，另外还可以用球

面上的点表示复数 ．
设 Σ 是与复平面 C 切于原点 O 的球面 ．过原点 O 做垂直于平面 C 的直线 ，与

Σ 的另一交点为 N ．原点 O 称为 Σ 的南极（S 极） ，点 N 称为 Σ 的北极（图 １ ．３） ．
已知平面 C上的任意点 P 都能对应一个复数 z ，联结 PN ，则和球面 Σ 交于唯一异
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　 图 １ ．３

于 N 的点 Q ，就用 Q 表示 P ．于是平面 C 上任意

点 P 都有球面 Σ 上唯一表示它的点 Q ；反之 ，对
球面 Σ 上任意异于 N 的点 Q ，过 N ，Q 的直线与

平面 C交于唯一点 P ．显然 ，Q 正好是 Σ 上表示

P 的点 ，这说明 ：任何复数 z 都可以用球面 Σ 上

的一点 Q 表示 ；反之 ，球面 Σ 上任何异于 N 的

点 Q 都能表示唯一的复数 z ．球面 Σ 的北极 N
不能对应平面 C 上的一个定点 ．当球面 Σ 上的

点离北极 N 越近时 ，它所表示的复数的绝对值越大 ．于是 ，在复平面 C 上加进去一

个假想的点 ，正好让它和北极 N 对应 ，称它为无穷远点 ，并记做 ∞ ．此处符号 ∞ 代

表一个点 ——— 无穷远点 ，不要和过去曾使用过的无穷大相混肴 ．就是说 ，这里的 ∞
是复平面上加进去的对应于北极 N 的点 ，而无穷大量是一个变量 ．在复平面中加

进去对应于北极的点 ——— 无穷远点之后 ，称它为扩充复平面 ．而前面提到的 Σ 称

为复球面 ．
对无穷远点而言 ，其实部 、虚部和辐角等概念都没有意义 ，而约定 ∞ ＝ ＋ ∞ ．

通常的复数称为有限复数或有限点 ，并且 z ＜ ＋ ∞ ．为了使用方便 ，做如下约定 ：
设 α是有限复数 ，则

α ± ∞ ＝ ∞ ± α ＝ ∞
α· ∞ ＝ ∞ · α ＝ ∞ 　 　 （α ≠ ０）
α
∞ ＝ ０ 　 　 （α ≠ ∞ ） ，　 　 α

０ ＝ ∞ 　 　 （α ≠ ０）

而 ∞ ± ∞ ，０ · ∞ ，００ 以及 ∞
∞ 没有意义 ．

１ ．２ 　 平 面 点 集

1 ．2 ．1 　 区域

先介绍邻域 、内点 、外点 、边界点的概念 ，再给出开集和区域等定义 ．

１ ．邻域

z０ 是复平面内的定点 ，满足不等式

z － z０ ＜ δ （１１１）
的一切点所组成的集合｛ z ｜ z － z０ ｜ ＜ δ｝称为 z０ 的 δ邻域 ，简称为 z０ 的邻域 ，其中

δ＞ ０ ．z０ 的邻域实际上是以 z０ 为中心 ，δ为半径的圆的内部所有点组成的点集 ．简
记为 B（ z０ ，δ） ．
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由满足不等式 ０ ＜ ｜ z － z０ ｜ ＜ δ所有点构成的集合称为 z ０ 的去心邻域 ，而满足

不等式

| z | ＞ R 　 　 （ R ＞ ０） （１１２）
的一切点（包括无穷远点）的集合称为无穷远点的邻域 ，用 R ＜ ｜ z｜ ＜ ＋ ∞ 表示无穷

远点的去心邻域 ．也就是说 ，在扩充复平面中 ，去掉圆｜ z｜ ＝ R 及其内部点的点集称

为无穷远点的邻域 ；而在普通复平面中 ，去掉｜ z｜ ≤ R 的一切点的集合称为无穷远

点的去心邻域 ．

２ ．内点

设 E 是复平面上的点集 ，z０ 是一个定点 ，若存在 z０ 的一个邻域 ，使得该邻域

内的一切点均属于 E ，则称 z０ 是 E 的内点 ．即存在 ρ＞ ０ ，满足

B（ z ０ ，ρ） ＝ ｛ z | z － z０ | ＜ ρ｝  E

３ ．外点

设 E 是复平面上的点集 ，z０ 是一个定点 ，若存在 z０ 的一个邻域 ，使得在此邻

域内的一切点均不属于 E ，则称 z０ 是 E 的外点 ．即存在 ρ＞ ０ ，满足

B（ z０ ，ρ） ∩ E ＝ ｛ z | z － z０ | ＜ ρ｝ ∩ E ＝ 
此处 表示空集 ．

４ ．边界点

设 E 是复平面上的点集 ，z０ 是定点 ，若 z０ 的任何邻域内都含有属于 E 的点和

不属于 E 的点 ，则称 z０ 是 E 的边界点 ．即对任意的 ρ＞ ０ ，存在 z１ ，z２ ∈ B（ z０ ，ρ） ，满
足

z１ ∈ E ，　 　 z２  E
　 　 显然 ，E的内点属于 E ，而外点不属于 E ，但边界点既可能属于 E ，也可能不属

于 E ．
E 的边界点的全体所组成的集合称为 E 的边界 ，记做  E ．

５ ．开集

设 G是复平面上的点集 ，如果 G 中的点全部是 G 的内点 ，则称 G 是开集 ．
例 1 ．5 　 设 z０ 是定点 ，r ＞ ０ 是常数 ，则以 z０ 为中心 ，r 为半径的圆的内部点 ，

即满足不等式

| z － z０ | ＜ r （１１３）
的一切点 z 所组成的点集（ z０ 的 r 邻域）是开集 ，而当 ０ ≤ r ＜ R（ r ，R 均是常数）时 ，
满足不等式
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r ＜ | z － z０ | ＜ R （１１４）
的一切 z 所组成的点集也是开集 ．但满足不等式

r ＜ | z － z０ | ≤ R （１１５）
的一切点所组成的点集不是开集 ．因为在圆周｜ z｜ ＝ R 上的点属于由式（１１５）确定

的集合 ，但这些点不是它的内点 ，而是边界点 ．
在圆周｜ z － z０ ｜ ＝ r 和圆周｜ z － z０ ｜ ＝ R 上的点都是由式（１１４）及式（１１５）所

确定的点集的边界点 ．但两个圆周上的点都不属于由式（１１４）所确定的点集 ，内圆

周｜ z － z０ ｜ ＝ r 不属于由式 （１１５）所确定的点集 ，外圆周｜ z － z０ ｜ ＝ R 属于由式

（１１４）所确定的点集 ．

６ ．区域

设 D 是复平面上的点集 ，如果满足以下两个条件 ：
（１） D 是开集 ；
（２） D 内的任何两点 z １ 和 z２ 都可以用一条完全位于在 D 内的折线 ，把 z１ 和

z２ 连接起来（具有这个性质的点集叫做连通的） ，则称 D 是复平面上的区域 ．简单

地说 ，连通开集称为区域 ．
例 1 ．6 　 由式（１１３）和式（１１４）所确定的点集都是区域 ，分别称为圆域和圆环域 ，

但由式（１１５）所确定的点集不是区域 ，因为虽然具有连通性 ，但不是开集（图 １４） ．

图 １ ．４

　 　 由区域 D 和它的边界 D 所组成的点集 ，称为闭区域 ，记做 珚D ．例如 ，由式｜ z － z０ ｜
≤ r所确定的点集 ，由 r ≤ ｜ z － z０ ｜ ≤ R 所确定的点集以及由｜ z｜ ≥ R所确定的点集都是

闭区域 ．
如果一个平面点集完全包含在原点的某一个邻域内 ，那么称它是有界的 ．例

如 ，前面所举的由式（１１３）和式（１１４）及式（１１５）所确定的点集都是有界的 ，但
｜ z｜ ≥ R所确定的点集不是有界集 ．不是有界集的点集叫做无界集 ．例如 ，整个复平

面是区域 ，也是闭区域 ，同时也是无界集 ，｛ z ｜ z｜ ≥ R｝是无界闭区域 ．

1 ．2 ．2 　 Jordan 曲线 、连通性

区域的边界往往由一条或多条曲线组成 ．因此 ，下面首先讨论复平面上的曲线
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及其方程 ．
当 x ＝ x（ t） ，y ＝ y（ t）（α≤ t ≤ β）为连续函数时 ，上述参数方程在 xO y 平面上表

示一条连续曲线 C ．把 xOy 平面视为复平面时 ，曲线 C 的参数方程可表示为

z ＝ z（ t） ＝ x（ t） ＋ i y（ t） 　 　 （α ≤ t ≤ β） （１１６）
其中 ，x（ t） ，y（ t）是［α，β］上连续的实值函数 ．

曲线 C在复平面上的参数方程（１１６）不仅确定了曲线的形状 ，实际上还给出

了曲线的方向 ，也就是说 ，曲线是沿着 t 增加的方向变化的 ．复平面上对应于

z（α） ＝ x（α） ＋ i y（α）的点称为曲线 C的起点 ，对应于 z（β） ＝ x（β） ＋ i y（β）的点称为

曲线 C的终点 ．若曲线 C 的起点与终点重合 ，即 z（α） ＝ z（β） ，则称 C 是闭曲线 ．例
如 ，z ＝ z（ t） ＝ α（cos t ＋ isin t）（０ ≤ t ≤ ２π）是一条闭曲线 ，因为 z（０） ＝ z（２π） ＝ α．

对方程（１１６）做变量代换后 ，得
z ＝ z（β ＋ α － t） 　 　 （α ≤ t ≤ β） （１１７）

在复平面上 ，由式（１１６）和式（１１７）确定的点集是相同的 ，但由式（１１７）所确定的

曲线的起点 z（β）恰好是由式（１１６）所确定的曲线的终点 ，由式（１１７）所确定的曲

线的终点 z（α）恰好是由式（１１６）所确定的曲线起点 ，因此 ，由式（１１７）所确定的

曲线与由式（１１６）所确定的曲线形状相同 ，但方向相反 ．用 C － 表示与 C 形状相

同 、方向相反的曲线 ．
如果 t１ ≠ t２ ，有 z（ t１ ） ＝ z（ t２ ） ，则称 z（ t１ ） ＝ z（ t２ ）是曲线 z ＝ z（ t）的重点 ．如果连

图 １ ．５ 　

续曲线 C ：z ＝ z（ t）（α≤ t ≤ β）除起点与终点

之外无重点 ，即除 t１ ＝ α ，t２ ＝ β 之外 ，如果

t１ ≠ t２ ，有 z（ t１ ） ≠ z（ t２ ） ，则称曲线 C 是简

单曲线 ．连续的简单闭曲线称为 Jordan
（若尔当）曲线（图 １５） ．

正如 Jordan 所指出的 ，任何 Jordan
曲线 C将平面分为两个区域 ，即内部区域

（有界）与外部区域（无界） ，C 是它们的公共边界 ．
Jordan 曲线 C有两个方向 ，当 z 沿着给定这个方向变化时 ，若 C 的内部出现

在点 z 的前进方向的左侧 ，就规定这个方向是正的 ；否则就说是负的 ．简单地说 ，规
定逆时针方向为曲线的正向 ，顺时针方向为曲线的负向 ．

如果曲线 C的参数方程（１１６）中的 x（ t） ，y（ t）都在［α ，β］上存在连续的导函

数 ，且对任何 t ∈ ［α，β］ ，都有

［ x′（ t）］２ ＋ ［ y′（ t）］２ ≠ ０
称 C 是一条光滑曲线 ．由几段光滑曲线依次相接的曲线称为按段光滑曲线 ．能求

出长度的曲线称为可求长曲线（在此不细讨论） ，按段光滑曲线是一条可求长曲线 ．
设 D 是复平面内的一个区域 ，如果位于 D 内的任何 Jordan 曲线的内部区域
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也都包含于 D ，则称 D 是单连通区域 ．例如 ，整个复平面 ，复平面中去掉从一定点

出发的射线而得到的区域 ，一条 Jordan 曲线的内部区域等都是单连通区域 ．
若区域 D 不是单连通区域 ，则称它为多连通区域 ．例如 ，０ ＜ ｜ z － z０ ｜ ＜ ＋ ∞ ，

r ＜ ｜ z － z０ ｜ ＜ R等都是多连通区域 ．
设 C０ ，C１ ，C２ ，… ，Cn 都是 Jordan 曲线 ，C１ ，C２ ，… ，Cn 中的每一条都在其余的

外部 ，而它们都包含在 C０ 的内部 ，则位于 C０ 内部 ，且在 C１ ，C２ ，… ，Cn 外部的点所

组成的区域是多连通区域 ，更具体地说 ，是（n ＋ １）连通区域 ，C０ ，C１ ，C２ ，… ，Cn 是这

个区域的边界 ．如图 １ ．６ 所示是四连通区域 ．

图 １ ．６

形如式（１１６）的曲线 C不但给出了曲线的形状 ，同时确定了方向（ t 增加的方

向） ，但有时给出的曲线可能看不出曲线的方向 ，例如｜ z － z０ ｜ ＝ r ，此时应该指出选

定了什么方向 ．
如果未特别说明 ，约定一条 Jordan 曲线的正向为这条曲线的方向 ．例如 ：｜ z － z０ ｜

＝ r是指以 z０ 为中心 、r 为半径的圆的正向（即逆时针方向） ．

１ ．３ 　 连 续 函 数

定义 1 ．1 　 设 E 是复平面上的点集 ，若对任何 z ∈ E ，都存在唯一确定的复数

w 和 z 对应 ，称在 E 上确定了一个单值函数 ，用 w ＝ f（ z） ，w ＝ φ（ z）等符号表示该

函数 ．E称为该函数的定义域 ．
在上述对应中 ，当 z ∈ E 所对应的 w 不止一个时 ，称在 E 上确定了一个多值函

数 ．
例如 ，w ＝ ｜ z｜是以复平面 C为定义域的单值函数 ，而

w ＝ Arg z ＝ arg z ＋ ２ kπ 　 　 （ k ＝ ０ ，± １ ， ± ２ ，… ）
是定义在 C － ｛０｝上的多值函数 ．

以后不特别声明时 ，所指的复变函数都是单值函数 ．
定义 1 ．2 　 设复变函数 w ＝ f（ z）在 z０ 的某个去心邻域内有定义 ，A 是复常

数 ．若对任意给定的 ε＞ ０ ，存在 δ＞ ０ ，使得对一切满足 ０ ＜ ｜ z － z０ ｜ ＜ δ的 z ，都有

| f（ z） － A | ＜ ε
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成立 ．则称当 z趋于 z０ 时 ，f（ z）以 A为极限 ，并记做 lim
z → z ０

f（ z） ＝ A或 f（ z） → A（ z → z０ ） ．

定义 1 ．3 　 设 f（ z）在 z０ 的邻域内有定义 ，且 lim
z → z

０

f（ z） ＝ f（ z０ ） ，则称 f（ z）在 z０

处连续 ．
若 f（ z）在区域 D 内的每一点都连续 ，则称 f（ z）在区域 D 上连续 ．
以后还经常提到复变函数 f（ z）在连续曲线 C上的连续性和闭区域 D 上的连

续性 ．这时只要把定义 １ ．２ 和定义 １ ．３ 中的变化范围限制在 C 或者 D 上即可 ．此
处不再重复叙述 ．

应该注意 ：z ＝ x ＋ i y 和 w 都是复数 ，若把 w 记为 u ＋ i v 时 ，u 与 v 也是 z 的函

数 ，因此也是 x ，y 的函数 ．于是 ，可以写成

f（ z） ＝ u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y）
其中 u（ x ，y） ，v（ x ，y）都是关于实变量 x 、y 的二元函数 ．

定理 1 ．1 　 设 f（ z） ＝ u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y） ，则 f（ z）在 z０ ＝ x０ ＋ i y０ 处连续的充分

必要条件是 u（ x ，y） ，v（ x ，y）都在（ x０ ，y０ ）点连续 ．
证明 　 只需注意 ，由等式

f（ z） － f（ z０ ） ＝ ｛［ u（ x ，y） － u（ x０ ，y０ ）］２ ＋ ［ v（ x ，y） － v（ x０ ，y０ ）］２ ｝
１
２

可得不等式

| u（ x ，y） － u（ x０ ，y０ ） | ≤ | f（ z） － f（ z０ ） |
| v（ x ，y） － v（ x０ ，y０ ） | ≤ | f（ z） － f（ z０ ） |

f（ z） － f（ z０ ） ≤ u（ x ，y） － u（ x０ ，y０ ） ＋ v（ x ，y） － v（ x０ ，y０ ）
利用这些不等式及定义 １ ．２ ，结论易证 ．

这个定理说明复变函数 f（ z） ＝ u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y）的连续性等价两个二元实变

量 u（ x ，y） ，v（ x ，y）的连续性 ．
定理 1 ．2 　 设 f（ z） ，g（ z）都在 z ＝ z０ 点连续 ，则 f（ z） ± g（ z） ，f（ z） g（ z）都在

z ＝ z０ 点连续 ，而当 g（ z０ ） ≠ ０ 时 ，
f（ z）
g（ z）

也在 z ＝ z０ 点连续 ．

定理 1 ．3 　 设 φ（ z）在 z０ 处连续 ，φ（ z０ ） ＝ w０ ，而 f （ w）在 w ＝ w０ 点连续 ，则
f［ g（ z）］在 z ＝ z０ 点连续 ．

用定理 １ ．１ 或仿实函数类似的方法可以证明上述两个定理 ．由此可知多项式

P（ z） ＝ c０ z n ＋ c１ zn － １ ＋ … ＋ cn － １ z ＋ cn
在复平面内处处连续 ．而有理分式

R（ z） ＝ a０ z n ＋ a１ z n － １ ＋ … ＋ an ＋ １ z ＋ an

b０ z m ＋ b１ z m － １ ＋ … ＋ bm － １ z ＋ bm

在复平面内除分母为零的点之外 ，处处连续 ．其中 ，ai ，bi ，ci ，i ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，n 都是复

常数 ．
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以后还要用到以下的有界性定理 ．
定理 1 ．4 　 设 f（ z）在有限长的连续曲线 C上连续 ，则 f（ z）在 C 上有界 ．即存

在 M ＞ ０ ，当 z ∈ C 时 ，有｜ f（ z）｜ ≤ M ．
例 1 ．7 　 设复变函数 f（ z）在点 z０ 连续 ，且不为 ０ ，则存在 z０ 的某个邻域 ，使

f（ z）在此邻域内恒不为 ０ ．
证明 　 由于 f（ z）在点 z０ 连续 ，根据定理 １ ．１ ，u（ x ，y） ，v（ x ，y）在（ x０ ，y０ ）点连

续 ，因而二元实函数 ｜ f （ z） ｜ ＝ u （ x ，y）２ ＋ v （ x ，y）２ 在（ x０ ，y０ ）点连续 ．由条件

f（ z０ ） ≠ ０得｜ f（ z０ ）｜ ≠ ０ ．再由二元函数的连续性 ，必存在（ x０ ，y０ ）点的某个邻域 ，在
此邻域内 ，｜ f（ z）｜ ＞ ０ ，即 f（ z）在此邻域内恒不为 ０ ．

１ ．４ 　 解 析 函 数

1 ．4 ．1 　 复变函数的导数

设 w ＝ f（ z）是定义在区域 D 上的复变函数 ．类似于高等数学的方法 ，引入复

变函数导数的概念 ．
定义 1 ．4 　 设 z０ 是区域 D 内的定点 ．若极限

lim
z → z ０

f（ z） － f（ z０ ）
z － z０

（１ １８）

存在 ，则称 f（ z）在 z ＝ z０ 点可导 ，并把这个极限值称为 f（ z）在 z ＝ z０ 点的导数 ，记

作 f′（ z０ ） ．式（１１８）可以写为

lim
Δ z → ０

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）
Δ z

（１１９）

即当 f（ z）在 z ＝ z０ 点可导时

f′（ z０ ） ＝ lim
z → z ０

f（ z） － f（ z０ ）
z － z０ ＝ lim

Δ z → ０

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）
Δ z

　 　 若 f（ z）在区域 D 内每一点都可导 ，则称 f（ z）在区域 D 内可导 ．
此时 ，对 D 内任一点 z ，有

f′（ z） ＝ lim
Δ z → ０

f（ z ＋ Δ z） － f（ z）
Δ z

和实函数的情况一样 ，也用
dw
d z ，

d f（ z）
d z 等表示 f （ z）在 z 点的导数 ．

例 1 ．8 　 设 f（ z） ＝ z２ ，则 f（ z）在复平面内处处可导 ，且 f′（ z） ＝ ２ z ．
解 　 因为

f（ z ＋ Δ z） － f（ z） ＝ （ z ＋ Δ z）２ － z２ ＝ ２ zΔ z ＋ （Δ z）２
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lim
Δ z → ０

f（ z ＋ Δ z） － f（ z）
Δ z

＝ lim
Δ z → ０

（２ z ＋ Δ z） ＝ ２ z

所以 ，对复平面上的任何 z ， f（ z） ＝ z２ 可导 ，且 f′（ z） ＝ ２ z ．
例 1 ．9 　 证明 f（ z） ＝ x ＋ ２ yi 在复面内处处连续 ，但处处不可导 ．
证明 　 对复平面内任意点 z０ ，有
f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ） ＝ （ x０ ＋ Δ x） ＋ ２（ y０ ＋ Δ y）i － x０ － ２ y０ i ＝ Δ x ＋ ２ Δ yi

故 lim
Δ z → ０

［ f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）］ ＝ ０ ，这说明 f（ z） ＝ x ＋ ２ yi 在复平面内处处连续 ．但

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）
Δ z

＝ Δ x ＋ ２Δ yi
Δ x ＋ Δ yi

　 　 当 Δ y ＝ ０ ，Δ x ≠ ０ 时 ，有
f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）

Δ z ≡ １

当 Δ x ＝ ０ ，Δ y ≠ ０ 时 ，有
f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）

Δ z
≡ ２

于是

lim
Δ y ＝ ０
Δ x → ０

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）
Δ z

＝ １

lim
Δ x ＝ ０
Δ y → ０

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）
Δ z

＝ ２

就是说 z０ ＋ Δ z 沿平行于 x 轴的方向趋于 z 及平行于 y 轴的方向趋于 z ０ 时 ，商的

极限不同 ，这样
f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）

Δ z ＝
Δ x ＋ ２Δ yi
Δ x ＋ Δ yi ，当 Δ z → ０ 时极限不存在 ，所以

f（ z）在复平面内处处不可导 ．
复变函数导数的定义式（１１８）和高等数学中讲的一元函数 f（ x）的导数定义

在形式上完全一样 ，只不过把变量 x 换成 z 而已 ，由此可得出以下性质 ．
设 f（ z） ，g（ z） ，φ（ z）都可导 ，则
（１） （ C）′ ＝ ０ 　 （C是常数） ；
（２） ［ f（ z） ± g（ z）］′ ＝ f′（ z） ± g′（ z） ；
（３） ［ f（ z） g（ z）］′ ＝ f′（ z） g（ z） ＋ f（ z） g′（ z） ；

（４）
f（ z）
g（ z）

′

＝
f′（ z） g（ z） － f（ z） g′（ z）

［ g（ z）］２ ，　 g（ z） ≠ ０ ；

（５） ｛ f［φ（ z）］｝′ ＝ f′［ φ（ z）］ φ′（ z） ；
（６） （ zn）′ ＝ nzn － １ 　 （n 是自然数） ；

（７） f′（ z） ＝ １
φ′（ w） ，其中 z ＝ φ（ w）是 w ＝ f（ z）的反函数 ，且 φ′（ w） ≠ ０ ．
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1 ．4 ．2 　 解析函数

在复变函数论中起重要作用的是在一个区域上的可微函数 ．它具有很多在实

变量的情况下所不具有的性质 ，这类函数称为解析函数 ．
定义 1 ．5 　 设 f z 在区域 D 有定义 ．
（１） 设 z０ ∈ D ，若存在 z０ 的一个邻域 ，使得 f（ z）在此邻域内处处可导 ，则称

f（ z）在 z０ 处解析 ，也称 z０ 是 f（ z）的解析点 ；
（２） 若 f（ z）在区域 D 上每一点都解析 ，则称 f（ z）在区域 D 内解析 ，或称 f（ z）

是区域 D 内的解析函数 ；
（３） 设 G 是一个区域 ，若闭区域 D  G ，且 f（ z）在 G内解析 ，则称 f（ z）在闭区

域 D 上解析 ．
根据定义 ，f（ z）在区域 D 内解析和在区域 D 内可导是等价的 ；但在 z０ 处解析

和在 z０ 处可导意义不同 ，前者指的是在 z０ 的某一邻域内可导 ，但后者只要求在 z０
处可导 ；在 z０ 处解析和在 z０ 的某一个邻域内解析是一个意思 ；而闭区域上 D 解

析 ，指的是包含它的某一个区域内解析 ，也就是说 ，属于 D 的每一点都是 f （ z）的
解析点 ．

若 f（ z）在 z０ 处不解析 ，则称 z０ 是 f（ z）的奇点 ．若 z０ 是 f（ z）的奇点 ，但在 z０
的某邻域内除 z０ 之外 ，再没有其他的奇点 ，则称 z０ 是 f（ z）的孤立奇点 ．第 ４ 章将

详细讨论孤立奇点 ．
例 １ ．８ 中的 z２ 是全平面内的解析函数 ，但例 １ ．９ 中的 f（ z） ＝ x ＋ ２ yi 是处处

不解析的连续函数 ．
例 1 ．10 　 f（ z） ＝ z z ２ 在 z ＝ ０ 处可导 ，但处处不解析 ．
解 　 根据导数的定义 ，

lim
z → ０

f（ z） － f（０）
z

＝ lim
z → ０

z ２ ＝ ０

因此 f（ z）在 z ＝ ０ 处可导 ，且 f′（０） ＝ ０ ，当 z０ ≠ ０ 时 ，由 z ２ ＝ z 珔z ， z０ ２ ＝ z０ z０
得

f（ z） － f（ z０ ） ＝ z２ 珔z － z２０ z０ ＝ （ z２ 珔z － z２０ 珔z） ＋ （ z２０ 珔z － z２０ z０ ）
故

f（ z） － f（ z０ ）
z － z０

＝ （ z ＋ z０ ） 珔z ＋ z２０ 珔z － z０
z － z０

注意

lim
z → z ０

（ z ＋ z０ ） 珔z ＝ ２ z０ z０ ＝ ２ | z０ | ２

但当 z 分别从平行于 x ，y 轴方向趋于 z０ 时 ，珔z － z０
z － z０ 分别以 １ ，－ １ 为极限 ，因此

·５１·第 １ 章 　 复变函数与解析函数



lim
z → z０

珔z － z０
z － z０ 不存在 ．而 z２０ ≠ ０ ，于是当 z０ ≠ ０ 时 ，lim

z → z０

f（ z） － f（ z０ ）
z － z０ 不存在 ，所以 f（ z）

在 z ≠ ０时不可导 ．这样在复平面内 f（ z）处处不解析 ．

例 1 ．11 　 除 z ＝ ０ 点外 ，f（ z） ＝ １
z 在复平面内处处解析 ．

解 　 f（ z）在 z ＝ ０ 处不连续 ，故在 z ＝ ０ 处显然不可导 ，而 z ≠ ０ 时 ，根据性质

（４）与（６） ，f′（ z） ＝ － １
z２ ，即 z ≠ ０ 时 ， f′（ z）处处存在 ．对任何 z ≠ ０ ，都存在它的不

含 z ＝ ０点的邻域 ，在此邻域内 ，f′（ z）存在 ，故 z ≠ ０ 的点都是解析点 ．显然 ，z ＝ ０是
唯一的奇点 ，因此 ，也是孤立奇点 ．

根据性质（１） ～ （６） ，f（ z） ，g（ z）在区域 D 内解析 ，则 f（ z） ± g（ z） ，f（ z） g（ z）也

在 D 内解析 ，g（ z０ ） ≠ ０ 时 ，z０ 是
f（ z）
g（ z）

的解析点 ．特别地 ，多项式 P（ z）是全平面内

的解析函数 ，而有理分式 R（ z） ＝ P（ z）
Q（ z）

在复平面内除分母为零的点之外 ，处处解

析 ，分母为零的点是 R（ z）的孤立奇点 ．

１ ．５ 　 函数可导的充要条件

用定义判断复变函数的可导性很不方便 ，如例 １ ．１０ 的函数虽然不是很复杂 ，
但根据定义判断已经不容易 ，如果函数再复杂一些 ，就更不方便了 ．下面给出简便

而有效的判别方法 ．
首先给出复变函数可微的概念 ．
定义 1 ．6 　 设函数 f（ z）在 z０ 的某邻域内有定义 ，若存在复常数 A ，使得

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ） ＝ A Δ z ＋ αΔ z
其中 lim

Δ z → ０
α ＝ ０ ，则称 f（ z）在 z０ 点可微 ．

复变函数的可微与高等数学中学习过的一元实函数的可微在形式上看是相同

的 ．同样 ，我们也有复变函数在一点可微与可导等价 ，这可由下面引理得到 ．
引理 　 复变函数 f（ z）在 z０ 点可导的充分必要条件是 f（ z）在 z０ 点可微 ，即存

在常数 A ，满足

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ） ＝ A Δ z ＋ αΔ z
此时 A ＝ f′（ z０ ） ．

证明 　 若 f′（ z０ ）存在 ，设 A ＝ f′（ z０ ） ，则

lim
Δ z → ０

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）
Δ z

＝ A

令
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α ＝
f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）

Δ z － A

则

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ） ＝ AΔ z ＋ α· Δ z （１２０）
且 lim

Δ z → ０
α ＝ ０ ．反之 ，如果式（１２０）成立 ，则

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）
Δ z

＝ A ＋ α

令 Δ z → ０ ，则 f′（ z０ ） ＝ A 存在 ．
如果记 Δ w ＝ Δ f（ z０ ） ＝ f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ） ，则式（１２０）成为

Δ w ＝ Δ f（ z０ ） ＝ f′（ z０ ） Δ z ＋ α· Δ z （１２１）
　 　 当 Δ z → ０ 时 ，αΔ z 是 Δ z 的高阶无穷小量 ，f′（ z０ ） Δ z 是 Δ f（ z０ ）的线性主部 ．记
f′（ z０ ） Δ z 为 d f（ z０ ） ，并称它为 f（ z）在 z０ 处的微分 ．而当 z 为自变量时 ，记 Δ z ＝ d z 则

d f（ z０ ） ＝ f′（ z０ ）d z
对一般的可微点 z 处 ，有 d f（ z） ＝ f′（ z）d z ．

定理 1 ．5 　 复变函数 f（ z） ＝ u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y）在点 z０ ＝ x０ ＋ i y０ 处可微（即可

导）的充分必要条件是二元函数 u（ x ，y） ，v（ x ，y）在（ x０ ，y０ ）处都可微 ，并且满足

CauchyRiemann（柯西 黎曼）方程

u
 x ＝  v

 y ，　 　  u
 y ＝ －  v

 x （１２２）

此时 f′（ z０ ） ＝  u
 x （ x ０ ， y０ ）

＋ i  v
 x （ x ０ ，y ０ ）

．

证明 　 必要性 ．若 f′（ z０ ）存在 ，设 f′（ z０ ） ＝ a ＋ i b（a 与 b 是实常数） ，则由引理

f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ） ＝ f′（ z０ ） Δ z ＋ αΔ z
＝ （ a ＋ i b）（Δ x ＋ iΔ y） ＋ （α１ ＋ iα２ ）（Δ x ＋ iΔ y）
＝ （ aΔ x － bΔ y ＋ α１ Δ x － α２ Δ y）
　 ＋ i（ bΔ x ＋ aΔ y ＋ α２ Δ x ＋ α１ Δ y）

其中 ，α１ ＝ Reα，α２ ＝ Imα，且当 Δ z → ０ 时 ，α１ → ０ ，α２ → ０ ．
设 Δ u ＝ u（ x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － u（ x０ ，y０ ） ，Δ v ＝ v（ x０ ＋ Δ x ，y０ ＋ Δ y） － v（ x０ ，

y０ ） ，有
f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ） ＝ Δ u ＋ iΔ v

于是有

Δ u ＋ i Δ v ＝ （aΔ x － bΔ y ＋ α１ Δ x － α２ Δ y） ＋ i（ bΔ x ＋ aΔ y ＋ α２ Δ x ＋ α１ Δ y）
由两个复数相等的条件可得

Δ u ＝ aΔ x － bΔ y ＋ α１ Δ x － α２ Δ y
Δ v ＝ bΔ x ＋ aΔ y ＋ α２ Δ x ＋ α１ Δ y
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因此 ，u（ x ，y） ，v（ x ，y）在（ x０ ，y０ ）处可微 ，且
 v
 x ＝ b ＝ －  u

 y ，　 　  u
 x ＝ a ＝  v

 y
　 　 充分性 ．若 u（ x ，y） ，v（ x ，y）在（ x０ ，y０ ）处可微 ，且满足式（１２２） ．令

 u
 x ＝  v

 y ＝ a ，　 　  v
 x ＝ －  u

 y ＝ b

则

Δ u ＝ aΔ x － bΔ y ＋ ρε１ ，　 　 Δ v ＝ bΔ x ＋ aΔ y ＋ ρε２

其中 ，ρ＝ Δ x２ ＋ Δ y２ ＝ ｜ Δ z｜ ，且当 ρ → ０ 时 ，ε１ → ０ ，ε２ → ０ ．于是

　 f（ z０ ＋ Δ z） － f（ z０ ）
＝ Δ u ＋ iΔ v
＝ aΔ x － bΔ y ＋ ρε１ ＋ i（ bΔ x ＋ aΔ y ＋ ρε２ ）
＝ a（ Δ x ＋ iΔ y） ＋ b（iΔ x － Δ y） ＋ ρ（ε１ ＋ iε２ ）
＝ （a ＋ bi） Δ z ＋ ρ（ε１ ＋ iε２ ）

由 ρ＝ （Δ x）２ ＋ （Δ y）２ ＝ Δ z 可得 ρ（ε１ ＋ iε２ ） ＝ o Δ z Δ z → ０ ．由引理可知

f（ z）在 z０ 处可微 ，且 f′（ z０ ） ＝ a ＋ bi ＝ u
 x ＋ i  v x （ x ０ ，y ０ ）

．

当 z０ 在区域 D 内变化时 ，可以得出下面的定理 １ ．６ ．
定理 1 ．6 　 复变函数 f（ z） ＝ u（ x ，y） ＋ i v（ x ，y）在区域 D 内解析的充分必要条

件是 u（ x ，y） ，v（ x ，y）都在区域 D 内可微 ，且在 D 内满足 CauchyRiemann 方程

u
 x ＝  v

 y ，　 　  v
 x ＝ － u

 y
并且在区域 D 内

f′（ z） ＝  u
 x ＋ i  v

 x ＝ u
 x － i u y ＝  v

 y ＋ i  v
 x ＝

 y
 y － i u y （１２３）

　 　 例 1 ．12 　 证明 f（ z） ＝ ex （cos y ＋ isin y）是复平面 C 上的解析函数 ，且 f′（ z） ＝
f（ z） ．

证明 　 显然 ，u（ x ，y） ＝ e x cos y ，v（ x ，y） ＝ e x sin y 在复平面上可微 ，且
 u
 x ＝ ex cos y ，　 　  u

 y ＝ － ex sin y
 v
 x ＝ ex sin y ，　 　  v

 y ＝ e x cos y
u ，v 在复平面处处满足 CauchyRiemann 方程（１２２） ．所以 f（ z）是复平面 C 上的

解析函数 ．而根据式（１２３） ，

f′（ z） ＝ u
 x ＋ i  v x ＝ ex （cos y ＋ isin y） ＝ f（ z）
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　 　 例 1 ．13 　 设 f（ z） ＝ x２ ＋ y２ ＋ ２ x yi ，问 f（ z）在何处可微 ？ 是否解析 ？
解 　 记 u ＝ x２ ＋ y２ ，v ＝ ２ x y ，二元函数 u 和 v 在复平面内处处可微 ，但

 u
 x ＝ ２ x ，　 　 u

 y ＝ ２ y ，　 　  v
 x ＝ ２ y ，　 　  v

 y ＝ ２ x

只有在实轴 y ＝ ０ 上满足式（１２２） ．故 f（ z）在实轴上可微 ．但在任何一点的邻域内

都有不可微的点 ，因此 ，f（ z）处处不解析 ．
例 1 ．14 　 设 f（ z） ＝ x２ ＋ ax y ＋ by２ ＋ i（ cx２ ＋ d xy ＋ y２ ） ，其中 a ，b ，c ，d 是常数 ，

问它们取何值时 ，f（ z）在复平面上解析 ．
解 　 显然 ，u ＝ x２ ＋ a xy ＋ by２ ，v ＝ cx２ ＋ d x y ＋ y２ 在复平面可微 ，且

 u
 x ＝ ２ x ＋ ay ，　 　 u

 y ＝ ax ＋ ２ by

 v
 x ＝ ２ cx ＋ dy ，　 　  v

 y ＝ dx ＋ ２ y

当 a ＝ ２ ，b ＝ － １ ，c ＝ － １ ，d ＝ ２ 时 ，u ，v 满足 CauchyRiemann 方程 ，这时 f（ z）在复

平面解析 ．
CauchyRiemann 方程（１２２）在解析函数论及其在力学 、物理学等的应用中具

有根本性的意义 ，特别是在流体力学和静电场理论中 ，起到重要作用 ．

１ ．６ 　 初等解析函数

本节将具体讨论几个初等函数及其特性 ．这些函数是高等数学中基本初等函

数在复数域中的自然推广 ．

1 ．6 ．1 　 指数函数

由例 １ ．１２ 可见 ，函数

f（ z） ＝ e x （cos y ＋ isin y）
在 Z平面上解析 ，且 f′（ z） ＝ f（ z） ．当 z 为实数时 ，即当 y ＝ ０ 时 ， f（ z） ＝ e x 与通常

实指数函数一致 ，因此给出下面定义 ．
定义 1 ．7 　 假设 z ＝ x ＋ i y ，则由 e x （cos y ＋ isin y）定义了复指数函数 ，记

exp（ z） ＝ ex （cos y ＋ isin y）
或简记

e z ＝ ex （cos y ＋ isin y） （１２４）
显然

Re（e z ） ＝ ex cos y ，　 　 Im（e z ） ＝ e x sin y
| e z | ＝ ex ，　 　 Arg（e z ） ＝ y ＋ ２ kπ 　 　 （ k ＝ ０ ，± １ ，± ２ ，… ）

　 　 如果对于函数 f（ z）（ z ∈ C） ，存在着复数 T ∈ C ，使得 f（ z ＋ T） ＝ f（ z）对于所
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有 z ∈ C成立 ，则称 f（ z）为周期函数 ，称 T 为 f （ z）的周期 ，显然 nT（ n 为整数 ，且
n ≠ ０）也是 f（ z）的周期 ．

定理 1 ．7 　 e z 为指数函数 ，则 e z 在全平面解析 ，（e z ）′ ＝ e z ，且
（１） e z ＋ w ＝ e z e w 对所有 z ，w ∈ C成立 ，所以（e z ） n ＝ en z ；
（２） e z ≠ ０ ，如果 z ＝ x 为实数 ，当 x ＞ ０ ，ex ＞ １ ，当 x ＜ ０ ，ex ＜ １ ；
（３） e z 是周期函数 ，其周期 T ＝ ２nπi（n为非零整数） ；

（４） e π
２

i ＝ i ，eπ i ＝ － １ ，e ３
２
π i ＝ － i ，e２ π i ＝ １ ；

（５） e z ＝ １ 的充分必要条件是 z ＝ ２ nπi（n 为整数） ．
证明 　 只证明第一条 ，其余的请读者自证 ．
令 z ＝ x ＋ i y 和 w ＝ s ＋ i t ，于是由指数函数定义

e z ＋ w ＝ e（ x ＋ i y） ＋ （ s＋ i t） ＝ e（ x ＋ s） ＋ i（ y ＋ t）

＝ e x ＋ s［cos（ y ＋ t） ＋ isin（ y ＋ t）］
＝ e x e s［（cos ycos t － sin ysin t） ＋ i（sin ycos t ＋ cos ysin t）］
＝ ［ex （cos y ＋ isin y）］ · ［e s（cos t ＋ isin t）］
＝ e z · e w

由此可知

e z ＝ ex ＋ i y ＝ ex · ei y

由式（１２４） ，有
ei y ＝ cos y ＋ isin y

| ei y | ＝ cos２ y ＋ sin２ y ＝ １
　 　 例 1 ．15 　 求 exp（e z ）的实部与虚部 ．

解 　 令 z ＝ x ＋ i y ，因为

e z ＝ ex （cos y ＋ isin y） ＝ e x cos y ＋ iex sin y
所以

exp（e z ） ＝ ee x c o s y ［cos（e x sin y） ＋ isin（e x sin y）］
从而有

Re［exp（e z ）］ ＝ ee x c o s y · cos（ex sin y）
Im［exp（e z ）］ ＝ ee x c o s y · sin（ex sin y）

1 ．6 ．2 　 对数函数

定义 1 ．8 　 指数函数的反函数称为对数函数 ，即把满足方程

e w ＝ z 　 　 （ z ≠ ０）
的函数 w ＝ f（ z）称为 z 的对数函数 ，记作

w ＝ Ln z

·０２· 复变函数与积分变换



　 　 令 w ＝ u ＋ i v ，z ＝ reiθ ，则由 e w ＝ z（ z ≠ ０）可得 e u ＋ i v ＝ reiθ ，从而由复数相等的定

义知 eu ＝ r ，v ＝ θ＋ ２ kπ ，即
u ＝ ln r ，　 　 v ＝ θ ＋ ２ kπ 　 　 （ k为整数）

或

u ＝ ln | z | ，　 　 v ＝ Arg z
所以

w ＝ Ln z ＝ ln | z | ＋ iA rg z ＝ ln | z | ＋ i（arg z ＋ ２ kπ） 　 　 （ k ＝ ０ ， ± １ ，… ）
　 　 由于 Arg z 是多值的 ，所以 Ln z 是多值函数 ，若记

ln z ＝ ln | z | ＋ i arg z （１２５）
则对数函数可写为

Ln z ＝ ln z ＋ ２i kπ 　 　 （ k为整数）
　 　 对应某个确定的 k ，称为对数函数的第 k个分支 ，对应于 k ＝ ０ 的那个分支 ，则
称为对数函数主支（式（１２５）表示的是对数主支） ，ln z 称为对数函数的主值 ．

对数函数各分支之间 ，其虚部仅差 ２π 的倍数 ，因此 ，当给定特殊分支（即给定

k的值）时 ，Arg z 的值也就被确定 ．

例如 ，如果给定分支的虚部落在区间（ － π ，π）中 ，那么 Ln（１ ＋ i） ＝ ln ２ ＋ π
４ i ，

即取的是 k ＝ ０ 的那个对数分支 ．

如果给定分支的虚部落在区间（π ，３π）中 ，那么 Ln（１ ＋ i） ＝ ln ２ ＋ ９π
４ i ，即取的

是 k ＝ １ 的那个对数分支 ．这可在

Ln（１ ＋ i） ＝ ln | １ ＋ i | ＋ i A rg（１ ＋ i）
＝ ln ２ ＋ i arg（１ ＋ i） ＋ i２ kπ
＝ ln ２ ＋ i π

４ ＋ ２ kπ 　 　 （ k ＝ ０ ，± １ ， ± ２ ，… ）

中取 k ＝ １ 即得 ．
利用复数的乘积与商的辐角公式易证 ，复变函数的对数函数保持了实函数对

数函数的乘积与商的相应公式

Ln（ z１ z２ ） ＝ Ln z１ ＋ Ln z２
Ln z１

z２ ＝ Ln z１ － Ln z２ 　 　 （ z２ ≠ ０）

　 　 在实函数对数中 ，负数不存在对数 ；但在复变数对数中 ，负数的对数是有意义

的 ．例如

Ln（－ １） ＝ ln | － １ | ＋ i a rg（－ １） ＋ i２ kπ
＝ （２ k ＋ １）πi 　 　 （ k ＝ ０ ，± １ ，… ）

　 　 下面讨论对数函数的解析性 ．
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对于对数主支 ln z ＝ ln｜ z｜ ＋ i arg z ，其实部 ln｜ z｜在除原点外的复平面上处处

连续 ；但其虚部 arg z ∈ （ － π ，π］ ，它在原点与负实轴上都不连续 ，因为对于负实轴

上的点 z ＝ x（ x ＜ ０） ，有
lim
y → ０ －

arg z ＝ － π ，　 　 lim
y → ０ ＋

arg z ＝ π

图 １ ７ 　

所以 ，在除去原点与负实轴的复平面 C＼｛ x ＋ i y｜ y ＝ ０ ，
x ≤ ０｝上 ln z 处处连续 ．

定理 1 ．8 　 对数主支 ln z ＝ ln｜ z｜ ＋ iarg z 在区域

D ＝ C＼｛ x ＋ i y｜ y ＝ ０ ，x ≤ ０｝上解析（图 １ ．７） ，且 d
d zln z

＝ １
z ．

证明 　 记 f （ z ） ＝ ln z ，w （ h） ＝ f （ z ＋ h） ，则
lim
h → ０

w（ h） ＝ f（ z） ，由 e f（ z） ＝ z ，对任意的 h≠ ０ ，

lim
h → ０

f（ z ＋ h） － f（ z）
h

＝ lim
h → ０

f（ z ＋ h） － f（ z）
e f（ z ＋ h） － e f（ z）

＝ lim
w（ h） → f （ z）

１
ew （ h ） － e f （ z）

w（ h） － f（ z）

＝ １
e f（ z） ＝ １

z
对于其他各给定的对数分支 ，因为 Ln z ＝ ln z ＋ ２i kπ（ k确定） ，所以也有

（Ln z）′ ＝ （ln z ＋ ２i kπ）′ ＝ １
z

因此 ，对于确定的 k ，称 Ln z 为一个单值解析分支 ．
例 1 ．16 　 求 ln［（ － １ － i）（１ － i）］的值 ．
解 　 因为

ln（ － １ － i） ＝ ln ２ － ３π
４ i

ln（１ － i） ＝ ln ２ － π
４ i

所以

Ln［（－ １ － i）（１ － i）］ ＝ ln ２ － ３π
４ i ＋ （ln ２ － π

４ i） ＋ ２ kπi
＝ ２ln ２ － πi ＋ ２ kπi
＝ ln２ ＋ （２ k － １）πi

于是

ln［（ － １ － i）（１ － i）］ ＝ ln２ ＋ πi
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事实上 ，以上结果还可以由

ln［（－ １ － i）（１ － i）］ ＝ ln（－ ２） ＝ ln２ ＋ π i
获得 ．

1 ．6 ．3 　 幂函数

定义 1 ．9 　 设 z 为不等于零的复变数 ，μ 为任意一个复数 ，定义幂函数 zμ 为

eμ L n z ，即
z μ ＝ e μL n z

　 　 当 z 为正实变数 ，μ 为实数时 ，它与高等数学中乘幂的定义一致 ，而 z 为复变

数 ，μ 为复数时

z μ ＝ eμ L n z ＝ e（ ln | z | ＋ i a rg z ＋ i２ k π ） ＝ eμ （ l n z ＋ i２ k π ）

＝ eμ ln z · e２ k π μ i 　 　 （ k ＝ ０ ， ± １ ， ± ２ ，… ） （１２６）
由于 Ln z 的多值性 ，所以 zμ 也是多值的 ，eμ L n z 称为 z μ 的主值 ．

从式（１２６）可见 ：
（１） 当 μ 是整数时 ，z μ ＝ eμL n z 是单值函数 ；

（２） 当 μ 为有理数
p
q 时

p
q 为既约分数 ，zμ 是有限多值的 ，且

z μ ＝ e μL n z 　 　 （ k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，q － １）
　 　 （３） 当 μ 为无理数与虚部不为零的复数时 ，z μ 是无穷多值的 ．
　 　 上述定义实质上包含了一个复数的 n次幂函数与 n 次方根函数的定义 ．

（１） 因为当 μ ＝ n（n ≥ １ 自然数）时
z n ＝ enL n z ＝ eL n z ＋ L n z ＋ … ＋ L n z 　 　 　 　 　 （指数为 n 项之和）

＝ eL n z · eL n z · … · eLn z 　 　 　 　 　　 （ n个因子 eL n z 之积）
＝ z · z · … · z 　 　 　 　 　 　 　 　 （n 个 z 之积）

　 　 （２） 当 μ ＝ １
n时 ，有

z
１
n ＝ e １

n （ l n | z | ＋ i ar g z ＋ ２ k π i） ＝ e １
n ln | z | earg z ＋ ２ kπ

n i

＝
n
| z | · earg z ＋ ２ kπ i

n ＝
n
z 　 　 （ k ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，n － １）

当 z 给定时 ，它与 １ ．１ ．４ 小节中关于一个复数 z 的 n 次方根的定义完全一致 ．因为

Ln z 在区域 D ＝ C ＼｛ x ＋ i y｜ y ＝ ０ ，x ≤ ０｝上解析 ，所以函数在该区域上亦为解析 ．且
由复合函数求导公式可得

（ z μ ）′ ＝ （eu）′ ＝ u · １
z · e u Ln z ＝ u z u － １

　 　 关于函数 Ln z 的多值情况的单值化处理 ，本书不做详细讨论 ，一般都从它的

函数主支出发讨论各类问题 ．

·３２·第 １ 章 　 复变函数与解析函数




