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前 　 　言

计算流体力学（简称 CFD ，来源于英文的 Computational Fluid Dynamics）作为一门独
立的学科在近三十年成为流体力学与应用数学的热门研究内容 ．计算流体力学的发展促
使人们去重新书写流体力学基本方程和构造物理模型 、重新了解基本方程的性质 、重新理
解传统差分的局限 、重新研究一整套研究稳定性 、收敛性 、唯一性的理论 ．计算流体力学有
属于它的基本理论 、基本方法 、基本逻辑和它独特的应用范围 ，因而属于一门独立的学科 ．
计算流体力学的发展不但为流体力学研究提供了一种手段 ，而且带动了应用数学的发展
和促进了计算机的发展 ．

本书介绍计算流体力学最基本的原理 ．本书与一般计算流体力学书籍相比 ，并不深入
介绍具体的计算方法 ，而是试图把计算流体力学作为一门相对独立的学科来论述 ，内容包
括如下几乎具有同等重要性的六个方面 ：

一 、流体力学基本原理 ．流体力学基本原理自然是计算流体力学的基础 ．流体力学本
身包含了丰富的知识 ，但这里介绍的基本原理只涉及流体运动学基础 、动力学方程和方程
的特殊形式 ．流体力学基本原理将在第一章中介绍 ，主要强调流体力学基本方程是如何构
造的 ，如何推导它们的一些特殊形式和在不同坐标系中的形式 ．即使对具有一定流体力学
基础的读者也建议不要越过这一章 ，因为本章内容的取舍考虑了计算流体力学的需要 ．虽
然许多知识尤其是运动学基础是一般读者非常熟悉的 ，但也包含了一些读者不一定熟悉
的内容 ，如在非惯性坐标系下能量方程的推导 ．本章所强调的分析思维有助于读者阅读本
书其他部分的内容 ．另外 ，本书绝大多数章目都有边界条件（包括内边界条件）的讨论 ，了
解不同部分给定边界条件的方式能帮助正确理解如何处理边界条件 ．

二 、流体力学基本方程的计算形式和模型化处理 ．在连续介质力学范畴下 ，流体力学
基本方程为纳维 斯托克斯方程（Navier Stokes方程 ，简称 N唱S 方程） ，在理想流体假设
下为欧拉方程（Euler方程） ．基本方程有多种形式 ，但必须写成一些特殊形式（计算形式）
才便于用标准的计算方法求解 ．另外一般流体力学问题包含有由小到大的多种尺度 ，而一
般计算只考虑某种宏观尺度 ．为了只计算宏观尺度并考虑其他尺度的部分影响 ，必须进行
模型化处理 ．流体力学基本方程的计算形式和模型化处理将在第二章介绍 ，主要强调 N
S方程和欧拉方程的几种计算形式及其由来（包括所有的雅可比矩阵的计算及其对角化
处理） ，和具有典型多尺度效用的湍流和两相流问题的模拟原理 、特征多尺度问题的统一
计算方法 、方程的无量纲化处理 ．模型化处理是计算流体力学的一部分特殊的而且十分重
要的内容 ，在本书中以适当篇幅介绍 ，目的是体现计算流体力学基本原理的完整性 ．

三 、基本方程的性质 ．N S方程作为数学上的偏微分方程具有许多特殊性质 ，数学研
究还很不完善 ，数学上甚至很难证明 N S 方程是否有解 ．解的存在性 、唯一性与稳定性



是偏微分方程理论中的基本问题 ，即所谓的适定性问题 ．N S方程很特别 ，属于一种混合
型方程 ，不同分量方程的性质不一样 ；对于不同流动条件 ，方程的性质又不一样 ，但在理想
流假设下 N S方程即欧拉方程的基本性质决定了计算流体力学的地位 ．欧拉方程的处
理是计算流体力学的关键 ．欧拉方程在数学上属于双曲守恒方程 ，包含了丰富的数学内
容 ，如适定性 、特征理论 、弱解理论 、熵条件等 ．这些内容的研究构成了计算流体力学方法
研究的基础 ，将在第三章中介绍 ．

四 、构造计算方法的基本原理 ．N S方程属于非线性偏微分方程组 ，在一般情况下是
无法求解析解的 ，因此必须用计算机求解 ．计算机只能进行大量的加减乘除等简单代数运
算 ，计算机的这种运算速度是人的运算速度无法比拟的 ．通过用差分或其他办法把非线性
偏微分方程转化为只包含简单加减乘除等运算的代数方程组 ，编成程序后让计算机去按
规定顺序重复地不厌其烦地完成这些代数运算 ，便是构造计算方法的目的所在 ．但流体力
学方程的计算包含了一系列特殊问题 ，如果把计算方法中介绍的简单差分直接用于将方
程离散 ，那么所获得的数值方法或格式并不一定能计算流动问题 ．流体力学基本方程必须
用基于方程基本性质所构造的特殊方法才能求解 ，而且不同问题的求解对算法又有不同
要求 ．第四章将介绍构造计算方法的基本原理 ，包括有限差分方法 、非线性守恒系统的计
算方法 、边界处理的基本原理和时间积分方法 ．

五 、计算方法的分析理论 ．随意构造的计算方法不一定能直接使用 ．计算方法必须满
足一些特性才能使用 ，这些特性包括稳定性 、精度 、收敛性 、守恒性等 ．第五章将介绍这些
特性的分析理论 ．掌握这些分析理论有助于读者正确使用具体的计算方法 ，也可以帮助构
造新的计算方法 ．本章介绍的分析理论包含了一般计算流体力学书籍不存在的内容 ，如边
界处理的稳定性理论 、收敛性理论 、解的唯一性理论 、守恒性理论 、分区内边界处理的分析
方法等 ．

六 、实用化基础 ．虽然本书强调的是计算流体力学基本原理 ，目的不是让读者了解一
些能立即用于解决实际问题的具体方法 ，但作为结尾介绍一些实用化基础是必要的 ．第六
章将介绍一些实用化基础 ，包括网格系统的一些基本概念 、将数值方法推广到高维问题的
基本方法 、高维问题边界处理方法 、并行计算的一些概念和实际计算的一些经验 ．这些经
验是作者的一些个人经验 ，只供参考 ．

本书对计算流体力学的一些特殊方法（如拉格朗日方法 、有限元方法 、谱方法 、玻尔兹
曼方法 、格子气方法等）并不介绍 ，原因是这些特殊方法太多强调数学味道 ，或者还没有达
到实用的程度 ．

在计算流体力学方法研究中 ，主要存在两种思路 ．一种是应用数学家针对空气动力学
问题发展的可压缩流动计算方法 ，另一种是物理学家针对传热问题发展的不可压缩流动
计算方法 ．通过某种特殊处理 ，两种思路都试图将方法推广到另一种思路所侧重的问题 ．
本书只介绍第一种思路及第一种思路所涉及的问题 ．

本书尽量避免过于深奥的内容和手册式的介绍 ，尤其是本书中计算方法的介绍基本
只占篇幅的六分之一 ．熟悉湍流模拟的读者一定会觉得 ，第二章中有关湍流模拟的介绍过
于简单 ．为了强调整体内容的协调性 ，我们不得不将许多重要内容放弃或者淡化 ．实际上
本书中任何一章甚至一小节的内容都可能在专著中介绍 ．以有限的篇幅尽量协调和连贯
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地介绍计算流体力学部分最核心的内容 ，正是作者编写本书的目的所在 ．
由于作者水平有限和时间仓促 ，书中不可避免地存在一些失误和不足的地方 ，希望读

者批评指正 ．

　 　 　作 　者
２０００年 ３月于清华园
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本书主要符号

t 　时间

x 　空间坐标

x ，y ，z 或 x１ ，x２ ，x３ 　空间坐标的三个分量

V 　速度矢量

u ，v ，w 或 V１ ，V２ ，V３ 或 V x ，V y ，V z 　速度的三个分量

S 　应变率张量

P 　应力张量

ρ 　密度

p 　压力

T 　温度

e 　内能

E 　总能

H 　总焓

S 　熵

a 　音速



Ω 　有限体积

钞 　有限体积的边界

V 钞 　有限体积边界的移动速度

n ＝ （ nx ，ny ，nz） 　表面单位法向矢量

ex ，ey ，ez 　笛卡儿坐标系的三个基矢量

er ，eθ ，ez 　柱坐标系的三个基矢量

楚 ＝ 矪
矪 xex ，

矪
矪 yey ，

矪
矪 zez 　梯度算子

k ，h ，σ 　时间步长 ，空间步长 ，时间步长与空间步长的比

R 　实数集

C 　复数集

R ＋ 　正实数集

R － 　负实数集

Cp０ 　具有直至 p 阶连续偏导数的紧支集

ι 　虚数单位（ι＝ － １）
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第一章 　流体力学基本原理

流体力学基本原理是计算流体力学的基础 ．这里简要介绍连续介质力学假设下流体
力学最基本的原理 ，包括流体运动学基础 、流体动力学基础和基本方程的一些特殊形式 ．
内容的取舍和安排部分地考虑了计算流体力学的需要 ．

１ ．１ 　流体运动学基础

1 ．1 ．1 　描述流体运动的基本方法

　 　在连续介质力学假设前提下 ，流体力学描述流体微团集合的运动状态 ．流体微团属于
充满流体介质的空间中的微观上足够大（远远大于分子运动平均自由程）而宏观上足够小
（远远小于所感兴趣的流体运动空间尺度）的一团流体 ．在宏观上把流体微团看成一个质
点 ．有了流体微团这一定性认识后 ，在实用中不必再去关心微团有多大 ．

描述流体运动的方法有两种 ：欧拉方法（E） ，拉格朗日方法（L） ．有时也会看到所谓的
欧拉 拉格朗日混合方法 ．这些方法主要描述流体微团集合的运动状态 ，即流动参数 矱的
变化 ．流动参数包括运动特征量（如流体微团的速度 V）和热力学状态特征量即物性参数
（如流体微团的压力 p ，密度 ρ ，温度 T） ．流动参数的变化是针对时间 t甚至空间（坐标为
x）的变化 ．相应地 ，流动参数称为未知数或因变量 ，而时间甚至空间坐标称为自变量（空
间坐标是否为自变量取决于是否采用欧拉描述法） ．

欧拉方法 　在任意指定时刻 ，描述流动参数的空间分布 ．以时空坐标（ x ，t）为自变
量 ，将流动参数（主要有速度 、密度 、压力和温度以及它们的组合）表示为时空坐标的函数
（流动参数分布 ；也称参数场 ，如速度场和温度场）

矱 ＝ 矱（ x ，t） ＝ 矱E（ x ，t） ．

　 　拉格朗日方法 　从某时刻开始跟踪每一流体质点 ，记录对应质点流动参数的变化 ．以
初始时刻坐标 A和时间 t为自变量 ，将流动参数（主要有质点位移 x 、密度 、压力和温度
等）表示为

矱 ＝ 矱（ A ，t） ＝ 矱L（ A ，t） ．

质点位移函数 x ＝ x（ A ，t）（质点轨迹）也是因变量 ，它与初始坐标 A 成一一对应关系 ，
即 ：

x（ A ，０） ＝ A ，
x ＝ x（ A ，t） 痴 A ＝ A（ x ，t） ．



　 　两种方法可以按下面方式进行转换 ：
L E变换 　 x ＝ x（ A ，t） 痴 A ＝ A（ x ，t） ，

矱 ＝ 矱L（ A ，t） ＝ 矱L［ A（ x ，t） ，t］ ＝ 矱E（ x ，t） ，

V ＝ 矪 x（ A ，t）
矪 t A

＝ VL（ A ，t） ＝ VL［ A（ x ，t） ，t］ ＝ VE（ x ，t） ．

E L变换 　 V ＝ 矪 x
矪 t A

＝ VE（ x ，t） ，x（ A ，０） ＝ A 痴 x ＝ x（ A ，t） ，

矱 ＝ 矱E（ x ，t） ＝ 矱E［ x（ A ，t） ，t］ ＝ 矱L（ A ，t） ．

　 　欧拉描述法中的流动参数如果与时间无关 ，即 矱 ＝ 矱（ x） ，那么相应的流动称为定常
流动 ，否则称为非定常流动 ．一般很难存在严格意义上的定常流动 ．但如果流动参数随时
间的变化与所关心的平均值相比小得可以忽略不计 ，而且这种变化引起的宏观效应可以
忽略不计 ，则一般可以按定常流动处理 ．实际的定常流动或计算出的定常流动往往是由非
定常流动经过一段时间的变化过渡来的 ．如果采用拉格朗日法 ，则区别定常与非定常流动
不那么直观 ① ．

如果流动参数只与坐标的一个（如 x） 、两个（如 x ，y） 、或三个分量有关 ，则相应的流
动称为一维 、二维或三维流动 ．以后会看到 ，二维流动中还有所谓的平面二维流动和轴对
称二维流动 ．这种分类属于物理分类 ，还有工程或数学上的人为分类（主要是为了处理方
便） ，读者阅读某些流体力学书籍时会遇到零维流动 、准一维流动等概念 ．还有一种特殊方
法 ，将时间 、几何空间 、参数空间（包括速度 、温度 、密度 ，等等）看成统一的自变量即统一空
间来研究流体质点在统一空间某点出现的概率 ．统一空间（也称为状态空间）的维数可能
超过十维 ．这种描述方法称为 PDF方法 ．

1 ．1 ．2 　流场结构的几何描述

流线为固定时刻空间曲线（速度场矢量线） ，曲线上任意点的切向矢量与当地的速度

矢量重合 ，属于欧拉场描述法 ．取 V ＝ VE（速度为欧拉场速度） ，确定参数形式的流线 x ＝
x（ s）的方程为

d xd s × V ＝ ０ 　 （基本定义） ，

d x１
V１

＝
d x２
V２

＝
d x３
V３

＝ d s 　 （等价形式 １） ，

d xd s ＝ V 　 （等价形式 ２） ．

　 　流线具有如下性质 ：

·２· 计算流体力学基本原理

① 可以证明 ，对于拉格朗日法 ，定常流动条件可以表示为 ：

矪 矱L
矪 t －

矪 矱L
矪 A

矪 xL
矪 A

－１ 矪 xL
矪 t ＝ ０ ．



１）除奇点（ V ＝ ０ ，V ＝ ∞ ）外 ，同一时刻流场中的不同流线不相交（因空间每点只有一
个速度方向 ，所以除奇点（速度为 ０ 点 ，速度为 ∞ ）外 ，流线不会以有限角相交 ，但可以相
切） ；

２）对于非定常流动 ，不同时刻通过同一点的流线可以不重合 ；
３）对于定常流动和直线流动 ，不同时刻通过同一点的流线重合 ．
流面为某时刻过给定曲线（非流线）上每点做流线组成的面 ，从而在流面上 V· n ＝ ０ ，

这里 n为曲面的单位法向矢量 ．
流管为某时刻过给定闭曲线（非流线）上每点做流线组成的管状面 ，从而在流管壁上

V· n ＝ ０ ．根据物质不生不灭原理 ，流管不能在流体中间中断 ，否则流体在中断处不见了 ．
流管是由流线组成的 ，因流管不能中断 ，所以流线也不能在流体中中断 ．流管和流线或形
成闭环 、或终止于边界 、或终止于奇点 ．

将反映主要流动特征的流线画出得流线谱（画出所有过奇点的流线 ，画出与过奇点流
线渐近的流线 ，画出边界线） ．流线谱用于显示流动规律 ，已经存在可以画流线谱的标准软
件 ．

迹线为给定流体质点的运动轨迹 ，方程为

x ＝ xL（ A ，t） （拉格朗日法） ，

矪 x
矪 t A

＝ VE（ x ，t） （欧拉法） ．

　 　流线和迹线的区别在于 ：
１）流线是由同一时刻 、不同质点连起来的速度矢量场即为瞬间速度场状态 ；迹线是同

一质点在不同时刻的位移曲线（即指定质点的运动过程） ．因此对于非定常流场流线迹线
一般不重合 ，除非所有质点的流动都沿一个方向 ．

２）对于定常流场 ，通过同一点的流线不随时间变化 ，且任意时刻通过同一空间点的迹
线与流线重合 ．这是因为 ，两条线的切线都与当地速度方向一致 ，对于定常问题流线不随
时间变化 ．因任意点只有一个速度方向 ，所以经过同一点的迹线与流线不可能在某点分
开 ，否则在分开点出现两个速度方向 ．也可以从定常流动时确定它们的方程的等价性看
出 ：

d xd s ＝ V（ x） ，x（ s ＝ ０） ＝ A流线 ，

矪 x
矪 t A

＝ V（ x） ，x（ t ＝ ０） ＝ A迹线 ．

1 ．1 ．3 　质点加速度 、质点导数

考虑时刻 t处于坐标 x的流体质点 ．对应欧拉描述法该流体质点速度为 V（ x ，t） ．在
时刻 t ＋ δ t ，该流体质点运动到 x ＋ δ x ＝ x ＋ Vδ t ．在时刻 t ＋ δ t 处于坐标 x ＋ δ x 的流体
质点的速度为 V（ x ＋ δ x ，t ＋ δ t） ＝ V（ x ＋ Vδ t ，t ＋ δ t） ．所以 ，质点加速度为
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a ＝ lim
δ t → ０

V（ x ＋ Vδ t ，t ＋ δ t） － V（ x ，t）
δ t

＝ Vt ＋ V jVx j ， （１ ．１）

即

a ＝ Vt ＋ （ V · 楚 ） V ．

这里 Vt 为当地加速度 ，由流场的非定常效应产生 ；（ V· 楚 ） V ＝ V s 矪 V矪 s为迁移加速度 ，沿

流场速度方向（ s ＝ V／｜ V｜） ，由速度场的空间非均匀性产生 ．
对于拉格朗日方法 ，质点加速度按下式计算 ：

a ＝ 矪２ x
矪 t２ A

（ x ＝ xL（ A ，t）） ．

利用上式和
矪 x
矪 t A

＝ VE（ x ，t）将质点位移导数转换为欧拉描述法中的速度 ，即

a ＝ 矪 VE（ x ，t）
矪 t A

＝ 矪 VE（ x（ A ，t） ，t）
矪 t A

，

则同样可以得到方程（１ ．１） ．
质点携带的物理量随时间的变化率称为质点导数（有时称物质导数或随体导数） ．这

一定义的特殊性在于 ，我们按拉格朗日方法来定义变化率 ，但又要使用欧拉方法中的变
量 ．质点导数与前面加速度的定义（１ ．１）完全类似 ．加速度属于速度的质点导数 ．按质点加
速度同样的定义方式 ，得某物理量 矱（ x ，t）的质点导数的数学定义

D矱（ x ，t）
Dt ＝ lim

δ t → ０ ，δ x → ０ ，δ xδ t ＝ V

矱（ x ＋ δ x ，t ＋ δ t） － 矱（ x ，t）
δ t

＝ 矱t ＋ V · 楚 矱

因此 ，质点导数 D矱（ x ，t）Dt 等于局部导数 矱t ＝ 矪 矱
矪 t与对流导数 V· 楚 矱的和 ．习惯上 ，我们说局

部导数是由流动的非定常变化引起的效应 ，对流导数是通过对流（即流动）把周围流动参
数的不同值给带过来引起的效应 ．或者说 ，流体质点所携带的物理量随时间的变化 ，如果
以欧拉方法来衡量 ，来源于流动参数本身的非定常性和空间分布的非均匀性 ．因此流动参
数不变可以有多种解释 ．

例如 ，不可压缩流体指的是密度的质点导数处处为零即质点的密度不随时间变化 ．但
密度的质点导数为零并不意味密度不随时间变化或者密度不随空间坐标变化 ．例如 ，考虑
密度沿垂直方向（ z）均匀变化的不可压缩液体 ，即密度分布为 ρ ＝ ρ（ z） ．现在让这种液体
以恒速度 w 上升 ．现在考虑固定空间点 z 密度的变化 ，在任意时刻 t ，固定空间点流体质
点显然来自初始时刻处于 z０ ＝ z － wt的流体质点 ．因此 ，在时刻 t ，位于空间点 z 的流体

质点的密度为 ρ（ z － wt） ．虽然任意流体质点是不可压缩的即D ρD t ＝ 矪 ρ
矪 t ＋ w

矪 ρ
矪 z ＝ ρ′（ z －

wt）（ － w ＋ w） ＝ ０ ，但在任意点密度是随时间变化的 ，而且空间分布也不均匀 ．
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1 ．1 ．4 　流体微团运动分析

用泰勒展开 ，并保留低阶项 ，得距离为 δx的相邻两流体质点的速度差所满足的关系式
δV ＝ 楚 V · δ x

＝ １
２ （ 楚 V ＋ 楚 Vt） · δ x ＋ １

２ （ 楚 V － 楚 Vt） · δ x

＝ S · δ x ＋ A · δ x ．
这里 ，楚 V为速度梯度张量（ 楚 Vt 为 楚 V的转置） ，它可以分解为如下的对称张量和反对
称张量

S ＝ １
２ （ 楚 V ＋ 楚 Vt） ＝ （ si j） ，A ＝ １

２ （ 楚 V － 楚 Vt） ＝ （ ai j） ．

进一步有

si j ＝ １
２

矪 V i
矪 x j ＋

矪 V j
矪 x i ，

si j ＝ s′i j ＋
矪 V i
矪 x j δ i j ，

s′i j ＝ si j －
矪 V i
矪 x j δ i j ，

ai j ＝ １
２

矪 V i
矪 x j －

矪 V j
矪 x i ，

因此

δ V i ＝
矪 V i
矪 x j δ i jδ x j ＋ s

′
i jδ x j ＋ ai jδ x j ． （１ ．２）

　 　可以证明 ，
矪 V i
矪 x j δ i jδ x j 表示各向同性的体积膨胀率即线变形率 ；s′i jδ x j 表示体积不变

的纯变形率即角变形率 ；ai jδ x j 表示旋转运动（准刚体运动） ．因此 ，一点邻域内的相对运
动可以分解为各向同性的体积膨胀运动（拉伸运动） 、体积不变的纯变形运动和旋转运动
（准刚体运动） ．称 S应变率张量（包含线变形与角变形） ，A为旋转张量 ．

图 １ ．１ 　初始时刻的矩形及角点速度值

针对二维问题 ，用几何方法对上面的速度分解进行进一步说明 ．
考虑矩形流体微团 ，顶点按逆时针顺序分别为 A ，B ，C ，D ，矩形的边长为 δ x ，δ y ，设 A

点的速度分量为 u ，v ．于是忽略高阶项后各点的速度分量为（图 １ ．１）
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A ：u ，

B ：u ＋ 矪 u
矪 xδ x ，

C ：u ＋ 矪 u
矪 xδ x ＋ 矪 u

矪 yδ y ，

D ：u ＋ 矪 u
矪 yδ y ，

v ；

v ＋ 矪 v
矪 xδ x ；

v ＋ 矪 v
矪 xδ x ＋ 矪 v

矪 yδ y ；

v ＋ 矪 v
矪 yδ y ．

图 １ ．２ 　矩形的平动

　 　 因上述速度的各部分之间
只是一种线性叠加 ，所以可以进
行分解 ．最简单 、最符合逻辑的
分解如下 ：

平动（图 １ ．２）
A ：u ，v ；
B ：u ，v ；
C ：u ，v ；
D ：u ，v ．

　 　平动既不改变矩形的大小 ，也不改变矩形的形状 ．
拉伸运动或线变形（图 １ ．３）

A ：０ ，

B ：矪 u矪 xδ x ，

C ：矪 u矪 xδ x ，

D ：０ ，

０ ；

０ ；

矪 v
矪 yδ y ；

矪 v
矪 yδ y ．

图 １ ．３ 　矩形的拉伸运动

　 　 拉伸运动虽不改变矩形的形状 ，但改变矩形的大小 ．在初始时刻矩形的面积为 S ＝

δ xδ y ．在时刻 δ t ，矩形的面积为 S ＋ δ S ＝ δ x ＋ 矪 u
矪 xδ xδ t δ y ＋ 矪 v

矪 yδ yδ t ．

于是 ，面积的变化率为 　 δ S
Sδ t ＝

矪 u
矪 x ＋

矪 v
矪 y ．
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旋转运动（图 １ ．４）
A ：０ ，　 　 ０ ；

B ：０ ，　 　 矪 v
矪 xδ x ；

C ：矪 u矪 yδ y ，
矪 v
矪 xδ x ；

D ：矪 u矪 yδ y ，０ ．

图 １ ．４ 　矩形的旋转运动

　 　在 δ t时刻 ，AB轴（逆时针为正）转动的角度为

δα ≈ tanδα ＝

矪 v
矪 xδ xδ t

δ x ＝ 矪 v
矪 xδ t ．

　 　所以 ，AB轴的转动角速度为d αd t ＝ 矪 v
矪 x ．

在 δt时刻 ，AD轴（逆时针为正）转动的角度为

δβ ≈ tanδβ ＝
－ 矪 u

矪 yδ yδ t
δ y ＝ － 矪 u

矪 yδ t ．

所以 ，AD轴的转动角速度为d βd t ＝ － 矪 u
矪 y ．

一般情况下 ，AB 与 AD 轴的转动角速度不一样 ，即存在角变形 ．此时 ，把它们的平均
值定义为流体微团的转动角速度 εz ；把它们之差除以 ２定义成角变形率 γz ．即

εz ＝ １
２

矪 v
矪 x － 矪 u

矪 y ，γz ＝ １
２

矪 v
矪 x ＋ 矪 u

矪 y ．

　 　与二维问题类似 ，对于一般的三维问题 ，速度可以按如下方式进行几何分解 ：
A）体积变化率

矪 u
矪 x ＋ 矪 v

矪 y ＋ 矪 w
矪 z ．

　 　 B）绕 x ，y ，z 轴的转动角速度

εx ＝ １
２

矪 w
矪 y － 矪 v

矪 z ，εy ＝ １
２

矪 u
矪 z － 矪 w

矪 x ，εz ＝ １
２

矪 v
矪 x － 矪 u

矪 y ．

　 　 C）绕 x ，y ，z 轴的角变形率
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γx ＝ １
２

矪 w
矪 y ＋ 矪 v

矪 z ，γy ＝ １
２

矪 u
矪 z ＋ 矪 w

矪 x ，γz ＝ １
２

矪 v
矪 x ＋ 矪 u

矪 y ．

　 　事实上 ，可以将方程（１ ．２）写成下面的矩阵形式
δ u
δ v
δ w

＝ Q
δ x
δ y
δ z

．

这里

Q ＝

矪 u
矪 x

矪 u
矪 y

矪 u
矪 z

矪 v
矪 x

矪 v
矪 y

矪 v
矪 z

矪 w
矪 x

矪 w
矪 y

矪 w
矪 z

＝ Qsym ＋ Qanti ，

其中

Qsym ＝ １
２ （ Q ＋ Q t） ＝

矪 u
矪 x ０ ０

０ 矪 v
矪 y ０

０ ０ 矪 w
矪 z

＋

０ γz γy
γz ０ γx
γy γx ０

，

Qan ti ＝ １
２ （ Q － Q t） ＝

０ － εz εy
εz ０ － εx
－ εy εx ０

．

这里 Q t 为 Q 的转置矩阵 ．显然 ，Qsym为对称矩阵 ，Qan ti为反对称矩阵 ．于是 ，流体微团的
线变形对应矩阵 Q 对称部分的对角线元素 ，流体微团的角变形对应矩阵 Q 对称部分的
非对角线元素 ，流体微团的旋转运动对应矩阵 Q 反对称部分 ．于是证明了 Cauchy
Helmholtz速度分解定理 ：流体微团上任意点的运动 ＝参考点的移动 ＋体积膨胀运动 ＋ 角
变形运动 ＋旋转运动 ．

1 ．1 ．5 　散度与旋度 、速度位与流函数

速度的散度定义为

楚 · V ＝ 矪 u
矪 x ＋ 矪 v

矪 y ＋ 矪 w
矪 z ．

考虑流体微团 Ω ，其边界为 Σ ．在运动过程中 ，以速度 V运动的边界元 d Σ 在单位时间扫
过的体积为 V·d Σ ，因此 Ω 的体积变化为

d Ωd t ＝ dd t∫ Ω
d Ω ＝∫ Σ

V · d Σ ．

由高斯定理得
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d Ωd t ＝∫ Ω
楚 · Vd σ → Ω 楚 · V ，

所以 ，
１
Ω
d Ωd t | Ω → ０ ＝ 楚 · V ．

因此 ，散度为标定流体微团在运动过程中的体积变化率 ．显然 ，不可压缩流体也可以等价
地定义为速度的散度处处为零 ．

旋度定义为

ω ＝ 楚 × V ＝ det
ex ey ez
矪
矪 x

矪
矪 y

矪
矪 z

u v w

＝ 矪 w
矪 y － 矪 v

矪 z ex ＋ 矪 u
矪 z － 矪 w

矪 x ey ＋
矪 v
矪 x － 矪 u

矪 y ez

＝ ２εxex ＋ ２ εyey ＋ ２ εzez ．
　 　如果旋度处处为 ０ ，流动称为无旋运动 ；如果不是处处为 ０ ，则称为有旋运动 ．
在无旋运动假设下 ，有

矪 w
矪 y － 矪 v

矪 z ex ＋ 矪 u
矪 z － 矪 w

矪 x ey ＋
矪 v
矪 x － 矪 u

矪 y ez ＝ ０ ，

即速度满足如下柯西 黎曼关系式

矪 w
矪 y ＝ 矪 v

矪 z ，　
矪 u
矪 z ＝ 矪 w

矪 x ，　 矪 v
矪 x ＝ 矪 u

矪 y ．

　 　根据全微分存在定理 ，存在 矱 ，使得 d 矱 ＝ ud x ＋ vd y ＋ wd z ．称 矱为速度位（位函数 、

势函数） ．由 d 矱 ＝ 矪 矱
矪 xd x ＋ 矪 矱

矪 yd y ＋ 矪 矱
矪 zd z 得

u ＝ 矪 矱
矪 x ，　 v ＝ 矪 矱

矪 y ，　 w ＝ 矪 矱
矪 z ．

对于二维问题 ，矱 ＝ const 定义的曲线称为等位线 ；对于三维问题 ，矱 ＝ const 定义的曲面称
为等位面 ．显然 ，楚 · 矱与速度平行 ，所以等位面必与流线正交 ．

考虑二维不可压缩流体 ．对于不可压缩流体 ，速度散度为零 ，即
矪 u
矪 x ＋ 矪 v

矪 y ＝ ０ ． （１ ．３）

如果流体无旋 ，即存在位函数 矱 ，使得 ：u ＝ 矪 矱
矪 x ， v ＝

矪 矱
矪 y ．代入（１ ．３）得位函数所满足的拉

普拉斯方程

矪２ 矱
矪 x２ ＋ 矪２ 矱

矪 y２ ＝ ０ ．

除了用位函数描述流动外 ，还可以用所谓的流函数描述二维不可压缩流动 ① ．为了引进流
函数概念 ，先考察穿越直线段（在垂直于二维平面的方向取单位长度）
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d s ＝ d xex ＋ d yey
的流量

d ψ ＝ ud y － vd x ．
记

d ψ ＝ Ad x ＋ Bd y ，　 A ＝ － v ，　 B ＝ u ．
下面看 d ψ是否为全微分 ，即是否有下面的柯西 黎曼条件

矪 A
矪 y ＝ 矪 B

矪 x ．

上式等价于

矪（ － v）
矪 y ＝ 矪 u

矪 x ，

即

矪 u
矪 x ＋ 矪 v

矪 y ＝ ０ ．

这便是散度为零的条件 ，等价于不可压缩流动的定义 ．
因此 ，在不可压假设下 ，表达式

d ψ ＝ ud y － ud x ，
确实定义了一全微分 ，即存在函数 ψ ，满足

矪 ψ
矪 x ＝ － v ，矪 ψ矪 y ＝ u ．

　 　如果取 ψ为常数 ，即 d ψ ＝ ０ ，则有

ud y － vd x ＝ ０ 痴 ud x ＝ vd y ，
即 ψ为常数的线为流线 ．

因此 ，称由

ψ ＝∫ ud y － vd x ，u ＝ 矪 ψ
矪 y ，v ＝ － 矪 ψ

矪 x 　 ．

定义的 ψ为流函数 ．

将 u ＝ 矪 ψ
矪 y ，v ＝ － 矪 ψ

矪 x代入旋度为零的条件

矪 u
矪 y － 矪 v

矪 x ＝ ０ ，

得无旋流场中 ψ所满足的方程
矪２ ψ
矪 x２ ＋ 矪２ ψ

矪 y２ ＝ ０ ．

因此 ，流函数也满足拉普拉斯方程 ．另外由
楚 矱 · 楚 ψ ＝ （ u ，v） · （ － v ，u） ＝ ０ ，

所以流线和等位线是正交的 ．
采用流函数的好处在于 ，一旦获得流函数 ，那么由流函数等于常数就直接确定了流

线 ．给定速度场后 ，可以用成熟的商业软件画流线 ．但千万要注意 ，某些画流线的软件基于
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流函数概念 ．而流函数是针对二维不可压缩流动定义的 ．这类基于流函数的软件不能随意
用来画三维流动某个横截面或者二维可压缩流动的流线 ．读者在使用商业软件时必须先
确认软件的适应范围 ．

1 ．1 ．6 　旋涡运动学

在分析流体微团的变形时 ，已经知道速度梯度张量 楚 V 可以分解为表示纯变形的部

分 S ＝ １
２ （ 楚 V ＋ 楚 Vt）（对称张量）和表示旋转运动的部分 A ＝ １

２ （ 楚 V － 楚 Vt）（反对称
张量） ．由于二阶反对称张量只有三个独立分量 ，所以必然与某矢量形成一一对应关系 ．根
据速度分解定理中反对称矩阵 Q t 的表达式 ，A必与旋度 ω 成一一对应关系 ．可以验证 ：

A j k ＝ １
２ εi j k ωi ，　 A ＝ １

２ ω · ε ．

这里 ε ＝ ｛ εi j k ＝ ei·（ ej × ek）｝为置换张量 ．
因此可以用旋度来唯一表示流体维团的旋转运动 ．为了明确 ω 的物理意义 ，考虑刚

体在空间的一般运动 ．由理论力学知道 ，对于速度为 V０ 的任意基准点 ，矢径为 x 处质点
的速度为

V ＝ V０ ＋ Ω × x ．
这里 Ω 为刚体的瞬时角速度矢量（最多是时间的函数） ．对上式取旋度运算得

ω ＝ 楚 × V ＝ 楚 × （ Ω × x）
＝ Ω 楚 · x － Ω · 楚 x
＝ ３ Ω － Ω · I ＝ ２ Ω ，

因此 ，

Ω ＝ １
２ 楚 × V ＝ １

２ ω ．

即 ω 等价于于刚体运动中的角速度向量的两倍 ．因此可以称流体微团的旋转运动为准刚
体运动 ．

过流场中任一点有一条曲线 ，该曲线上任一点与旋度矢量方向相切 ，这种线称为涡
线 ．描述涡线的方程为

d x
ωx ＝ d y

ωy ＝ d z
ω z ． （１ ．４）

由定义可知 ，涡线上任一点的流体微团绕涡线的切线方向旋转 ．
在旋涡场取一非涡线的曲线 C ，过该曲线的任意点做涡线 ，这些涡线组成的曲面称为

涡面 ．
在旋涡场取一非涡线的封闭曲线 C ，过该曲线的任意点做涡线 ，这些涡线组成的管状

曲面称为涡管 ．称该涡管由闭曲线 C张成的涡管 ．
如果涡管截面积无限小 ，则称该涡管为涡管元 ；如果一涡管的外面流场的旋度均 ０ ，

则该涡管称为孤立涡管 ．
流场中如果至少存在一部分区域使得 ω ≠ ０ ，则流体运动称为有旋运动 ；如果在整个

·１１·第一章 　流体力学基本原理



区域中有 ω ＝ ０ ，则称流体运动为无旋运动 ．
根据所考察的流体团的几何尺度的不同 ，有旋运动存在两种不同的力学意义 ．
如果考虑宏观上无限小 ，微观上无限大的流体微团 ，则 ω 完整地表示了旋转运动 ，因

此 ω 也称为涡量（vorticity） ，它是表示流体微团旋转状态的量 ．因 楚 · ω ＝ 楚 ·（ 楚 × V） ＝
０ ，所以涡量场是管式场 ．特别注意的是 ，ω ≠ ０ 并不表示流体质点在做宏观上的旋转运
动 ．例如 ，对于剪切流动 u ＝ y ，v ＝ w ＝ ０ ，有 ω ＝ 楚 × V ＝ e３ ≠ ０ ，即旋度不为 ０ ．但流体质
点是在做水平直线运动 ．反过来 ，如果流体质点做整体旋转运动 ，并不表示一定有 ω ≠ ０ ．

例如 ，在柱坐标系（ r ，θ ，z）中考虑速度场 V r ＝ ０ ，Vθ ＝ １
r ，V z ＝ ０ ．此时对所有 r ≠ ０ ，

ω ＝ 楚 × V ＝ 矪 Vθ
矪 r ＋

Vθ
r ez ＝ ０ ，

而该速度场明显表示流体质点在做围绕原点的整体旋转运动 ．因此涡量反映的是局部运
动 ，而非整体运动 ．

如果考虑有限大小的几何尺度的流体团 ，涡是一种具有强烈旋转倾向的有限质量流
体的集合 ，往往是一种有组织的流体结构 ，此时这种结构称为有限大小的涡（vortex） ，简
称涡 ．它可以理解为涡量高度集中的区域 ，如涡管 、涡丝 ．上面考虑的第二个例子就是这样
一种涡 ，涡量集中在原点 ．自然界中的龙卷风 、船只航行时或摇动桨叶时水面出现的涡旋 、
烟圈 、浴盆放水时空气柱体周围的旋转流动等都是这种涡的例子 ．

对于某些流动 ，存在各种尺度的涡 ，它们相互叠加在一起并进行相互作用 ，使得流场
从某种观察角度看表现出强烈的无序性 ．例如 ，烟囱冒出的烟在靠近烟囱口是直的 ，离开
一段距离后便出现摇摆 ，最终散乱开 ，观察者看来运动表现出极其不规则 ．

涡的研究具有重要工程意义 ．例如汽车在行驶时 ，尾部会拖出涡来（路面尘土较厚时
很明显） ，这种涡增加汽车所受的空气阻力 ，造成不必要的能耗 ，因此需要控制涡的出现 ．
飞机也有类似情况 ．有时涡运动又能产生正面作用 ，最常见的例子就是洗衣机 ，利用旋转
运动使脏物快速与水混合以达到洗净衣服之目的 ．

取空间任意截面 ，截面积为 A ．定义 I ＝∫A ω· nd A 为通过 A 的涡通量 ．若 A 为涡管

上的截面 ，则涡通量也称涡管强度 ．

设 C为封闭曲线 ，线积分 ΓC ＝∫C V·d s称为速度环量 ．这里 ，d s为封闭曲线的弧元
素矢量 ．

设空间中有任意有界曲面 A ，曲面足够光滑 ．曲面的边界线为 C ．由曲面有界的假设 ，
边界线 C必为封闭曲线 ．称曲面 A为由曲线 C 张成的曲面 ，显然任意封闭曲线 C 可以张
成无数个曲面 ．如果曲面 A是单连通的 ，那么 C 为一条封闭曲线 ；如果 A 是双连通的 ，那
么 C为两条封闭曲线 ．因此这里考虑的封闭曲线可以是几条独立的封闭曲线的集合 ．对
任意矢量 R成立下面的斯托克斯定理 ．

∫C R · d s ＝∫A（ 楚 × R） · nd A ．

　 　速度环量定理 　沿封闭曲线 C的速度环量等于张在该曲线上任意涡管的涡通量（直
接由斯托克斯定理得到） ，因此 ，速度环量与涡通量之间是紧密联系的 ，二者都可用来衡量
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旋涡强度 ．由于速度环量只用到线积分和速度本身（无微分） ，所以在一般情况下用速度环
量研究旋涡运动更方便 ．

旋涡运动学性质 1（涡通量守恒定理） 　 在任意时刻 ，涡管中任意截面的涡通量与该
截面的位置无关 ．

证明思路是这样的 ：在涡管上取任意两个横截面 A 和 B ，横截面 A 和 B 的边界曲线
为 C１ 和 C２ ．考虑两截面 A和 B所界定的涡管壁 S（其边界由闭曲线 C１ 和 C２ 组成） ，在该

管壁上使用斯托克斯定理 ．由于在涡管上旋度与管壁外法线垂直 ，所以∫S ω· nd S ＝ ０ ．于

是有∫C
１

V·d s －∫C
２

V·d s ＝ ０ ，而∫C
１

V·d s与∫C
２

V·d s恰好等于两个截面上的涡通量 ，所

以任意两个截面上的涡通量相等 ．
旋涡运动学性质 2 　涡线与涡管不能在流体中产生或消失 ，只能在流体边界（含自由

边界 、无限远）上中断或形成闭合环 ．
涡管只可能在两种情形下产生或消失 ：一是涡管的截面积在流体中趋于 ０ ，此时涡管

强度必趋于无限大 ，这是不可能的 ；另一种情形是涡管或涡线在流体内部突然中断 ．设中
断面为 S ，在中断面邻域取两个面 A 与 B ，大小与 S 相等 ，一个在涡管内 ，一个在涡管外 ．
按性质 １类似的方法 ，可知通过 A 的涡通量与通过 B 的涡通量必然相等 ，也就是说涡管
终止于 S处不可能 ．

图 １ ．５ 　直角四面体流体微团的应力分析

１ ．２ 　流体动力学基本方程

1 ．2 ．1 　应力张量的本构方程

１ ．２ ．１ ．１ 　应力张量与应变率张量

　 　本构关系研究的是流体微团表面力（面积力）与流体微团的变形运动之间的关系 ，即

（表面）应力 P 与应变率 S ＝ １
２ （ 楚 V ＋ 楚 Vt ） ＝

（ si j）之间的关系 ．
考虑一直角四面体流体微团（图 １ ．５） ，四面体

的三个面 δ A１ ，δ A２ ，δ A３ 分别与直角坐标系（ x１ ，
x２ ，x３）的三个坐标面重合 ，从而它们的外法线方

向分别为 － e１ ，－ e２ ，－ e３ ．第四个面 δ An 外法线
方向为 n ＝ （ n１ ，n２ ，n３） ．各面上的面积力强度（单

位面积上的力）分别为 P － e
１
，P － e

２
，P － e

３
，P － n ．根

据作用力与反作用力定律 ，有
P－ e

１
＝ － Pe

１
，
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P－ e
２
＝ － Pe

２
，

P－ e
３
＝ － Pe

３
，

P－ n ＝ － Pn ．
　 　设流体微团体积为 δ Ω ，微团加速度为 α ，流体密度为 ρ ，则根据牛顿定律 ，有

ρδ Ωα ＝ ρδ Ω f ＋ Pnδ An ＋ P－ e iδ A i ．

这里 ρδ Ω f 为流体微团所受的体积力 ．利用明显关系式

ni ＝
δ A i
δ An ，limδ A n → ０

δ Ω
δ An ＝ ０ ，

牛顿定律可以简化为

Pn ＝ － P－ e ini ＝ Pe ini ．

将力矢量做分解

Pe i ＝ Pi jej ，

得力平衡关系式

Pn ＝ Pi jniej ．
因此 ，由

P · n ＝ Pn ，
可以定义张量 P ，称为应力张量 ，其分量为 Pi j ．有了应力张量 ，那么方向为 n的任意面上
的力可以按 Pn ＝ P· n确定 ．因此一般情况下面积力与面积的方向有关 ．很容易证明 ，应力
张量是对称张量 ，因而只有六个独立分量 ．对于某些特殊流体 ，有一些特殊力在起作用 ，从
而应力张量不对称 ．这里不考虑这种情况 ．对称性可以通过构造角动量守恒方程证明 ，也
可以用反证法 ．例如考虑正立方体微元 ，各边分别与某坐标轴平行 ．假定 P１２ ≠ P２１ ，则绕
z 轴的力矩平衡得不到满足 ．

１ ．２ ．１ ．２ 　简单实验观察

以气体为例 ，实验观察到 ，一般气体中是存在压力的 ，它与密度和温度成正比关系 ，压
力即是一种应力（表面力） ，与所考虑的表面垂直而且大小与方向无关 ．也可以从分子运动
论来阐述压力的存在（即气体分子相互碰撞的宏观表现） ．如果上下两层气体作相对滑动 ，
即存在剪切变形时 ，则因微观上的分子运动 ，使得运动快的那层（设上层）气体部分分子跑
到慢的那层（下层）气体里 ，把更高的动能带入下层 ，再经进一步分子碰撞使得下层气体运
动加快 ．同理下层也使上层运动变慢 ．这种相互抵抗一直持续到出现某种平衡为止 ，宏观
上表现为某种剪切力 ，阻止两层气体的无限变形 ．显然这种抵抗力与变形率大小有关 ，变
形率越大 ，抵抗力就越大 ，这样才能阻止变形 ．因此剪切应力与剪切变形率之间存在一定
的关系 ，流体的这种性质称为黏性 ．液体中也因分子之间的吸附作用存在上述类似性质 ．

牛顿在 １６８７年通过实验建立了切向应力和剪切变形率之间的关系 ，他用相互平行的
分别处于 y ＝ ０和 y ＝ h的两块长（可以近似认为无限长）平板之间的流动做实验 ，下平板
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图 １ ．６ 　牛顿实验装置

固定不动 ，上平板以速度 U 向右运动（图
１ ．６） ．实验发现 ，速度分布规律为

u（ y） ＝ U yh ．

　 　实验表明 ，必须在上平板与运动相同
的方向上施加一个切向力 F ，以抵消流体
作用在上平板上的黏性力 ．单位面积的切
向力满足如下关系式

τ ＝ μ Uh ．

由于
U
h ＝ d ud y ，所以上式可以写成

τ ＝ μ d ud y ．
这里 τ为切应力 ，d ud y为剪切变形率 ，μ只是与流体物理特性有关的常数 ，称为动力学黏性

系数 ，简称黏性系数 ，单位为 kg／m ．s ．有时也用运动黏性系数 v ＝ μ／ ρ ，单位为 m２／s ．
在常温下 ，空气的黏性系数为 μ ＝ １ ．８５ × １０ － ５ kg／m ．s ，水的黏性系数为 μ ＝ １０ － ４ kg／

m·s ．黏性系数与压力基本无关 ，但与温度的关系十分密切 ．
对于气体 ，黏性系数随温度增加而增加 ，这是因为气体黏性作用是由于分子运动（分

子扩散）引起的 ，温度增加 ，分子运动加快 ，黏性作用就越大 ．
对于液体 ，黏性系数随温度增加而减小 ，这是因为液体黏性主要是由于分子之间的吸

附力引起的 ，温度增加 ，吸附力减弱 ，黏性作用就越小 ．
气体的黏性系数与温度的关系可以从分子运动论导出 ．对于空气 ，存在如下的

Sutherland公式
μ（ T） ＝ const T

３
２

T ＋ C ，C ≈ １１０ ．４K ．

上述公式对于 T ＜ ２０００K 是基本成立的 ．

１ ．２ ．１ ．３ 　构造本构方程的基本原则

上面的牛顿公式是从简单剪切流动获得的 ，它表明黏性应力与应变率之间的关系 ，称
为本构关系 ．对于更复杂的流动 ，有更一般的本构关系 ，需要从理性力学或其他方法导出 ．

根据理性力学原理 ，本构方程应该符合下述基本原则 ．
１）可表性原则 ．应力和应变率张量都是张量 ，所以本构方程也应该是张量方程 ．又知

应力张量是对称张量 ，而应变率张量 S也可以分解成对称 si j与反对称 ai j两部分 ，因此应
力张量只应该是 si j的函数 ．

２）客观性原则 ．本构方程反映的是流体的物理特性 ，因此必须与坐标系无关 ，即不同
观察者得到的本构方程必须相同 ．

·５１·第一章 　流体力学基本原理



记 x′ ＝ x′ie′i ，x ＝ x iei ．考虑直角坐标系 ，当 e′i 相对 ei 作转动时 ，坐标基之间有关系式
ei ＝ αj ie′j ，e′i ＝ αi jej ．

由于 δ i j ＝ ei· ej ＝ αlie′l· e′mαm j ＝ aliαm jδ lm ＝ αliαl j ，所以 αliαl j ＝ δ i j ．同理 αimαj m ＝ δ i j ．
从解析几何知道 ，两坐标系中的位置向量 x和 x′有如下变换关系式

x i ＝ αj i x′j ，x′i ＝ αi j x j ．
考虑两个作相对运动的坐标系 x和 x′ ，且满足关系式

x′ ＝ x０（ t） ＋ Q（ t） · x ． （１ ．５）

这里 x０ 表示平动 ，Q表示 x′相对 x的转动 ．称 Q ＝ e′iQ i jej 为坐标架的转动张量 ．有 Q i j ＝
αi j ，QliQ l j ＝ δ i j ，Q im Q j m ＝ δ i j ．特别强调的是 ，这里的坐标系 x′属于一般的非惯性坐标系 ．

A）称标量 矱满足客观性原则 ，如果在变换（１ ．５）下成立 ：
矱′（ x′ ，t） ＝ 矱（ x ，t） ． （１ ．６）

　 　 B）称矢量 A满足客观性原则 ，如果在变换（１ ．５）下成立 ：
A′（ x′ ，t） ＝ Q · A（ x ，t） ，A′i（ x′ ，t） ＝ Q i j A j（ x ，t） ． （１ ．７）

　 　 C）称张量 P满足客观性原则 ，如果在变换（１ ．５）下成立 ：
P′（ x′ ，t） ＝ Q · P（ x ，t） · Qt ，P′i j（ x′ ，t） ＝ Q ilPlm（ x ，t） Q j m ． （１ ．８）

　 　关系式（１ ．６）至（１ ．８）对于静止坐标变换是本来成立的 ，反映了标量 、矢量和张量在静
止坐标变换下的不变性 ，属于标量 、矢量和张量的基本定义 ．客观性原则进一步要求 ，所考
虑的标量 、矢量和张量的这些不变性对运动坐标变换也是成立的 ，也就是说 ，构造本构关
系所使用的标量 、矢量和张量在运动坐标变换（１ ．５）下 ，也要满足不变性条件（客观性原
则）（１ ．６）至（１ ．８） ．

另外根据本构关系必须是张量关系式 ，所以也应该满足不变性条件（１ ．８） ．
假设剪切应力张量 τi j满足关系式

τi j ＝ f i j（ 矱 ，A l ，Pmn ，… ） ，

这里 f i j为二阶张量 ，矱为标量 ，A l 为矢量 ，Pmn为二阶张量 ．在运动参照系中 ，本构关系具
有形式

τ′i j ＝ f′i j（ 矱′ ，A′l ，P′mn ，… ） ．

　 　 根据客观性要求 ，矱 必须满足 （１ ．６） ，A l 必须满足 （１ ．７） ，Pmn ， f i j和 τi j必须满足
（１ ．８） ．

流体的物性参数如黏性系数属于标量 ，满足客观性要求（１ ．６） ．
流体的速度矢量 V l 却不满足（１ ．７） ，因此不能单独在本构关系式中出现 ．原来

V′i ＝
d x′i
d t ＝

d x′０ i（ t）
d t ＋ Q i j（ t）

d x j
d t ＋

d Q i j
d t x j ＝ V０ i（ t） ＋ Q i j V j ＋

d Q i j
d t x j ，

因 V０ i和
d Q i j
d t x j 对于运动坐标系不恒为零 ，所以关系式（１ ．７）不满足 ．

已经知道 ，应变率张量 si j满足可表性原则 ，即 s′i j ＝ Q iksklQ j l ，因此它满足客观性原则 ，
可以出现在本构关系中 ．事实上 ，由

V′i ＝ V０ i（ t） ＋ Q ik V k ＋
d Q ik
d t xk ，
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得

矪 V′i
矪 x′j

＝ Q ik
矪 V k
矪 x′j

＋
d Q ik
d t

矪 xk
矪 x′j

＝ Q ik
矪 V k
矪 x l

矪 x l
矪 x′j

＋
d Q ik
d t

矪 xk
矪 x′j

＝ Q ik
矪 V k
矪 x l Q j l ＋

d Q ik
d t Q jk ，

矪 V′j
矪 x′i

＝ Q ik
矪 V l
矪 x x Q j l ＋

d Q j k
d t Q ik ，

所以有

s′i j ＝ Q iksklQ j l ＋
d Q ik
d t Q j k ＋

d Q j k
d t Q ik ＝ Q iksklQ j l ＋

d QikQ j k
d t

＝ Q iksklQ j l ＋
dδ i j
d t ＝ Q iksklQ j l ．

　 　如果令 f i j为标量函数 ，则显然
τi j ＝ f（ μ ，si j）

满足客观性原则 ．

１ ．２ ．１ ．４ 　牛顿型流体的本构关系

有了可表性原则和客观性原则 ，便可大大减小构造本构关系的盲目性 ．但这些原则还
不能用以给出本构关系的具体表达式 ，还必须补充实验与假设条件 ．最常见的流体是牛顿
型流体 ，它是一种相对简单的非记忆性流体 ．

1 ．基本假设的分解与本构关系的导出

牛顿型流体的定义可以分解为如下几个基本假设 ：
１）运动流体的应力张量在运动停止后应趋于静止流体的应力张量 － pδ i j （ p 为热力

学压强） ．为此将应力张量 Pi j分解为 － pδ i j和 τi j两部分 ，即
Pi j ＝ － pδ i j ＋ τi j ．

这里 τi j为偏应力张量 ，运动停止时 τi j ≡ ０ ．偏应力张量也为对称张量 ．

２）偏应力张量 τi j的各分量是局部速度梯度张量
矪 V k
矪 x l的线性齐次函数

τi j ＝ ci jkl
矪 V k
矪 x l ．

这里 ci j kl表示流体黏性 ，是常数 ．例如 ，当
矪 V１

矪 x２ ≠ ０ ，而其他
矪 V k
矪 x l ＝ ０ 时 ，c１２１２ ＝ μ（黏性系

数） ．由于
矪 V k
矪 x l ＝ skl ＋ akl ，其中应变率张量 skl为对称张量 ，而旋转运动张量 akl为反对称张

量 ．由于 τi j是对称张量 ，所以必有 ci j klakl ＝ ０ ，从而
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τi j ＝ ci jklskl ．

　 　 ３）流体是各向同性的 ，即流体的性质不依赖于方向和坐标系的转换 ．因此 ci j kl必然是
四阶各向同性张量 ，其每一分量在旋转坐标变换下不变 ，即

c′i jkl ＝ ci j kl ．
　 　各向同性张量的特点是 ，将 ci jkl的各下标值作递增值相同的循环置换（如对 c１２３４ ，作 １
→ ２ ，２ → ３ ，３ → ４ ，４ → １ ，得 c２３４１ ） ，得另一分量 ，此分量值与原分量值相同 ，如 c２３４１ ＝ c１２３４ ，
c４１２３ ＝ c３４１２ ．由此不难证明 ，四阶各向同性张量可以表示为

ci j kl ＝ λδ i jδ kl ＋ αδ ikδ j l ＋ βδ ilδ j k ，

其中 λ ，α ，β均为标量 ．因此 ，四阶各向同性张量只有三个独立分量 ．
将下标 i ，j对调得

cj ikl ＝ λδ j iδ kl ＋ αδ j kδ il ＋ βδ j lδ ik ，

因此有

cj ikl ＝ λδ i jδ kl ＋ βδ ikδ j l ＋ αδ ilδ j k ．

由于 τi j ，si j都是对称张量 ，所以 ci j kl必然关于 i ，j 对称 ，即 ci jk l ＝ cj ikl ．于是

ci j kl ＝ １
２ （ ci j kl ＋ cj ikl） ＝ λδ i jδ kl ＋ μ（δ ikδ j l ＋ δ ilδ j k） ．

这里 μ ＝ １
２ （ α ＋ β） ．

于是 τi j ＝ λδ i jδ klskl ＋ μ（δ ikδ j l ＋ δ ilδ j k） skl ，即
τi j ＝ λskkδ i j ＋ ２ μsi j ．

因此牛顿流体应力张量的表达式为

Pi j ＝ （ － p ＋ λskk）δ i j ＋ ２ μsi j ． （１ ．９）

如果记

μ′ ＝ λ ＋ ２
３ μ ，

上式也可以写成

Pi j ＝ － pδ i j ＋ ２ μ si j － １
３ skkδ i j ＋ μ′skkδ i j ． （１ ．１０）

这就是广义牛顿定律 ，也称为牛顿流体的本构方程 ．

2 ．系数 μ ，μ′的物理意义

考虑简单剪切运动 u ＝ u（ y） ，v ＝ w ＝ ０ ．此时本构方程退化为

P１２ ＝ μ d ud y ，
因此 μ为前面提到的黏性系数 ．

考虑以点 M 为中心以 r → ０ 为半径的无限小球面 S 上法应力 Pn ＝ P· n 的平均值
（对所有方向进行平均）
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P ＝ １
４π r２∫S

Pn · nd S ＝ １
４π r２∫ S

Pi jninjd S

＝
r → ０ Pi j

４π r２∫S
ninjd S

＝
Pi j

４π r２∮ S

x i
r njd S ＝

Pi j
４π r３∮ S

x injd S

＝
Pi j

４π r３∮ S
x jδ i j njd S ＝

Pi j
４π r３∮ S

xkδ iknkδ kjd S

＝
Pi j

４π r３∮ S
（δ ikδ kj xk） nkd S

＝
Pi j

４π r３∫ V

矪（δ ikδ kj xk）
矪 xk d V

＝
Pi j

４π r３∫ V
δ ikδ j kd V

＝ １
３ Pi jδ ikδ j k ＝ １

３ （ P１１ ＋ P２２ ＋ P３３） ，

这里 ，V ＝ ４
３ π r３ 为球的体积 ．因此 M 点处所有方向上的法应力平均值等于 x１ ，x２ ，x３ 三

个方向上的法应力平均值 ，是一个不随坐标变化的量 ．进一步将广义牛顿定律代入上式得
P ＝ － p ＋ μ′ 楚 · V ．

　 　如果 楚 · V ＝ ０ ，则由上式得 P ＝ － p ，即不可压缩流体一点的法应力平均值等于其热
力学压强 ．

如果 楚 · V ＝ ０ ，那么上式表明 ，流体微团在运动过程中发生体积变化引起平均正应力
值发生 μ′ 楚 · V的变化 ，因此也称 μ′膨胀黏性系数或第二黏性系数 ．它反映了气体因膨胀
或收缩发生体积变化时 ，从一个状态过渡到另一个状态所对应的不可逆（非平衡）过程引
起的内耗 ．失去平衡后再恢复到新的平衡所需要的时间（弛豫时间）如果比宏观运动状态
改变所需时间短许多 ，则可以忽略第二黏性系数 ．事实上 ，除高温和高频声波等极端情况
外 ，对于一般气体分子运动可取第二黏性系数为 ０ ．早期斯托克斯假设 μ′ ＝ ０ ，因此习惯上
称 μ′ ＝ ０为斯托克斯假设 ．在斯托克斯假设下 ，本构方程中的压力就是平均正应力 ，它与
热力学中的压力具有不同含义 ，不能证明它们相等 ．但实际计算表明 ，在斯托克斯假设下 ，
可以认为本构关系中的压力等于热力学压力 ．

在斯托克斯假设下 ，广义牛顿定律可以写成

Pi j ＝ － pδ i j ＋ ２ μ si j － １
３ skkδ i j ． （１ ．１１）

3 ．本构关系在不同坐标系中的表达式

为了求得应力张量在各坐标系中的分量形式 ，将本构关系写成矢量形式

P ＝ － pI ＋ ２ μ S － １
３ 楚 · V I ＋ μ′ 楚 · V I ，

这里 I为单位张量 ，然后将矢量形式针对所考虑的坐标系进行分量分解 ．先求 楚 V ，再取
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