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序 　 　言

多元统计分析是数理统计学中近二十多年来迅速发展的一个分支 ．由于电子
计算机使用日益广泛 ，多元分析的方法也很快地应用到各个领域 ．在国外 ，从自然
科学到社会科学的许多方面 ，都已证实了多元分析方法是一种很有用的数据处理
方法 ；在我国 ，多元分析对于地质 、气象 、水文 、国家标准和误差分析等许多方面的
研究工作都取得了很大的成绩 ，引起了广泛的注意 ．

但是 ，目前非常缺少系统介绍多元分析的书 ，现有的书或者过于偏重理论 ，或
者过于偏重单纯地介绍方法 ．而迫切需要的则是这样一本书 ，它使得搞数学的人可
以从中看到多元分析方法的实际应用 ，使得搞实际工作的人可以从中看到相应的
一些理论 ．我们正是朝着这个目标来努力的 ，并希望本书能作为高等学校高年级学
生和研究生的入门书 ，也可以作为实际工作者的参考书 ．我们假定读者已具备一元
统计分析的知识 ．

全书共分九章 ，第一章系统介绍多元分析中常用的矩阵知识 ．本章内容大多只
阐述结论 ，而不给出证明 ．第二章到第五章 ，介绍多元正态分布以及常用的方差分
析 、回归分析和判别分析等方法 ．第六章 、第七章采用比较一般的形式来介绍因子
分析和线性模型的内容 ，读者在熟悉第二章到第五章内容的基础上能更好地理解
第六 、七两章比较概括抽象的结果 ．第八章介绍聚类分析的各种典型的方法 ．第九
章专门讨论统计量的分布 ．最后 ，为了实际工作的需要 ，我们在附录里选了六个重
要的多元统计表 ．

本书收集了我国数学工作者的成果 ，特别是许宝马录先生在多元分析方面的奠

基性的成果 ．
最后 ，我们感谢参加多元分析讨论班的同志们 ，他们在讨论中给了我们许多帮

助 ，特别要感谢陈希孺同志 ，他对本书初稿提出了许多宝贵的意见 ．
由于水平有限 ，书中肯定有很多缺点和错误 ，请读者批评指正 ．
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第一章 　矩 　 　 阵

在这章中我们把矩阵和向量空间中有关多元分析的一些结果介绍给读者 ，凡
是一般教材中有的材料 ，我们只是罗列一下大都不给出证明 ．熟悉这些内容的人可
以从第二章看起 ，想看第一章的读者最好把正文中未给证明的结果作为练习 ，这将
为以后各章的阅读带来很多方便 ．

§ １畅线 性 空 间

今后我们限定在实数域 R 上讨论 ．用 Rn 表示实数域 R 上的全部 n 维向量 ，
Rn 中的一个向量（有时称为元素） a有 n 个坐标 ，写成

a ＝

a１

an
或 a ＝ （ a１ ，… ，an）′畅

　 　 1畅1向量的运算 　对 Rn 中的向量定义了两种运算 ：
（i） 加法 　设 a ＝ （ a１ ，… ，an）′ ，b ＝ （ b１ ，… ，bn）′ ，则

a ＋ b 扯 ① （ a１ ＋ b１ ，… ，an ＋ bn）′畅
　 　 （ii） 数乘 　设 c是一个数 ，a ＝ （ a１ ，… ，an）′ ，则

ca 扯 （ ca１ ，… ，can）′畅

① 表示该符号左边的内容由右边的符号表示 ，也可以理解为定义 ．

为了方便 ，我们用 ０表示坐标全为 ０ 的向量 ，这不会引起混淆 ，从上下文可以判断
它是向量还是数 ．容易证明 ，对上述定义的加法和数乘 ，下列关系成立 ：

（A） 当 a ，b ，c均 ∈ Rn 时 ，则
a ＋ b ＝ b ＋ a ，（ a ＋ b） ＋ c ＝ a ＋ （ b ＋ c） ，

a ＋ ０ ＝ a ，　 a ＋ （ － a） ＝ ０畅
　 　 （B） 当 a ，b均 ∈ Rn ，c ，c１ ，c２ 均为实数时 ，则

c（ a ＋ b） ＝ ca ＋ cb ，（ c１ ＋ c２） a ＝ c１ a ＋ c２ a ，
c１（ c２ a） ＝ c１ c２ a ，　 １ · a ＝ a畅

我们称 Rn 是实数域 R 上的线性空间或向量空间 ．如果 Rn 中的子集 L ，对加法和



数乘这两种运算是封闭的（即运算的结果仍在 L 中） ，且 L 不是空集 ，则称 L 是
Rn 中的一个子空间 ．例如

L ＝ ｛（ a ，０ ，… ，０
n － １个

）′ ：a ∈ R｝

就是 Rn 的一个子空间 ．
1畅2线性相关 　线性空间最重要的概念就是线性相关与线性无关 ．
如有不全为 ０的一组数 c１ ，… ，ck 使 c１ a１ ＋ … ＋ ckak ＝ ０ ，则称向量 a１ ，… ，ak是

线性相关的 ；否则 ，就称 a１ ，… ，ak 是线性无关的 ．从这个定义可以看出 ：
（i） 任何含有 ０向量的向量集总是线性相关的 ；
（ii） a１ ，… ，ak 线性无关的充要条件是 ：如果一组数 c１ ，… ，ck 使 c１ a１ ＋ … ＋

ckak ＝ ０ ，则 c１ ＝ … ＝ ck ＝ ０ ；

（iii） 设 a１ ，… ，ak 是非零向量 ，它们线性相关的充要条件是 ：存在 i 使 ai ＝
b１ a１ ＋ b２ a２ ＋ … ＋ bi － １ ai － １ ＋ bi ＋ １ ai ＋ １ ＋ … ＋ bkak ，其中 b１ ，… ，bk 是一组实数 ．也

即存在 i使 ai 是其他向量 a１ ，… ，ai － １ ，ai ＋ １ ，… ，ak 的线性组合 ．
给定了 Rn 中某些向量 a１ ，… ，ak ，考虑由这些向量所有可能的线性组合

∑
k

i ＝ １
ciai 组成的集合 ：

L（ a１ ，… ，ak） ＝ ｛ ∑
k

i ＝ １
ciai ：c１ ，… ，ck 均为实数｝ ，

它显然对加法和数乘这两种运算是封闭的 ，它是一个子空间 ，称它是由向量
a１ ，… ，ak 生成的子空间 ．

1畅3 基 　设L是 Rn 中的一个子空间 ，如果存在 a１ ，… ，ak 使L ＝L（ a１ ，… ，
ak） ，且 a１ ，… ，ak 线性无关 ，则称 a１ ，… ，ak 是L的一组基 ．

可以证明子空间L中如有两组基 ，那么这两组基中向量的个数一定相同 ，因
此我们把子空间L中一组基所含的向量的个数称为L的维数 ．例如

ei ＝ （０ ，０ ，… ，０ ，
i － １个

１ ，０ ，… ，０
n － i个

）′ ，i ＝ １ ，２ ，… ，n

显然是线性无关的 ，并且 Rn ＝L（ e１ ，… ，en） ，因此线性空间 Rn 的维数是 n ．有时就
称 Rn 为 n维线性空间 ．很显然 ，L（ e１） ，… ，L（ en）都是一维的子空间 ；L（ e１ ，e２） ，… ，
L（ en － １ ，en）等都是二维的子空间 ；… ．

从基的定义立即可知 ，如果 a１ ，… ，ak 是子空间L的一组基 ，那么L中任一向
量 a都可被 a１ ，… ，ak 的线性组合来表示 ，而且这种表示法是唯一的 ．

1畅4直接和 　 设L是一个子空间 ，如果有 k 个子空间L１ ，… ，Lk 使得对每一
a ∈L，能唯一地表示为 a１ ＋ a２ ＋ … ＋ ak ，其中 ai ∈Li ，i ＝ １ ，… ，k ，则称L是L１ ，… ，
Lk 的直接和 ，记为L＝L１ ＋ … ＋Lk ．沿用 １畅３中 ei 的定义 ，可以看出
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Rn ＝ L（ e１） ＋ … ＋ L（ en）畅

§ ２畅内积和投影

Rn 中任给两个向量 a ＝ （ a１ ，… ，an ）′ ，b ＝ （ b１ ，… ，bn ）′ ，定义 a ，b 的内积

（ a ，b） 扯 ∑
n

i ＝ １
aibi ．易见内积（ a ，b）满足下列性质 ：

（i） （ a ，b） ＝ （ b ，a） ；
（ii） （ a ，a） ≥ ０ ；（ a ，a） ＝ ０ 骋 a ＝ ０ ；
（iii） （ ca ，b） ＝ （ a ，cb） ＝ c（ a ，b）对一切 c ∈ R 成立 ；
（iv） （ a ，h ＋ g） ＝ （ a ，h） ＋ （ a ，g） ，

（ h ＋ g ，b） ＝ （ h ，b） ＋ （ g ，b）畅
我们把（ a ，a）的算术平方根称为 a的长度 ，记作 ‖ a ‖ ．容易验证

| （ a ，b） | ２ ≤ ‖ a ‖ ２ ‖ b ‖ ２ 　 （Schwarz不等式） ， （２畅１）
‖ a ＋ b ‖ ≤ ‖ a ‖ ＋ ‖ b ‖ 　 （三角不等式）畅 （２畅２）

　 　 2畅1标准正交基 　如果 Rn 中的子空间L的基 a１ ，… ，ak 具有性质 ：
（ ai ，ai） ＝ １ ，i ＝ １ ，２ ，… ，k ，

（ ai ，aj） ＝ ０ ，i ≠ j ，i ，j ＝ １ ，２ ，… ，k ，
则称 a１ ，… ，ak 是L的一组标准正交基 ，因为我们把 ‖ a ‖ ＝ １ 的向量称为标准化
的向量 ，有时也称为单位向量（指它的长度是 １ ，以它作单位） ．当（ a ，b） ＝ ０ 时 ，我
们就称 a与 b正交 ，（ ai ，aj） ＝ ０表示 ai 与 aj 正交 ．引入克劳涅克尔的 δ符号 ：

δi j ＝
１ ，　 当 i ＝ j ，
０ ，　 当 i ≠ j ，

则 a１ ，… ，ak 是L的一组标准正交基 骋 a１ ，… ，ak 均属于L，且（ ai ，aj） ＝ δi j ，i ，j ＝
１ ，２ ，… ，k ．

2畅2 投影 　在 Rn 中 ，给定一个向量 a及子空间L，就可考虑 a在L中的投影 ．
如果在L中存在 b使 ‖ a － b ‖ ＝ inf

x ∈ L
‖ a － x ‖ ，则称 b是 a 在L中的投影 ．可以

证明投影是存在而且唯一的 ．下面先证明一条关于投影的重要性质 ：
b是 a在L中的投影 骋 （ a － b ，x） ＝ ０对一切 x ∈L成立 ．
证明“ 痴 ” ，若有 x ∈L使（ a － b ，x） ≠ ０ ，由于对一切 λ有

（ a － b ，a － b） ≤ （ a － b ＋ λx ，a － b ＋ λx）
＝ （ a － b ，a － b） ＋ ２ λ（ a － b ，x） ＋ λ２（ x ，x） ，

只要选 λ ＝ － ε（ a － b ，x） ，ε ＞ ０ ，上式就可写成
（ a － b ，x）２（ ε２ ‖ x ‖ ２ － ２ ε） ≥ ０
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对一切 ε ＞ ０成立 ，而这是不可能的 ，因而（ a － b ，x） ＝ ０ ．
“ 迟 ” ，由于（ a － x ，a － x） ＝ （ a － b ＋ b － x ，a － b ＋ b － x）

＝ （ a － b ，a － b） ＋ ２（ a － b ，b － x） ＋ （ b － x ，b － x） ，
注意 b ∈L，x ∈L，就有 b － x ∈L，因而（ a － b ，b － x） ＝ ０ ，于是由

（ a － x ，a － x） ＝ （ a － b ，a － b） ＋ （ b － x ，b － x）
看出 x ＝ b时使 ‖ a － x ‖达到最小值 ．

从这个证明就可看出投影存在时 ，只有一个 ，投影的存在性在 ２畅４中给出 ．
2畅3格兰姆 施密特正交化方法 　 一组向量 a１ ，… ，ak 是线性无关的 ，则可依

照下述方法求出子空间L（ a１ ，… ，ak）的一组标准正交基 ．
先取 b１ ＝ a１ ，因为 a１ ，… ，ak 线性无关 ，因此 a１ ≠ ０ ，即（ a１ ，a１） ≠ ０ ；然后选 b２

＝ a２ － h２１ b１ 使（ b２ ，b１ ） ＝ ０ ，即选 h２１使（ a２ － h２１ b１ ，b１ ） ＝ ０ ，即 h２１ ＝
（ a２ ，b１）
（ b１ ，b１） ＝

（ a２ ，a１）
（ a１ ，a１） ；再选 b３ ＝ a３ － h３２ b２ － h３１ b１ 使（ b３ ，b２ ） ＝ （ b３ ，b１ ） ＝ ０ ，定出系数 h３２ ，

h３１ ；… ；一般地 ，选

bi ＝ ai － hii － １ bi － １ － … － hi１ b１
使（ bi ，bi － １） ＝ （ bi ，bi － ２） ＝ … ＝ （ bi ，b１） ＝ ０ ，定出系数 hii － １ ，… ，hi１ ；… ，这样就求
出一组向量 b１ ，… ，bk ．容易看出 ，如此求得的 b１ ，… ，bk 是两两正交的 ，令

βi ＝ １
‖ bi ‖ bi ，i ＝ １ ，２ ，… ，k ，

则 β１ ，… ，βk 就是标准正交的向量组 ．只要证明一组不含零向量的两两正交的向量
一定是线性无关的 ，那么由 β１ ，… ，βk 是标准正交的就可知它们确实是一组基 ．若

不然 ，β１ ，… ，βk 线性相关 ，存在 c１ ，… ，ck 不全为 ０ ，使 ∑
k

i ＝ １
ciβi ＝ ０ ，因此

０ ＝ ∑
i
ciβi ，∑

i
ciβi ＝ ∑

i
∑
j
cicj（ βi ，βj） ＝ ∑

k

i ＝ １
c２i ，

这就导出 c１ ＝ … ＝ ck ＝ ０ ，矛盾 ．
格兰姆 施密特正交化方法是一种典型的方法 ，今后我们将不止一次地引用

它 ．
2畅4正交和 　设L是一个子空间 ，L１ ，… ，Lk 也是一些子空间 ，L是L１ ，… ，Lk

的直接和 ，并且当 i ≠ j 时 ，只要 ai ∈Li ，aj ∈Lj ，则（ ai ，aj） ＝ ０ ，那么我们就说L是
L１ ，… ，Lk 的正交和 ，记为

L ＝ L１ 晨 L２ 晨 … 晨 Lk畅
一般说来 ，如果 β１ ，… ，βn 是 Rn 中的一组基 ，那就一定有 Rn ＝L（ β１） ＋ … ＋L（ βn） ，
但是 β１ ，… ，βn 不一定是彼此正交的 ，因此 Rn 不一定是L（ β１） ，… ，L（ βn）的正交
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和 ，只有当 β１ ，… ，βn 是正交基时 ，Rn ＝L（ β１ ） 晨 … 晨L（ βn） ．取 ei ＝ （０ ，０ ，… ，０ ，
i － １个

１ ，

０ ，… ，０
n － i个

）′ ，i ＝ １ ，２ ，… ，n 后 ，显然有

Rn ＝ L（ e１） 晨 L（ e２） 晨 … 晨 L（ en）畅
　 　特别地 ，如果 Rn ＝L１ 晨L２ ，则称L１ 是L２ 的正交补空间 ，或者称L２ 是L１ 的正

交补空间 ．子空间L的正交补空间用L　⊥ 表示 ，因此总有
L 晨 L　⊥ ＝ Rn畅

正交补空间和投影有密切的关系 ．因为 R ＝L晨L　⊥ ，因此每一个 R 中的向量 x 总
可以写成 ux ＋ v x ，其 ux ∈L，v x ∈L　⊥ ．由于 x － a ＝ x － ux ＋ ux － a ，因而就有

（ x － a ，x － a） ＝ （ x － ux ，x － ux） ＋ （ ux － a ，ux － a）
＋ ２（ x － ux ，ux － a）畅

注意到 x － ux ＝ v x ∈L　⊥ ，如果 a ∈L时 ，就有 ux － a ∈L，因此（ x － ux ，ux － a） ＝
０ ．这就告诉我们

（ x － a ，x － a） ≥ （ x － ux ，x － ux）
对一切 a ∈L成立 ，且等号成立的充要条件是 ux － a ＝ ０ ，也即 a ＝ ux ．这就告诉我
们对给定的子空间L，Rn 中任一向量 x 在L中的投影是存在的 ．

§ ３畅矩阵的基本性质

将 mn 个实数按一定顺序排成的阵
a１１ … a１ n
a２１ … a２ n
 
am１ … amn

称为大小是 m × n的矩阵 ，它有 m 行 、n列 ．当 m ＝ n时就称为方阵 ．今后用大写
的拉丁字母表示矩阵 ，相应的小写字母附有双重足标的就表示矩阵中的元素 ，例如
ai j就是矩阵 A 中第 i行第 j 列的元素 ，因此有时也写成 A

m × n
＝ （ ai j） m × n ，或简写为

A ＝ （ ai j） ．
3畅1代数运算 　对矩阵定义如下的运算 ：
加法 　设 A ，B都是 m × n的阵 ，则

A ＋ B 扯 （ ai j ＋ bi j） ，称为 A ，B的和 畅

　 　数乘 　 cA 扯 （ cai j） ．
乘法 　设 A 是 m × n的阵 ，B是 n × p 的阵 ，则
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AB 扯 （ ∑
n

α ＝ １
aiαbαj）是 m × p 的阵 ，称为 A ，B的乘积 ．

容易证明这些运算具有下列性质 ：
A ＋ B ＝ B ＋ A ， （ A ＋ B） ＋ C ＝ A ＋ （ B ＋ C） ，
（ c ＋ d） A ＝ cA ＋ dA ， c（ A ＋ B） ＝ cA ＋ cB ，
（ AB） C ＝ A（ BC） ， A（ B ＋ C） ＝ AB ＋ AC ，
（ A ＋ B） C ＝ AC ＋ BC畅

注意 ，矩阵相加时 ，大小一定要相同 ；矩阵 A ，B相乘时 ，A 的列数必须和 B 的行数
相同 ，即 A 是 m × n阵时 ，B 一定是 n × p 的阵才可相乘 ．AB有意义时 ，BA 不一
定有意义 ，即使 AB与 BA 都有意义 ，但大小还不相同 ，即使大小相同 ，也不一定有
等式 AB ＝ BA ，这些都是需要注意的 ．

向量可以看成只有一列的矩阵 ，矩阵 A
n × m
也可看成是 m 个 n 维的向量按一定

顺序排成的阵 ，记 A
n × m

＝ （ a１ … am） ，则 ai 就是 A 中第 i 列组成的向量 ．这一种向量

和矩阵的联系今后是经常要用的 ．今后把 A′中的列向量称为 A 的行向量 ．
元素全为 ０的矩阵记作 O ，元素全为 １的矩阵记作 J ，元素全为 １的向量记作

１ ，它们的大小视上下文而定 ．矩阵
１
　 １ O

筹
O １ n × n

是 n × n的阵 ，它的主对角元素全为 １ ，其余全为 ０ ，称它为单位阵 ，记作 I ．实际上
I ＝ （ δi j） ．I的大小不标明时由上下文来定 ．易见

A ＋ ０ ＝ A ， A
n × m
Im ＝ In A

n × m
＝ A畅

　 　 3畅2转置和逆 　在矩阵运算中还有两种运算是常见的 ：

转置 ：把 A 的行改成列 ，列改成行后得到的矩阵 ，记作 A′ ．例如 a ＝
a１

an

，则

a′ ＝ （ a１ … an） ．如果

A
m × n

＝

a１１ a１２ … a１ n
a２１ a２２ … a２ n
  
am１ am２ … amn

，

则
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A′
n × m

＝

a１１ a２１ … am１
a１２ a２２ … am２
  
a１ n a２ n … amn

畅

　 　注意到向量 a ＝
a１

an
是 n × １ 的阵 ，则向量 b ＝

b１

bn
也是 n × １ 的阵 ，于是按

矩阵乘法的定义就得 ：

a′b
１ × nn × １

＝ （ a１ … an）
b１

bn

＝ ∑
n

i ＝ １
aibi ，（就是 a ，b的内积） （３畅１）

ab′
n × １１ × n

＝

a１

an

（ b１ … bn） ＝

a１ b１ a１ b２ … a１ bn
a２ b１ a２ b２ … a２ bn
  
anb１ anb２ … anbn

（３畅２）

它是一个 n × n的矩阵 ．

如果 A 是 m × n 的阵 ，将 A 写成
a′１

a′m

，则 a１ ，… ，am 是 m 个 n 维的向量 ，

a′i ＝ （ ai１ ai２ … ain） ；如果 B 是 n × p 的阵 ，将 B 写成（ b１ … bp） ，则 bi 都是 n 维向

量 ，bi ＝
b１ i

bn i

．于是

AB ＝

a′１

a′m

（ b１ … bp） ＝

a′１ b１ … a′１ bp
 筹 
a′m b１ … a′m bp

，

也即乘积矩阵 AB中（ i ，j）位置的元素 ∑
n

α ＝ １
aiαbα j 是 A 中第 i 行向量 ai 与 B 中第 j

列向量 bj 的内积 ．
逆 ：如果 A 是方阵 ，且有 B使

AB ＝ BA ＝ I ，
则称 B是 A 的逆 ，记作 A － １ ．给定了方阵 A ，A － １可能不存在 ，但它存在时一定唯
一 ．我们称存在逆阵的 A 为非奇异阵 ，不存在逆阵的 A 是奇异阵 ．易见有公式 ：
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（ A′）′ ＝ A ，（ AB）′ ＝ B′A′ ，
（ A － １）－ １ ＝ A ，（ A′）－ １ ＝ （ A － １）′ ，（ AB）－ １ ＝ B－ １ A － １ ．

（３畅３）

　 　 3畅3秩 　为了方便 ，今后规定 ，不加声明时矩阵 A 的元素用 ai j表示 ，A 的列向
量用 ai 表示 ，A 的行向量用 a（ i）表示 ，即

A ＝

a１１ a１２ … a１ m
a２１ a２２ … a２ m
  
an１ an２ … anm

＝ （ a１ … am） ＝

a′（１）

a′（ n）

，

ai ＝ （ a１ ia２ i … ani）′ ，a（ i） ＝ （ ai１ ai２ … aim）′畅
对给定的矩阵 A

n × m
，L（ a１ ，… ，am）的维数称为矩阵 A 的秩 ，记作 rk A 或 rk（ A） ．即

A 的秩就是 A 的列所生成的子空间的维数 ．可以证明对给定的 A
n × m

，L（ a１ ，… ，am）
与L（ a（１） ，… ，a（ n） ）的维数相同 ，因此就有 rk（ A） ＝ rk（ A′） ．今后用 L（ A）表示
L（ a１ ，… ，am） ，自然L（ a（１） ，… ，a（ n））也就是L（ A′） ．实际上

L（ A
n × m

） ＝ ｛ A
n × m
x ：
m × １

　 x ∈ Rm｝畅
　 　由于L （ AB）

n × mm × l
＝ ｛ ABu ：u ∈ Rl｝ 炒L（ A） ，因此就有

rk（ AB） ≤ rk（ A） ．
又由于 rk（ AB） ＝ rk（（ AB）′） ＝ rk（ B′A′） ≤ rk（ B′） ＝ rk（ B） ，这样就证明了

rk（ AB） ≤ min（rk（ A） ，rk（ B））畅
这就告诉我们矩阵乘积的秩不超过因子的秩 ．

如果 B ＝ PAQ ，且 P － １ ，Q － １存在 ，于是 A ＝ P － １ BQ － １ ，这就可导出 rk（ A） ＝
rk（ B） ，也即 A 左乘或右乘非奇异阵时 ，不会改变 A 的秩 ．

一般说来L（ A）与L（ AB）是不等的 ，L（ AB） 炒L（ A） ．但当 rk（ AB） ＝ rk（ A）
时 ，这两个子空间的维数相同 ，一个又在另一个之内 ，它们就一定相等 ，也即
L（ AB） ＝L（ A） ，也即存在 C使 A ＝ ABC ．于是 x′A ＝ ０ 痴 x′AB ＝ ０ 痴 x′ABC ＝ ０ 痴
x′A ＝ ０ ．即有

x′A ＝ ０ 骋 x′AB ＝ ０畅
这就告诉我们 ：如果 rk（ A） ＝ rk（ AB） ，则由 C１ AB ＝ C２ AB可导出 C１ A ＝ C２ A（即
两边可以“消去”矩阵 B） ．这是因为 C１ AB ＝ C２ AB 骋 （ C１ － C２ ） AB ＝ ０ 骋 （ C１ －
C２） A ＝ ０ 骋 C１ A ＝ C２ A ．同理 ，如果 rk（ AB） ＝ rk（ B） ，则由 ABC１ ＝ ABC２ 可导出
BC１ ＝ BC２ ，即可“消去” A ．

3畅4行列式 　给定一个 n × n 的方阵 A ，定义 A 的行列式｜ A｜如下 ：

| A | ＝ ∑
σ
（ － １）

σ（ i
１
，i

２
，… ，in） a１ i

１
a２ i

２
… anin ，

其中
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σ（ i１ ，… ，in） ＝
１ ，当（ i１ ，… ，in）是奇排列 ，

０ ，当（ i１ ，… ，in）是偶排列 ，

∑
σ
是对一切排列（ i１ ，… ，in）求和 ．

关于行列式的性质和有关的证明 ，这里不逐一罗列了 ，这些内容在一般代数书
中都有 ，下面只列出几条常用的 ．

将方阵 A 中删去第 i 行 、第 j 列的元素后所留下的子阵相应的行列式 ，称为
A 中元素 ai j的余子式 ．将 ai j的余子式乘以（ － １） i ＋ j后就称为 ai j的代数余子式 ，记
作 A i j ．可以证明 ：

（i） | A′ | ＝ | A | ＝ ∑
n

i ＝ １
ai j A i j ＝ ∑

n

j ＝ １
ai j A i j ，i ，j ＝ １ ，… ，n ；

（ii） ∑
n

i ＝ １
ai j A il ＝ ０ ，当 j ≠ l ，j ，l ＝ １ ，… ，n ；

（iii）当 | A | ≠ ０时 ，

　 　 　 | A | A － １ ＝ （ A i j）′ ；
（iv） | AB | ＝ | A | | B | ；
（v） | A |

n × n
≠ ０ 骋 A

n × n
非奇异 骋 rk A ＝ n ；

（vi） | A － １ | ＝ | A | － １ ．

（３畅４）

　 　 3畅5线性方程组 　设有 m 个未知数 x１ ，… ，xm 及 n 个方程 ：
a１１ x１ ＋ a１２ x２ ＋ … ＋ a１ m xm ＝ b１ ，
a２１ x１ ＋ a２２ x２ ＋ … ＋ a２ m xm ＝ b２ ，
　 　 　 　 … … … …
an１ x１ ＋ an２ x２ ＋ … ＋ anm xm ＝ bn ，

用矩阵的形式来写 ，记

A ＝

a１１ a１２ … a１ m
a２１ a２２ … a２ m
  
an１ an２ … anm

，　 x ＝

x１
x２

xm

，　 b ＝

b１
b２

bn

．

那么 ，上述线性方程组可写为
Ax ＝ b畅

　 　考虑 A 的列向量生成的线性空间L（ A） ，易见 A x ＝ b有解的充要条件是 b ∈
L（ A） ，即L （ A） ＝L （ A ，b） ．通常把矩阵（ Ab）称为线性方程组 Ax ＝ b的增广矩
阵 ，A 称为系数矩阵 ．于是就有 ：

Ax ＝ b有解 骋 系数矩阵的秩等于增广矩阵的秩
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骋 rk（ A） ＝ rk（ Ab）畅
　 　如果 b ＝ ０ ，线性方程组 Ax ＝ ０称为齐次方程 ，很明显 ，如果 A的列向量 a１ ，… ，
am 是线性无关的 ，则 A x ＝ ０只有 x ＝ ０这一个解 ；反之也真 ，Ax ＝ ０只有 x ＝ ０这

个解 ，a１ ，… ，am 就是线性无关的向量 ．因此 ，就得
A x
n × m

＝ ０有非零解（即存在 x ≠ ０使 Ax ＝ ０）

骋 a１ ，… ，am 线性相关 骋L（ A）的维数小于 m
骋 rk（ A

n × m
） ＜ m畅

　 　如果 A 是一个 n × n方阵 ，则 Ax ＝ b有解的充分条件是 A － １存在 ，并且 x ＝
A － １ b就是解 ．注意到 A － １存在时 ，

A － １ ＝ １
| A | （ A i j）′ ＝ １

| A |

A１１ … A n１
A１２ … A n２
 
A１ n … A nn

， （３畅５）

其中 A i j是元素 ai j的代数余子式 ，那么 A x ＝ b的解 x 可以用 A 的行列式及代数余
子式 A i j和 b表出 ，很明显 ，此时解存在而且唯一 ．但是 A － １不存在时 ，Ax ＝ b仍然
可能有解 ，只要 b属于L（ A） ，也即 b 能由 A 的列向量 a１ ，… ，an（此时有 n 列）线

性表示 ．设 b ＝ ∑
n

i ＝ １
ciai ，则（ c１ ，c２ ，… ，cn）′就是方程 Ax ＝ b的解 ．如果 b ＝ ０ ，A － １

存在时 ，Ax ＝ ０只有 x ＝ ０的解 ；反之 ，如果 Ax ＝ ０只有 x ＝ ０的解 ，则 a１ ，… ，

an 线性无关 ，因此 rk（ A） ＝ n ，于是 A － １ 存在 ．这就告诉我们 ：当 A 是方阵时 ，Ax
＝ ０有非零解的充要条件是 | A | ＝ ０ ．
今后为了方便 ，线性方程组 A x ＝ b有解时 ，就说 Ax ＝ b是相容的 ，A x ＝ b无

解时 ，就说 Ax ＝ b是不相容的 ，或矛盾的 ．
3畅6 初等变换 　在矩阵运算中 ，常常会用到初等变换 ，设 A 是 n × m 的矩阵 ，

按 A 的列写出 ，A ＝ （ a１ … am） ，考虑下列变换 ：
（i） 将指定的某二列互换 ，例如第 １ ，２列互换 ，即将 A → （ a２ 　 a１ 　 a３ … am） ；
（ii） 将指定某一列均乘以实数 c ，例如第 １ 列乘以实数 c ，即将 A → （ ca１ a２

a３ … am） ；

（iii） 将第 i列的元素逐个加上第 j 列相应元素的 c倍 ，即将 A → （ a１ 　 a２ … ai
＋ caj 　 ai ＋ １ … am） ．这些变换称为对 A 施行“列初等变换” ，这些变换都是对 A 的
列向量进行的 ，由矩阵的乘法知道 ，上述变换相当于对 A 阵右乘某些矩阵 ．将第 i
列与第 j 列互换 ，相当于右乘
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Pi j
m × m

＝

１
筹

１
０ … １
 １ 
 筹 
 １ 
１ … ０

１
筹

i j １ 畅

i

j

Pi j的元素

pαβ ＝
１ ，当 α ＝ β ，α ≠ i ，j ；或 α ＝ i ，β ＝ j ；或 α ＝ j ，β ＝ i ；
０ ，其他情况 ，i ，j ＝ １ ，２ ，… ，m畅

形如 Pi j的矩阵称为置换阵 ，它是对单位阵 I作第 i列与第 j 列的置换得来的 ．将第
i列乘以 c ，相当于右乘

１
筹 O

１
c

１
O 筹

１ ，

i

它是对单位阵第 i列乘以 c所得的阵 ．变换（iii）相当于右乘
１

筹
１ … c

筹
O １

筹
１

j i

j

i
，　 j ＜ i ，

或
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１
筹

１ O
 筹
c … １

筹
１

i

j
，　 i ＜ j ，

　 　 　 i 　 　 　 j
它们也是对单位阵 I 作相应的变换得来的 ．显然 ，这些矩阵都是非奇异的 ，如果对
A 的行施行相当于（i） ，（ii） ，（iii）的变换 ，则就等于对 A 左乘上述这一类矩阵（注意
大小不同） ．这些矩阵就称为初等矩阵 ；对 A 左乘或右乘初等矩阵 ，就称对 A 进行
初等变换 ．下面要考察经过初等变换后 ，矩阵 A 会变成什么形状 ．讨论这些问题
时 ，用分块矩阵的运算比较方便 ，因此放在 § ４ ．在 § ９ 介绍一些算法时 ，还要考虑
初等变换 ，希望读者注意这一点 ．

§ ４畅分块矩阵的代数运算

在矩阵运算时 ，往往需要将矩阵分块 ，我们引入一些分块的记号 ．设
A
n × m

＝ （ ai j） ，i ＝ １ ，… ，n ，j ＝ １ ，… ，m畅
记

A１１ ＝ （ ai j） ，i ＝ １ ，… ，r ，j ＝ １ ，… ，s ，
A１２ ＝ （ ai j） ，i ＝ １ ，… ，r ，j ＝ s ＋ １ ，… ，m ，

A２１ ＝ （ ai j） ，i ＝ r ＋ １ ，… ，n ，j ＝ １ ，… ，s ，
A２２ ＝ （ ai j） ，i ＝ r ＋ １ ，… ，n ，j ＝ s ＋ １ ，… ，m畅

则 A 可写成

A ＝
A１１ A１２
A２１ A２２

r

n － r
畅

s 　 　 　 　 　 m － s 　 　 　 　

我们约定 ，如果 r ，s ，n － r ，m － s 中有一个是 ０ ，则相应的子块就不出现 ．有时为
了使分块和乘积不致发生混淆 ，我们用

A ＝
A１１  A１２
… … … … … …
A２１  A２２

表示 ，希望读者注意 ．
4畅1 分块的运算 　 设 A ，B 是大小相同的两个矩阵 ，并且分块的大小也一致 ，

即
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A ＝
A１１ A１２
A２１ A２２

r

n － r
，

s 　 　 　 　 　 m － s 　 　 　 　

　 B ＝
B１１ B１２
B２１ B２２

r

n － r
，

s 　 　 　 　 　 m － s 　 　 　 　

则有

（i） A ＋ B ＝
A１１ ＋ B１１ A１２ ＋ B１２
A２１ ＋ B２１ A２２ ＋ B２２

；

（ii） cA ＝
cA１１ cA１２
cA２１ cA２２

对一切实数 c成立 ；

（iii） A′ ＝ A′１１ A′２１
A′１２ A′２２

．

4畅2分块的逆 　分块求逆是矩阵运算中很有用的一种方法 ，由它可以演变出
一些矩阵求逆的公式 ，这一小节第一次介绍这个内容 ，以后还会多次重复出现 ，请
读者注意这一方法 ．

设 A ，B是可乘的两个阵 ，将 A ，B相应地分块 ，使得分块相应的乘积有意义 ．
即若

A
n × m

＝
A１１ A１２
A２１ A２２

r

n － r
，

s 　 　 　 　 　 m － s 　 　 　 　

　 B
m × l

＝
B１１ B１２
B２１ B２２

s

m － s
，

t 　 　 　 　 　 l － t 　 　 　 　

则有

A
n × m
B
m × l

＝
A１１ B１１ ＋ A１２ B２１ A１１ B１２ ＋ A１２ B２２
A２１ B１１ ＋ A２２ B２１ A２１ B１２ ＋ A２２ B２２

畅

这就告诉我们矩阵分块相乘时 ，可以把每一子块看成“元素” ，和不分块的乘法一样
进行 ，唯一要注意的只是乘法的顺序不能随便颠倒 ．

利用分块乘法的性质 ，容易导出下面一系列的公式 ：

（i） 设 A ＝
A１１ A１２
A２１ A２２

r

n － r
，

r 　 　 　 　 　 n － r 　 　 　 　

且｜ A１１｜ ≠ ０ ，则

I ０

－ A２１ A － １
１１ I

A１１ A１２
A２１ A２２

I － A － １
１１ A１２

０ I

＝
A１１ ０

０ A２２ － A２１ A － １
１１ A１２

． （４畅１）

这只需直接验证就可以了 ．对上式两边求逆（假定 A － １存在） ，就得
（ii） 设同（i） ，A － １存在时 ，就有

A１１ A１２
A２１ A２２

－ １

＝
A － １
１１ ＋ A － １

１１ A１２ B－ １ A２１ A － １
１１ － A － １

１１ A１２ B－ １

－ B－ １ A２１ A － １
１１ B－ １
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＝
A － １
１１ ０

０ ０
＋
A － １
１１ A１２
－ I

B－ １（ A２１ A － １
１１ 　 － I） ， （４畅２）

其中 B ＝ A２２ － A２１ A － １
１１ A１２ ．

类似地 ，设｜ A２２｜ ≠ ０ ，A － １存在 ，则有

A１１ A１２
A２１ A２２

－ １

＝
０ ０

０ A － １
２２

＋
－ I
A － １
２２ A２１

D－ １（ － I 　 A１２ A － １
２２ ） ， （４畅３）

其中 D ＝ A１１ － A１２ A － １
２２ A２１ ．

（iii） 比较（４畅２）与（４畅３）式中右端两表达式左上角的子块 ，将 A１１ ，A２２ ，A１２ ，
A２１分别写 F ，G ，H ，K ，于是有 ：

如 F － １ ，G － １存在 ，则当（ F － HG － １ K） － １存在时 ，就有
（ F － HG － １ K）－ １ ＝ F－ １ ＋ F－ １ H（ G － KF－ １ H）－ １ KF－ １畅 （４畅４）

如 G ＝ I ，就有
（ F － HK）－ １ ＝ F－ １ ＋ F－ １ H（ I － KF－ １ H）－ １ KF－ １ ； （４畅５）

如 H ＝ u ，K ＝ v′ ，则有

（ F － uv′）－ １ ＝ F－ １ ＋ １
１ ＋ v′F－ １ u（ F

－ １ uv′F－ １）畅 （４畅６）

　 　利用这些分块求逆的公式 ，可以得到一些行列式的公式 ，对（i）中等式两边取
行列式 ，就得

（iv） A１１ A１２
A２１ A２２

＝ ｜ A１１｜｜ A２２ － A２１ A － １
１１ A１２｜ 　 （｜ A１１｜ ≠ ０） ，自然也有

A１１ A１２
A２１ A２２

＝ | A２２ | | A１１ － A１２ A － １
２２ A２１ | 　 （ | A２２ | ≠ ０） ，

因此 ，当｜ A１１｜ ≠ ０ ，｜ A２２｜ ≠ ０时 ，就有

| A１１ | | A２２ － A２１ A － １
１１ A１２ | ＝ | A２２ | | A１１ － A１２ A － １

２２ A２１ |

＝
A１１ A１２
A２１ A２２

畅 （４畅７）

取 A ＝
In － M
N Im

，就有

In － M
N Im

＝ | Im ＋ NM | ＝ | In ＋ MN | ， （４畅８）

当 n ＝ １时 ，记 M ＝ x′ ，N ＝ y ，上式即
１ － x′
y Im

＝ | Im ＋ yx′ | ＝ （１ ＋ x′y）畅 （４畅９）

类似地可以证得当 F － １存在时 ，
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－ x′F－ １ y ＝ １ － | F | － １ | F ＋ yx′ | 畅 （４畅１０）
　 　 4畅3 初等变换下的标准型 　考虑对矩阵 A

n × m
左乘一个非奇异阵 P ，右乘一个非

奇异阵 Q ，即将 A → P
n × n

A
n × m

Q
m × m

（ P － １ ，Q － １都存在） ，讨论在这种变换下 A 可以化
简到什么形式 ．

将 A 的列进行置换 ，可以把

A → （ A１ 　 A２）
　 r 　 　 m － r

使 rk（ A１） ＝ r ＝ rk（ A） ，

即存在 Q１ ，使 AQ１ ＝ （ A１ 　 A２） ，于是 A２ ＝ A１ B１（因为 A２ 中的每一列均可被 A１

中的 列 线 性 表 示 ） ，取 Q２ ＝
Ir － B１
O Im － r

，则 AQ１ Q２ ＝ （ A１ 　 A２ ）

I － B１
０ Im － r

＝ （ A１ 　 ０） ．类似地 ，对（ A１ 　 ０）进行“行置换” ，即存在 P１ 使

P１（ A１ 　 ０） ＝
A１１ ０

A２１ ０

r

n － r
　 r 　 　 　 　 m － r 　 　

，且 rk（ A１１） ＝ r ＝ rk A１ ，因此 ，存在 B２ 使

A２１ ＝ B２ A１１ ，

取 P２ ＝
Ir O

－ B２ In － r
，于是

P２ P１（ A１ 　 ０） ＝
Ir ０

－ B２ In － r
A１１ ０

A２１ ０
＝
A１１ ０

０ ０
畅

注意到 P１ ，P２ ，Q１ ，Q２ 实际上都是一些初等变换的乘积 ，因此取 P ＝ P２ P１ ，Q
＝ Q１ Q２ ，则有

PAQ ＝
A１１ ０

０ ０

r

n － r
，

　 r 　 　 　 　 m － r 　 　

| A１１ | ≠ ０畅

回忆一下 ，通常用消去法解线性方程组的过程 ，就可以理解 ：对 n × n 的方阵 A ，
｜ A｜ ≠ ０ ，可以用一系列的初等变换把它变为单位阵 In ．对 A１１应用这一结论 ，就知
道 ，对任给的 A

n × m
，存在 P和 Q ，｜ P｜ ≠ ０ ，｜ Q｜ ≠ ０ ，使

PAQ ＝
Ir ０

０ ０
，其中 r ＝ rk（ A）畅 （４畅１１）

Ir ０

０ ０
这一类型的矩阵就是在初等变换下的标准型 ．注意到 P ，Q 有逆 ，上式即

A ＝ P－ １ Ir ０

０ ０
Q － １ ，

也即 A 是由标准型经过一系列的初等变换变来的 ．
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§ ５畅特征根及特征向量

给定一个 n × n的方阵 A ，｜ λI － A｜是 λ的 n 次多项式 ，称它为 A 的特征多
项式 ，｜ λI － A｜ ＝ ０称为 A 的特征方程 ．特征方程的解 ，也就是特征多项式的根 ，称
为 A 的特征根 ．设 λ是 A 的特征根 ，此时｜ λI － A｜ ＝ ０ ，因而方程

（ λI － A） x ＝ ０
一定有非零解 ，λ所相应的非 ０解向量称为 λ相应的特征向量 ，有时也称它为矩阵
A 的特征向量 ．要注意的是特征多项式｜ λI － A｜虽然是实系数的多项式 ，但它的根
不一定是实数 ，这样涉及到矩阵的特征根时 ，有时会越出我们一开始所规定的实数
域的范围 ．

5畅1迹 　对任一给定的 n × n 方阵 ，A 的迹 tr（ A）是 A 的全部特征根之和 ．对

特征多项式利用根与系数的关系式 ，就知道 tr（ A） ＝ ∑
n

i ＝ １
aii ．容易验证 tr（ A）具有

下列性质 ：
（i） tr（ A ＋ B） ＝ tr（ A） ＋ tr（ B） ；
（ii） tr（ cA） ＝ ctr（ A） ．
如果 A ，B是两个大小相同的 n × m 的矩阵 ，于是 AB′与 A′B分别为 n × n 与

m × m 的方阵 ．

今 　 | λIm － A′B | ＝ | In | | λIm － A′B | ＝
λIm A′
B In

＝ | λIm | In － １
λ BA′ ＝ λm － n | λIn － BA′ | ，λ ≠ ０ ，

由此可见 AB′与 A′B的特征多项式只差 λm － n这个因式 ，因而它们的非 ０特征根全
部相同 ，于是就得一重要的结论 ：

当 AB与 BA 这两个乘积有意义时 ，它们的非 ０特征根全部相同 ．
要注意的是 ：如果 λ０ 是 AB 的非 ０ 特征根 ，λ０ 可以是多项式｜ λI － AB｜的 l

重根 ，上述结论告诉我们 λ０ 一定也是多项式｜ λI － BA｜的 l 重根 ．由此立即得到 ：
当 AB和 BA 均为方阵（但大小不要相同）时 ，就有

tr（ AB） ＝ tr（ BA）畅 （５畅１）
这一等式是常常用到的 ，例如 tr（ A A′） ＝ tr（ A′A） ，tr（ ab′） ＝ tr（ b′a） ＝ b′a（因为向
量 a ，b的内积 b′a是一个数） ．

5畅2海密尔顿 凯莱定理 　 设 A
n × n
的特征多项式是 φA （ λ） ，则 φA （ λ）在复域中

可分解为 n个一次因式的乘积 ，即
φA（ λ） ＝ （ λ － λ１）（ λ － λ２） … （ λ － λn） ，
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这些 λi 就是 A 的特征根 ．形式地 ，可以定义
φA（ X） ＝ （ X － λ１ I）（ X － λ２ I） … （ X － λn I）畅

设 A i j是 A 的元素 ai j的代数余子式 ，记

～A ＝

A１１ A２１ … An１
A１２ A２２ … An２
  
A１ n A２ n … Ann

，

～A 称为 A 的伴随矩阵 ，于是有

A ～A ＝

| A | ０ … ０
０ | A | … ０
  
０ ０ … | A |

＝ | A | · In畅

记 λI － A 的代数余子式构成的伴随矩阵为 B ，于是有（ λI － A） B ＝ ｜ λI － A｜· In ．
显然 ， B 是 λ 的 n － １ 次多项式形成的矩阵 ，因此可写成 B０ ＋ λB１ ＋ …

＋ λn － １ Bn － １ ，代入上式 ，得

（ λI － A）（ B０ ＋ λB１ ＋ … ＋ λn － １ Bn － １） ＝ | λI － A | · In
　 ＝ φA（ λ） · In ＝ α０ I ＋ α１ λI ＋ … ＋ αn － １ λn － １ I ＋ λn I畅

比较 λ的系数矩阵 ，得等式 ：
－ AB０ ＝ α０ I ，
－ AB１ ＋ B０ ＝ α１ I ，
　 　 　 　 　 　 
－ ABn － １ ＋ Bn － ２ ＝ αn － １ I ，

Bn － １ ＝ I ，
上列各式依次左乘 I ，A ，A２ ，… ，An － １ ，然后相加 ，得 ０ ＝ φA （ A） ，这就是要证明的
海密尔顿 凯莱定理 ．定理断言如果 φA （ λ）是 A 的特征多项式 ，则一定有 φA （ A）
＝ ０ ．
于是立刻可知 φA（ A） x ＝ ０ ，对一切 x 成立 ．这也就告诉我们 ，如果 λ１ ，… ，λn

是 A 的特征根 ，则
（ A － λ１ I）（ A － λ２ I） … （ A － λn I） x ＝ φA（ A） x ＝ ０ ，

取 u ＝ （ A － λ２ I） （ A － λ３ I） … （ A － λn I） x ，则 （ A － λ１ I） u ＝ ０ ．很明显 u ∈

L（ x ，Ax ，A２ x ，… ） ．这就告诉我们 ，对任一 x ≠ ０ ，一定有 A 的一个特征向量属于
L（ x ，A x ，… ） ．

5畅3谱分解 　设 A
n × n
的特征根是 λ ，相应的特征向量是 u ，于是
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Au ＝ λu畅
然而 ，A′的特征多项式与 A 的特征多项式是相同的 ，因为｜ λI － A｜ ＝ ｜ λI － A′｜ ，于
是 λ也是 A′的特征根 ，因此 ，存在 v 使

A′v ＝ λv畅
这就告诉我们 ，对 A 的每一个特征根 λi ，存在 ui 及 v i 使 Aui ＝ λiui ，A′v i ＝ λi v i ．

A 的特征根如果全不相同 ，设为 λ１ ，… ，λn ，于是就有 ２ n 个向量 ui ，v i ，i ＝ １ ，
２ ，… ，n ，使

Aui ＝ λiui ，A′v i ＝ λv i ，i ＝ １ ，２ ，… ，n畅
记 U ＝ （ u１ … un） ，V ＝ （ v１ … vn） ，容易看出 ，

AU ＝ U Λ ，A′V ＝ V Λ ，

其中 A ＝

λ１ ０

筹
０ λn

．现在证明 U － １ ，V － １是存在的 ，也即要证 u１ ，… ，un 是线

性无关的 ，v１ ，… ，vn 是线性无关的 ．若不然 ，存在 c１ ，… ，cn 不全为 ０使

∑
n

i ＝ １
ciui ＝ ０ ，

于是 ０ ＝ A０ ＝ A（ ∑
n

i ＝ １
ciui） ＝ ∑

n

i ＝ １
ciλiui ．由 ∑

n

i ＝ １
ciui ＝ ０及 ∑

n

i ＝ １
ciλiui ＝ ０ ，可以消去

某一个 ui ，无妨设消去 u１ ，于是有 di 不全为 ０ 使 ∑
n

i ＝ ２
diui ＝ ０ ，再重复刚才的做

法 ，… … ，最后逐一消去 ，得 un ＝ ０ ，这是不可能的 ，因此 U 一定有逆 ．同理 V 也有
逆 ．又因为

λi v′iuj ＝ v′i Auj ＝ λj v′iuj ，
于是 ，当 i ≠ j 时 v′iuj ＝ ０对一切 i ，j ＝ １ ，２ ，… ，n 成立 ，也即

V′U ＝

d１ ０

筹
０ dn

扯 D畅

易见 D － １存在 ，而且 D － １ ＝ U － １ （ V′） － １ ，即 U － １ ＝ D － １ V′ ．利用 AU ＝ U Λ ，U － １

存在 ，且 U － １ ＝ D － １ V′ ，就有

A ＝ U ΛU － １ ＝ U ΛD－ １ V′ ＝ U（ ΛD－ １） V′ ＝ ∑
n

i ＝ １

λi
di ui v′i畅

设 ui 是 A 的特征向量 ，则 cui 一定也还是 A 的特征向量 ，适当选取 ui 及 v i 使 v′iui
＝ １ ，i ＝ １ ，２ ，… ，n ，于是 di ≡ １ ，因此

A ＝ ∑
n

i ＝ １
λiui v′i畅 （５畅２）
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这就是矩阵 A 的谱分解 ，特征根 λ１ ，… ，λn 也称为 A 的谱 ．
如果 A 的特征根有重根 ，例如 λi 是 A 的 li 重根 ，如果相应于 λi 有 li 个线性

无关的特征向量 ，那么类似的讨论仍可进行 ．实际上 ，由于 A 的特征根的重数与它
线性无关的特征向量的个数不一定是相同的 ，因此谱分解式在一般情况下并不成
立 ．很明显 ，矩阵

A ＝
１ ０ ０
１ １ ０
０ １ １

的三个特征根是 １ ，１ ，１ ，然而 １相应的特征向量 x ＝ （ x１ ，x２ ，x３）′是
１ ０ ０
１ １ ０
０ １ １

x１
x２
x３

＝

x１
x２
x３

骋 x１ ＝ x１ ，x１ ＋ x２ ＝ x２ ，x２ ＋ x３ ＝ x３
骋 x１ ＝ x２ ＝ ０ ，x３ 任意 ，

它只有一个非 ０特征向量 ．
5畅4 特征根与行列式的关系 　从矩阵 A

n × n
的特征多项式｜ λI － A｜可以看出 ，它

的常数项就是行列式｜ A｜乘以（ － １） n ；另一方面 ，从根与系数的关系又知道 ，常数
项是全部特征根的乘积乘以（ － １） n ．设 A 的全部特征根为 λ１ ，… ，λn ，于是有

（ － １） n | A | ＝ （ － １） n ∏
n

i ＝ １
λi ，

因此 | A | ＝ ∏
n

i ＝ １
λi ，于是就可以推出

A 非奇异 骋 A 的特征根均不为 ０ ，
A 奇异 骋 A 至少有一个特征根是 ０畅

　 　 5畅5 等幂阵 　如果方阵 A
n × n
具有性质 A２ ＝ A ，则称 A 是等幂阵 ．由于等幂阵和

投影有密切的关系 ，这里先概述一些等幂阵的性质 ．
（i） 如果 A２ ＝ A ，则 A 的特征根非 ０即 １ ．这是因为当 λ是 A 的特征根时 ，就

有 u ≠ ０使 Au ＝ λu ．于是 A２ u ＝ A（ λu） ＝ λ２ u ，也即 Au ＝ λ２ u ，因此得 λ２ ＝ λ ，也
即 λ非 ０即 １ ．

（ii） 如果 A２ ＝ A ，则 rk（ A） ＝ tr（ A） ．利用初等变换可以将矩阵 A 写成 A ＝

P
Ir ０

０ ０
Q ，｜ P｜ ≠ ０ ，｜ Q｜ ≠ ０ ，r ＝ rk（ A） ，由 A２ ＝ A ，得

P
Ir ０

０ ０
QP

Ir ０

０ ０
Q ＝ P

Ir ０

０ ０
Q ，
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因此

Ir ０

０ ０
QP

Ir ０

０ ０
＝
Ir ０

０ ０
，

把 Q ，P分块 ，记 P ＝ （ P１ 　 P２）
r 　 n － r

，Q ＝
Q′１
Q′２

r
n － r

，于是

Ir ０

０ ０

Q′１ P１ Q′１ P２
Q′２ P１ Q′２ P２

Ir ０

０ ０
＝
Ir ０

０ ０
，

也即 Q′１ P１ ＝ Ir ．记 P１ ＝ （ p１ p２ … p r） ，Q１ ＝ （ q１ q２ … qr） ，则有 p′iqj ＝ q′j pi ＝ δi j ，i ，
j ＝ １ ，… ，r ，而

A ＝ P
Ir ０

０ ０
Q ＝ （ P１ 　 P２）

Ir ０

０ ０

Q′１
Q′２

＝ P１ Q′１ ，

即

A ＝ ∑
r

i ＝ １
p iq′i ，

而 tr A ＝ ∑
r

i ＝ １
tr p iq′i ＝ ∑

i ＝ １
tr q′i pi ＝ r ＝ rk（ A） ．这也就顺便得出了

（iii） A２ ＝ A 骋 A ＝ ∑
r

i ＝ １
piq′i ，p′iqj ＝ δi j ，i ，j ＝ １ ，２ ，… ，r ．容易看出 A２ ＝ A

时 ，（ I － A）２ ＝ I － A ，于是有
n ＝ rk In ＝ tr（ In － A ＋ A） ＝ tr（ I － A） ＋ tr A

＝ rk（ I － A） ＋ rk（ A） ，
而L（ A′）的维数是 rk（ A） ，L（ I － A）的维数是 rk（ I － A） ．设 x ∈L（ A′） ，y ∈L
（ I － A） ，则 x ＝ A′u ，y ＝ （ I － A） v ，于是

x′y ＝ u′A（ I － A） v ＝ ０ ，
即L（ A′）中的向量与L（ I － A）中的向量正交 ，即 Rn 是L（ A′）与L（ I － A）的正交
和 ，因此有

（iv） Rn ＝L（ A′） 晨L（ I － A） ＝L（ A） 晨L（ I － A′） 骋 A２ ＝ A ．

§ ６畅对 　称 　阵

方阵 A 称为对称的 ，如果 A′ ＝ A ．对每一个对称阵 A ，任给一个向量 x ，x′Ax
就是 x 的一个齐次二次函数 ，它称为 A 所相应的二次型 ．如果 A 的二次型 x′Ax
恒不取负值 ，即 x′Ax ≥ ０ 对一切 x 成立 ，则称 A 是非负定阵 ．如果 A 是非负定
的 ，且 x′Ax ＝ ０的充要条件是 x ＝ ０ ，则称 A 是正定的 ．非负定阵和正定阵都是对
称阵 ，这一节着重介绍有关特征根 ，特征向量的一些结果 ．
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6畅1 对称阵的谱分解 　 首先可以证明对称阵的特征根均取实值 ．如果 λ ，μ ，
x ，y分别为实数及实数向量 ，A′ ＝ A ，且

A（ x ＋ iy） ＝ （ λ ＋ iμ）（ x ＋ iy） ，其中 i为虚数 ．
比较等式两边的实部及虚部 ，得

Ax ＝ λx － μy ，Ay ＝ μx ＋ λy ，
所以 λy′x － μy′y ＝ y′A x ＝ x′Ay ＝ μx′x ＋ λx′y ，
因此 μ（ x′x ＋ y′y） ＝ ０ ，
即 μ ＝ ０ ．
这就证明了特征根一定是实的 ，同时特征向量也可取为实值向量 ．

其次 A′
n × n

＝ A 时 ，存在 A 的 n 个特征向量 γ１ ，… ，γn 使 γ′iγj ＝ δi j ，i ，j ＝ １ ，２ ，… ，

n ．设 A 的 k个单位正交特征向量为 γ１ ，… ，γk（显然 ，对 A 至少可以找到一个单位
长度的特征向量 ，因此 k ≥ １） ，相应的特征根是 λ１ ，… ，λk（ λ１ ，… ，λk 可以有相同
的） ．于是当 k ＜ n 时 ，总有 x ≠ ０ ，使 x 与 L（ γ１ ，… ，γk）中的向量都正交 ，而
（ Ax）′γi ＝ x′Aγi ＝ λi x′γi ＝ ０ ，i ＝ １ ，２ ，… ，k ，即 x ，Ax ，… ，均与L（ γ１ ，… ，γk）正交 ．
由 § ５的 ５畅２知道L（ x ，Ax ，… ）中一定有 A 的特征向量 ，因此就找到了与 γ１ ，… ，
γk 都正交的 A 的单位特征向量 γk ＋ １ ．用这个方法直到 k ＝ n 为止 ，就找到了 A 的
n个特征向量 γ１ ，… ，γn ，它们是 Rn 中的一组标准正交基 ，即 δi j ＝ γ′iγj ，i ， j ＝
１ ，… ，n ，记

Γ ＝ （ γ１ … γn） ，

则有 A Γ ＝ Γ Λ ，其中 Λ ＝

λ１ ０

筹
０ λn

，且 Γ′Γ ＝ In ．利用逆阵的唯一性 ，就知道

Γ′ ＝ Γ － １ ，ΓΓ′ ＝ In ．于是

A ＝ Γ Λ Γ － １ ＝ Γ Λ Γ′ ＝ （ γ１ … γn）

λ１ ０

筹
０ λn

γ′１

γ′n

＝ ∑
n

i ＝ １
λiγiγ′i畅

这就证得了 A 的谱分解式 ．
A 的谱分解也可以用另一种方式来叙述 ．设 Γ 是 n × n 的阵 ，如果 Γ′Γ ＝ ΓΓ′

＝ In ，则称 Γ 是正交阵 ．A 的谱分解也可以叙述为 ：
对任给的一个对称阵 A

n × n
，一定存在一个正交阵 Γ ，使

Γ′A Γ ＝

λ１ ０

筹
０ λn

， （６畅１）
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其中 λ１ ，… ，λn 是 A 的特征根 ，Γ ＝ （ γ１ … γn）是相应的特征向量组成的正交阵 ．这
也称为对称阵的对角化定理 ．

对给定的对称阵 A ，任给一个正交阵 Γ ，则 Γ′A Γ 仍然是对称阵 ．上述结果告
诉我们 ，对 A → Γ′A Γ 这种变换 ，总可以使 A 变成对角形的阵 ，因此对角阵称为对
称矩阵在正交变换下的标准型 ．

6畅2同时对角化 　设 A ，B 都是 n × n 的对称阵 ．对于 A ，存在正交阵 Γ１ 使

Γ′１ A Γ１ 是对角阵 ；对于 B ，存在正交阵 Γ２ 使 Γ′２ BΓ２ 也是对角阵 ．一般说来 Γ１ 与

Γ２ 是不同的 ．下面证明 ，Γ１ ＝ Γ２ 的充要条件是 AB ＝ BA ．这一结果通常称为同时

对角化定理 ．
先证必要性 ．若 Γ１ ＝ Γ２ ，则 AB ＝ BA ．此时

Γ′１ A Γ１ ＝

λ１ ０

筹
０ λn

，　 Γ′２ BΓ２ ＝

μ１ ０

筹
０ μn

，

由于 Γ１ ＝ Γ２ ，记 Γ１ ＝ Γ２ ＝ Γ ，则

A ＝ Γ

λ１ ０

筹
０ λn

Γ′ ，　 B ＝ Γ

μ１ ０

筹
０ μn

Γ′ ，

因此

AB ＝ Γ

λ１ ０

筹
０ λn

Γ′Γ

μ１ ０

筹
０ μn

Γ′ ＝ Γ

λ１ μ１ ０

筹
０ λn μn

Γ′

＝ Γ

μ１ ０

筹
０ μn

Γ′Γ

λ１ ０

筹
０ λn

Γ ＝ BA ．

　 　再证充分性 ．若 λ１ ，u１ 使 Au１ ＝ λ１ u１ ，则 ABku１ ＝ Bk Au１ ＝ λ１ Bku１ ．可见当 u１
是 λ１ 相应的 A 的特征向量时 ，Bu１ ，B２ u１ ，… ，Bku１ ，…都在 λ１ 相应的特征向量生
成的子空间内 ．由 ５畅２知道一定有一个 B 的特征向量属于L（ u１ ，Bu１ ，B２ u１ ，… ） ，
于是就找到了 A ，B第一个公共的特征向量 ，记为 γ１ ．考虑与 γ１ 正交的子空间 ，存
在 u２ 是 A 的特征向量 ，与刚才的方法相仿 ，可以找到 A ，B 第二个公共特征向量
γ２ ，且 γ′２ γ１ ＝ ０ ．如此下去 ，一直找到 n个公共的特征向量为止 ，这就证明了所要的

结论 ．
因此 ，当 A１ ，… ，Am 均为 n × n的对称阵时 ，A１ ，… ，Am 可以同时对角化的充

要条件是 AiA j ＝ Aj Ai 对一切 i ，j ＝ １ ，２ ，… ，m成立 ．特别地 ，对称阵 A与 A２ ，A３ ，… ，
A － １ ，A － ２ ，…都是可交换的 ，因此 A 与 A 的多项式矩阵 ，或 A － １的多项式矩阵都

·２２· 第一章 　矩 　 　阵



可以同时对角化 ．用谱分解的形式来表示 ，如果 A 的特征根是 λ１ ，… ，λn ，γ１ ，… ，γn
是相应的特征向量（标准正交基） ．当 λi ＝ ０时 ，规定 λ － １

i ＝ ０ ，于是有

A ＝ ∑
n

i ＝ １
λiγiγ′i ；

Ak ＝ ∑
n

i ＝ １
λki γiγ′i ，k ＝ ０ ，± １ ，± ２ ，… 畅

（６畅２）

如果 f（ λ）是 λ的多项式 ，则有

f（ A） ＝ ∑
n

i ＝ １
f（ λi） γiγ′i ，

f（ A － １） ＝ ∑
n

i ＝ １
f（ λ－ １

i ） γiγ′i畅
（６畅３）

　 　 6畅3特征根的极值性质 　 设 A′ ＝ A ，将 A 的特征根 λ１ ，… ，λn 依大小顺序排
列 ，无妨设 λ１ ≥ λ２ ≥ … ≥ λn ．从谱分解式（ γ１ ，… ，γn 是 A 的标准化特征向量） ：

A ＝ ∑
n

i ＝ １
λiγiγ′i ，

I ＝ ∑
n

i ＝ １
γiγ′i ，

就可以知道 ，对任给 x ，x ＝ ∑
n

i ＝ １
aiγi 就有

x′A x
x′x ＝

∑
n

i ＝ １
λia２i

∑
n

i ＝ １
a２i

，

很明显 ，利用上面的等式就可以得到

sup
x ≠ ０

x′Ax
x′x ＝ sup

a ≠ ０

∑
n

i ＝ １
λia２i
a′a ＝ λ１ ，

inf
x ≠ ０

x′Ax
x′x ＝ inf

a ≠ ０

∑
n

i ＝ １
λia２i

a′a ＝ λn畅

（６畅４）

仿照上面的方法 ，不难证明下述结论 ：

设 A′
n × n

＝ A ，A 的谱分解式是 ∑
n

i ＝ １
λiγiγ′i ，且 λ１ ≥ λ２ ≥ … ≥ λn ，于是有 ：

（i） sup
x′γ i ＝ ０

i ＝ １ ，… ，k
x ≠ ０

x′A x
x′x ＝ λk ＋ １ ， inf

x′γ i ＝ ０

i ＝ １ ，… ，k
x ≠ ０

x′Ax
x′x ＝ λn ； （６畅５）

·３２·§ ６畅对称阵


