
偏 微 分 方 程 教 程

朱长江　邓引斌　编著

北　京



内 容 简 介

本书根据作者们多次对数学专业的大学本科生及研究生讲授偏微分方

程课程的讲稿编写而成．全书共分八章 ，包括一阶偏微分方程的求解，特征

理论及方程的分类，双曲型、抛物型及椭圆型方程的求解方法及基本理论 ，
Ｆｏｕｒ ｉｅｒ 变换，ＣａｕｃｈｙＫ ｏｖ ａｌｅｖ ｓｋａｙ ａ 定理和 Ｌｅｗ ｙ 的反例．各章内容相对独

立，自成体系，教学时可根据实际教学时数 ，任选几章独立安排教学．
本书可作为高等院校数学系本科生“偏微分方程 ”、“数学物理方程 ”课

程的教材或参考书，也可作为理工科本科生和研究生 “数学物理方程”、“数
学物理方法 ”课程的参考书或教材．

　图书在版编目（ＣＩＰ）数据　　　　　 　 　　　　　　　　　　
　偏微分方程教程／朱 长江，邓引斌编著．—北京：科学出版社，
２００５
　ＩＳＢＮ ７０３０１５１５３４
　Ｉ．偏…　ＩＩ．①朱…②邓…　ＩＩＩ．偏微分方程—高等学校—教材

Ⅳ．０１７５．２
　中国版本图书馆 ＣＩＰ 数据核字 （２００５） 第 ０１８６１８ 号　　　　　

责任编辑：杨瑰玉

责任印制：高　嵘

出版
北 京 东 黄 城 根 北 街 １ ６ 号

邮 政 编 码 ： １ ０ ０ ７ １ ７
ｈ ｔ ｔ ｐ ：／／ｗ ｗ ｗ ．ｓ ｃｉ ｅｎ ｃｅ ｐ．ｃ ｏ ｍ

武汉大学出版社印刷总厂印刷
科学出版社出版　各地新华书店经销


２００５ 年 ６ 月 第　一　版

２００５ 年 ６ 月 第 一 次 印 刷

印 数 ： １— ３ ０００
　　

开 本 ： ｂ５ （７２０Ｏ １０００）
印 张 ： １３ １／４
字 数 ： ２６２ ０００

定价：１９．００元
（如有印装质量问题，我社负责调换）



序　　言

偏微分方程是以建立数学模型、进行理论分析和解释客观现象并进而解决实际问题为内容

的一门数学分支学科．作为大学理工类专业的基础课程，无论对于数学专业还是非数学专业都

十分重要．因此，写好关于偏微分方程课程的教材，一定要针对这门课程的特点，理论联系实际，
写出从特殊到一般的结合，并努力反映学科研究的最新成果，以适应日益变化的实际需要．

本书的两位作者一直从事非线性偏微分方程的研究，并长期为华中师范大学数学专业的本

科生及研究生、物理专业的本科生开设偏微分方程、数学物理方程等课程．他们多次应邀访问美

国、瑞士、香港等国家和地区的大学，开展合作研究并为这些大学数学专业本科生讲授偏微分方

程课程．他们所在的偏微分方程研究小组近年来还积极参与和组织了许多期各级各类的学术研

讨班．作者这些教学、科研和学术交流的经历使他们积累了丰富的经验，为本书的编写提供了大

量的素材．经过多年的积极酝酿和勤奋笔耕，这本期盼已久的教材终于脱稿并正式出版，实在是

可喜可贺．
经过两位作者的精心选择、科学提炼和认真编排，本书向读者完整地展示了运用偏微分方

程解决物理、力学及工程技术中实际问题的全过程和一般规律，并重点介绍了偏微分方程的几

种常用求解方法，即特征线法（第二、四章）、分离变量法（第四、五、六章）和 Ｇ ｒｅｅｎ 函数法（第六

章），在理论上讲得透彻完整，在应用上讲得深入细致，做到了严密性与直观性的统一、科学性与

可读性的统一，具有自己鲜明的特色．教材各章节内容由浅入深，相对独立，自成体系．第二章系

统地介绍了用特征线法求解一阶偏微分方程的方法，它作为偏微分方程学习的基础，填补了目

前某些同类教材的空白．第三章给出了二阶方程及一阶方程组的分类，这为分门别类地学好偏

微分方程这门课程奠定了基础．第七章讲述了 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换的基本理论，并通过典型例题阐明了

Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换在解常系数线性偏微分方程中的应用．第八章介绍了 ＣａｕｃｈｙＫｏｖａｌｅｖ ｓｋａｙａ 定理及

Ｌ ｅｗ ｙ 的反例．由于作者对定理的证明作了科学的提炼，使得这样一部分学生较难理解和掌握的

理论知识变得十分简洁直观，通俗易懂．
根据偏微分方程的特点，学习这门课程必须坚持理论联系实际，重点不仅在于知识的掌握，

更应着眼于能力的培养与提高．希望广大同学将本书提供的一些典型问题均作为案例来对待，
通过“解剖麻雀”，揭示偏微分方程的一些带有普遍意义的思维方法、求解过程和推理结论，而不

要仅仅满足于学习一些数学知识，更不要满足于对个别实例的机械模仿．只有这样，才能开阔思

路，培养分析问题和解决问题的能力，真正达到学习这门课程的目的．

中国科学院院士　　　　　

２００４ 年 １０ 月于北京



前　　言

偏微分方程作为大学的一门基础课，无论是对数学专业还是非数学专业的理

工科学生都十分重要．它的任务是建立数学模型，寻找求解方法，进行理论分析，从
而达到解释物理现象的目的．本书是在“偏微分方程讲义”的基础上修改而成，“讲
义”的大部分内容曾在数学专业的本科生选修课及研究生基础课上讲授过多次．经
过多年的教学实践，并跟据一些专家的建议，在参阅了大量有关偏微分方程及数学

物理方程教材的基础上，我们对“讲义”的内容进行了一定的取舍，并对部分章节的

先后顺序进行了重新安排．
本书共分八章．第一章介绍偏微分方程的基本概念和各种经典方程及定解问

题的物理及力学来源；第二章介绍一阶偏微分方程的求解方法；第三章介绍特征理

论及方程的分类；第四、五、六章分别讨论双曲型、抛物型和椭圆型方程定解问题的

求解方法、理论分析、适定性讨论，并利用所获得的解对物理现象及力学规律加以

解释；第七章介绍Ｆｏｕ ｒｉｅｒ 变换及其应用；第八章介绍ＣａｕｃｈｙＫｏｖａｌｅｖ ｓｋａｙａ 定理和

Ｌ ｅｗ ｙ 的反例．为了便于读者理解并牢固地掌握这些内容，我们在每一章中都安排

了一定数量的习题．本书各章内容相对独立，自成体系，教学时可根据实际情况，任
选几章独立安排教学．

本书在编写过程中得到了华中师范大学教务处、数学与统计学学院及国家自

然科学基金委员会的大力支持，特此深表谢意．
由于我们的水平有限，缺点和错误在所难免，诚恳地希望读者批评指正．

编　者

２００４ 年 １０月
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第 一 章　方 程 的 导 出 及 定 解 问 题 的 提 法

自从微积分产生以后，人们就设法把物理学、力学和工程技术问题中的一些规

律归结成偏微分方程进行研究，习惯上称之为数学物理方程．这类方程的内容基本

上都是一些典型的偏微分方程．因此我们说，偏微分方程是一门历史悠久的学科，
在它的发展过程中，具有紧密联系实际的特点．生产和科学技术的不断发展，不仅

丰富和更新了偏微分方程的研究内容，而且随着问题的解决，也产生了许多新的数

学方法，从而发展了偏微分方程的理论，同时，也促进了偏微分方程与数学的许多

分支及自然科学各部门之间的联系．本章将从几个简单的物理模型出发，推导出本

课程将要讨论的三种典型方程及其相应的典型定解问题．

§ １　基 本 概 念

１．１　什么是偏微分方程

　　所谓偏微分方程，是指关于多元函数 u（x，y，…）及其偏导数的关系式

F （x，y，…，u，ux，uy ，…，ux x ，ux y，uy y，…）＝０， （１．１）
其中F 是自变量x，y，…，未知函数u 及u 的有限多个偏导数的已知函数．例如关系

式

a（x，y）ux＋b（x，y）uy＝f（x，y）， （１．２）
（u

２
x＋u

２
y＋１）u ２＝１， （１．３）

ux x＋uy y＋uz z＝０， （１．４）
（１＋u

２
y）ux x－２ux uy ux y＋（１＋u

２
x）uy y＝０， （１．５）

utt－ux x＋u
３＝０， （１．６）

ut＋uux＋ux x x＝０ （１．７）
等都是偏微分方程．
　　１．２　偏微分方程的解

如果给定一个函数 u＝φ（x，y，…），将它及它对自变量的各阶偏导数代入方程

（１．１），能使（１．１）成为恒等式，则称函数φ是偏微分方程（１．１）的解．我们知道，一
个线性常微分方程如果有解，就必有无穷多个解，其表现形式是依赖于一个或几个

任意常数的通解，于是自然会想到偏微分方程的通解也会含有任意元素．
·１·



例 １　求偏微分方程

u

y
＝０ （１．８）

的通解．
解　关于 y 积分方程（１．８），可得其通解为 u＝φ（x），其中φ是 x 的任意连续可

微函数．
但是，在偏微分方程中，除了一些特别简单的例子以外，求通解是很困难的．而

且即使求得了通解，要想利用所给的伴随条件将其表达式中的任意元素确定出来，
也是一件不容易的事情，甚至是不可能的．
　　１．３　偏微分方程的阶

在偏微分方程的研究中，“阶”是一个非常基本的概念．所谓偏微分方程的阶，
就是方程中实际所含未知函数的偏导数中的 高阶数，如上例中的方程（１．２）、
（１．３）是一阶偏微分方程，（１．４）、（１．５）和（１．６）是二阶偏微分方程，（１．７）是三阶偏

微分方程．
　　１．４　线性偏微分方程

如果方程关于未知函数及其各阶偏导数都是线性的，则称它为线性偏微分方

程．例如方程（１．２）和（１．４）都是线性偏微分方程．在线性偏微分方程中，不含有 u

及它的偏导数的项称为自由项；当自由项为零时，称方程为齐次方程，如方程

（１．４）；否则就称为非齐次方程，如方程（１．２）．
一般的线性齐次偏微分方程可写为

Ｌu＝０， （１．９）
线性非齐次偏微分方程可写为

Ｌu＝f（x １ ，x ２ ，…，x n）， （１．１０）
其中Ｌ是u 的某一偏微分线性算子，例如

Ｌ＝ 
２

t
２ －a

２ ２x
２１
＋ ２x

２２
＋…＋ ２x

２
n
，

Ｌ＝ t
－a

２ ２x
２１
＋ ２x

２２
＋…＋ ２x

２
n

，
Ｌ＝ 

２

x
２１
＋ ２x

２２
＋…＋ ２x

２
n

，
等等．所谓线性算子，是指对任意的函数 u，v 及常数 c，总有

Ｌ（u＋v）＝Ｌu＋Ｌv，　Ｌ（cu）＝cＬu． （１．１１）
由方程（１．１１），我们可得关于线性方程的如下叠加原理．
定理 １．１　若 u １ ，u ２ ，…，um 是线性齐次方程（１．９）的解，则 u＝c１u １＋c２u ２＋…＋

cm um 也是（１．９）的解；若 u １ ，u ２ ，…，um 是线性非齐次方程（１．１０）的解，则 u＝c１u １ ＋
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c２u ２＋…＋cn un 是如下线性非齐次方程

Ｌu＝fn

i＝ １
ci

的解，其中 c１ ，c２ ，…，cn 是任意常数．
　　１．５　非线性偏微分方程

我们把不是线性偏微分方程的偏微分方程统称为非线性偏微分方程．在非线

性偏微分方程中，如果关于未知函数的所有 高阶偏导数都是线性的，则称它为拟

线性偏微分方程．例如方程（１．５）、（１．６）和（１．７）都是拟线性偏微分方程．在拟线性

偏微分方程中，由 高阶偏导数所组成的那一部分，称作方程的主部；若主部内的

系数都是常数或是自变量的已知函数，这时方程被称作是半线性的，如方程（１．６）
和（１．７）就是半线性的．对于既不是线性也不是拟线性的偏微分方程，就称它为完

全非线性偏微分方程，如方程（１．３）就是．一般地，我们又把拟线性偏微分方程及完

全非线性偏微分方程，统称为非线性偏微分方程．
习　题　１１

１．指出下列方程的阶并判断它是线性的，还是非线性的．如果是线性的，说明

它是齐次的，还是非齐次的：
（１） ut－（ux x＋uy y）＋１＝０；
（２） ut－ux x＋x u＝０；
（３） ut－ux x t＋uux＝０；
（４） u

２
x＋uuy＝０；

（５） utt－ux x＋t
２＋x

２＝０；
（６） ux＋e

y
uy＝０；

（７） ut＋ux x x x＋ １＋u＝０；
（８） ux（１＋u

２
x ）－ １２ ＋uy（１＋u

２
y）－ １２ ＝０；

（９） ４ux
４＋２ ４u

x
２ y

２ ＋
４
u

y
４＝０；

（１０） ３ux
３ ＋ ３u
xy

２＋ｌｏ ｇu＝０．
２．设f（x）和g（y）是任意的二次连续可微函数，验证函数u＝f（x）g（y）满足方

程

uux y－ux uy＝０．
３．验证函数 u（x，y）＝ １６ x

３
y
２＋x

２＋ｓ ｉｎx＋ｃｏ ｓy－ １３ y
２＋４是方程

２uxy
＝x

２
y

·３·



的解．
４．验证函数 u（x，y）＝x

２－y
２ 和 u（x，y）＝e

x ｓ ｉｎy 都是方程 ux x＋uy y＝０的解．
５．验证函数

u（x，y，t）＝ １
a
２
t
２－（x－ξ）２－（y－η）２

在区域Ω＝｛（x，y，t）│（x－ξ）２＋（y－η）２＜a
２
t
２ ｝内满足方程

utt＝a
２ （ux x＋uy y），

其中 a 为正常数，ξ，η为任意实数．

§ ２　几个经典方程

数学物理中的许多问题，都可由一个偏微分方程来描述，本节将介绍几个从物

理学和力学中提出的典型的偏微分方程．
　　２．１　弦振动方程

弹性弦的振动问题，是一个很有意义而且十分重要的古典问题，下面我们建立

它的数学模型．
所谓弦是指一条具有弹性的、均匀的、非常柔软的细线，它能够承受相对小的

横向振动，并且它在弯曲时所产生的抵抗力比之于张力，可以忽略不计，故张力沿

着切线方向．例如，一条被拉直的小提琴弦．
我们考虑弦的微小横振动，如图 １１选择坐标系，将弦的两端固定在 x 轴的原

点O 及点L 上，并设O L＝l．所谓横振动是指弦的运动发生在一个平面内，而且弦上

各点的位移与弦平衡位置垂直．令 u（x，t）表示弦上位置为 x 的点在时刻 t的位移，
用 ρ（x ）表示弦的线密度（即单位长度细线的质量）．如果弦是均匀的，则 ρ（x ）＝常

数．
我们将在上述假设下，用如下两个物理定律来导出弦振动方程．
牛顿（Ｎｅｗ ｔ ｏｎ）第二定律：

作用在物体上的力＝该物体的质量×该物体的加速度

动量原理：
作用在物体上的冲量＝该物体的动量的变化

在弦上任取一小段［x １ ，x ２ ］，令T （x，t）表示弦在点x 处时刻t的张力，用α（x，t）
表示弦在点 x 处时刻 t的切线方向和 x 轴之间的夹角，于是在时刻 t沿着铅直方向

作用在弦段上的张力是

T （x ２ ，t）ｓ ｉｎα（x ２ ，t）－T （x １ ，t）ｓ ｉｎα（x １ ，t）． （２．１）
设Δx＝x ２－x １ ，由于弦的振动很小，所以弦上各点的斜率也很小，从而有

ｓ ｉｎα≈ｔａｎα．
·４·



图 １１
而 ｔａｎα＝ux（x，t），于是（２．１）可写为

T （x １＋Δx，t）ux（x １＋Δx，t）－T （x １ ，t）ux （x １ ，t）＝ x（T （x，t）ux （x，t））
x ＝ x

珚Δx，
其中 x

珚∈（x，x＋Δx ）．
另一方面，在时刻 t弦段（x，x＋Δx）的动量为

∫x ＋ Δx

x
ρutt（x，t）ｄx＝ρutt（x珮，t）Δx，

其中 x
珮∈（x，x＋Δx ）．
根据动量原理有


x（T （x，t）ux（x，t））

x ＝ x珚Δx＝ρutt（x
珮，t）Δx．

将上式两端除以Δx，并令Δx→０，即得


x（T （x，t）ux （x，t））＝ρutt（x，t）． （２．２）

下面我们证明张力 T （x，t）恒为常数．
事实上，因为弦的振动是横向的，所以作用于弦段上所有力沿 O x 轴的分量应

等于零，即
T （x ２ ，t）ｃｏｓα（x ２ ，t）－T （x １ ，t）ｃｏｓα（x １ ，t）＝０， （２．３）

由于弦的振动是微小的，所以 u
２
x 可以忽略不计，即

ｃｏｓα＝ １
１＋ｔａｎ ２α＝

１
１＋u

２
x

≈１，

由方程（２．３）知
T （x １ ，t）＝T （x ２ ，t），

这说明张力T 与x 无关．下面证明张力T 与时间无关．因为在振动过程中弦长的改

变量为

·５·



∫l

０ １＋u
２
x ｄx－l，

它是关于 ux 的二阶小量．
根据虎克（Ｈｏｏｋ ｅ）定律知，使弦的长度改变所需加的张力也是ux 的二阶小量．

现假设弦是绷紧的，也就是说，原来的张力足够大，因而由于弦的振动使长度改变

而产生的张力变化可忽略不计，即弦上每一点所受张力在运动过程中保持不变．这
样，张力 T 与时间 t也无关，于是张力 T 恒为常数．

此时方程（２．２）可写成

T ux x＝ρutt，
即

utt－a
２
ux x＝０， （２．４）

其中 a
２＝ T

ρ表示弦的张力密度，这就是通常所谓的弦振动方程．它是 早被提出的

一个偏微分方程．
如果作用于弦上的还有外力，其线密度为 F （x，t），这时方程（２．４）将改写为

utt－a
２
ux x＝f（x，t）， （２．５）

其中 f（x，t）＝F （x，t）ρ 表示单位质量在点 x 处所受的外力．
弦振动方程中只含有两个自变量x 和t，其中x 表示位置，t表示时间．由于它描

述的弦振动亦称为波动现象，因此又称弦振动方程为一维波动方程．
　　２．２　膜振动方程

对于薄膜的微小横振动，我们可以用类似的方法处理．所谓薄膜是指柔软而有

弹性的薄片，它的重量相对于张力可以忽略不计，所以薄膜上每一点的张力总是沿

着该点的切线方向．我们考察一张绷紧的均匀薄膜，它的静止状态在水平位置 xO y

平面内，假设薄膜的运动只是上下方向的，并设在运动时薄膜的弯曲是极微小的．
用函数 u（x，y，t）表示薄膜在点（x，y）处于时刻 t 的位移，由于薄膜的弯曲极为微

小，所以 ux 和 uy 的高次项可以忽略不计．与推导弦振动方程类似，我们可以证明张

力 T 可近似地看做是与时间t及位置（x，y）无关的常量．
现在我们在薄膜上任取一小块Δσ，由于振动是微小的，所以它的面积可近似

等于ΔxΔy（Δx＝x ２－x １ ，Δy＝y ２－y １ ）．用α（x，y）和β（x，y）表示薄膜在点（x，y）处
的切向与 x 轴和 y 轴的夹角，故沿着铅直方向作用在这块薄膜上的力为（如图 １２）

TΔyｓｉｎα（x ２ ，y）－TΔyｓｉｎα（x １ ，y）＋TΔx ｓ ｉｎβ（x，y ２ ）－TΔx ｓｉｎβ（x，y １ ）．
由牛顿第二定律，有
TΔy［ｓ ｉｎα（x ２ ，y）－ｓ ｉｎα（x １ ，y）］＋TΔx［ｓｉｎβ（x，y ２ ）－ｓｉｎβ（x，y １ ）］＝ρΔσutt（x珚，y

珚，t），
（２．６）

其中Δσ是这一小块薄膜的面积，utt是加速度，x
珚∈（x １ ，x ２ ），y

珚∈（y １ ，y ２ ）．
·６·



图 １２
由于薄膜的振动是微小的，于是有

Δσ≈ΔxΔy，
ｓ ｉｎα≈ｔａｎα＝ux （x，y，t），
ｓｉｎβ≈ｔａｎβ＝uy（x，y，t）．

代入（２．６）式中，得到

TΔy［ux （x ２ ，y，t）－ux（x １ ，y，t）］＋T Δx［uy （x，y ２ ，t）－uy（x，y １ ，t）］
　＝ρΔxΔy utt（x

珚，y珚，t），
上式两边同除以 ρΔxΔy，得
　　T

ρ
ux（x １＋Δx，y，t）－ux （x １ ，y，t）

Δx
＋uy （x，y １＋Δy，t）－uy（x，y １ ，t）

Δy

　　　＝utt（x珚，y
珚，t）， （２．７）

在（２．７）式中，令Δx→０，Δy→０，得
utt－a

２ （ux x＋uy y ）＝０， （２．８）
其中 a

２＝ Tρ表示薄膜的张力密度，这就是薄膜振动方程，亦称为二维波动方程．
如果作用在薄膜上的还有外力，其密度为 F （x，y，t），这时方程（２．８）可改写为

utt－a
２ （ux x＋uy y）＝f（x，y，t）， （２．９）

其中 f（x，y，t）＝F （x，y，t）
ρ 表示单位质量在点（x，y）处所受的外力．

注　用类似的方法可推出三维波动方程

utt－a
２ （ux x＋uy y＋uz z）＝f（x，y，z，t），

它表示电磁波、声波的传播．

·７·



　　２．３　热传导方程

我们考察空间物体G 的热传导问题，令函数u（x，y，z，t）为物体G 在点（x ，y，z）
处 t时刻的温度，若温度不是常量，则热量由温度高处向温度低处传递，这种现象

叫做“热传导”．根据傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）热传导定律，物体在无穷小时段 ｄt内流过一

个无穷小面积 ｄS 的热量 ｄQ 与物体温度沿曲面 ｄS 的法线方向的方向导数u

n
成正

比，即
ｄQ＝－κ（x，y，z）un

ｄSｄt， （２．１０）
其中κ（x，y，z）称为物体在点（x，y，z）处的热传导系数，它应取正值．负号的出现是

由于热量的流向和温度的梯度的正向（即 ｇ ｒａｄu 的方向）相反．也就是说，如果

ｇ ｒａｄu 与曲面的法线n 交成锐角，则u

n
＝ｇ ｒａｄu· n＞０，它表示依法线n 的方向越过

曲面时温度要增加，而热流方向却与此相反，即从温度高的一侧流向低的一侧，依
法线 n 的方向越过曲面的流量就应该是负的．

在物体 G 内任取一闭曲面 S，它所包围的区域记为 D ，以 n 表示它的外法线方

向．于是从时刻 t１ 到时刻t２ 流进闭曲面内的全部热量为

Q １＝∫t２
t１S
κ（x，y，z）u

n
ｄSｄt． （２．１１）

今假设函数u（x，y，z，t）关于变量x，y，z 具有二阶连续偏导数，关于t具有一阶连续

偏导数，利用奥斯特罗格拉特斯基高斯（Ｏｓｔ ｒｏｇ ｒａｄｓｋｙＧａｕｓｓ）公式（简称奥高公

式），可把（２．１１）改写成

Q １＝∫t２
t１D

x
（κux ）＋ y

（κuy）＋ z
（κuz） ｄxｄyｄzｄt． （２．１２）

另一方面，区域 D 内的总热量又等于


D
C （x，y，z）ρ（x，y，z）uｄxｄyｄz， （２．１３）

其中 ρ（x ，y，z）是物体的密度，C （x，y，z）是它的比热．流入的热量使物体内温度发

生变化，在时间间隔（t１ ，t２ ）中物体温度从 u（x，y，z，t１ ）变化到 u（x，y，z，t２ ），它应吸

收的热量是

Q ２ ＝
D

C ρ［u（x，y，z，t２ ）－u（x ，y，z，t１ ）］ｄxｄyｄz
＝∫t２

t１D
Cρ u（x，y，z，t）t

ｄxｄyｄzｄt． （２．１４）
由于热量守恒，则 Q １＝Q ２ ，即流入的热量应等于物体温度升高所吸收的热量，因此

有等式

·８·



∫t２
t１D

C ρ ut
－ x

（κux ）－ y
（κuy）－ z

（κuz） ｄxｄyｄzｄt＝０． （２．１５）
由于t１ ，t２ 与区域D 都是任意取的，且积分号下的被积函数是连续函数，因此在G 内

的任意一点于任何时刻都有

C ρ u

t
－ x

（κux ）－ y
（κuy ）－ z

（κuz）＝０． （２．１６）
如果物体是均匀的且各向同性，则 C ，ρ，κ都是常数，这时令 a

２＝ κ
C ρ，则方程（２．１６）

化成

ut－a
２ （ux x＋uy y＋uz z）＝０， （２．１７）

这就是著名的热传导方程．
如果物体内有热源，热源密度为 F （x，y，z，t），这时温度函数 u（x，y，z，t）应该

满足的方程是

ut－a
２ （ux x＋uy y＋uz z）＝f（x，y，z，t）， （２．１８）

其中

f（x，y，z，t）＝F （x，y，z，t）
Cρ ．

在适当情况下，方程中描述空间坐标的自变量数目可以减少．例如当物体是均

匀的细杆时，如果它的侧面不产生热交换（即绝热），且在同一截面上温度的分布是

相同的，则温度函数 u 仅与坐标 x 及时间 t有关，这时得到的热传导方程就是如下

的一维偏微分方程：
ut－a

２
ux x＝０． （２．１９）

如果考虑的是一个薄片的热传导，当它的侧面绝热时，便得到二维的热传导方程：
ut－a

２ （ux x＋uy y ）＝０． （２．２０）
　　２．４　拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）方程

在前面所研究的温度分布问题中，如果经过相当长的时间以后，物体内各点的

温度随时间的推移而发生的变化已不显著，这时我们就说温度分布趋于定常，数学

上可近似地用
u

t
＝０表示．这样一来方程（２．１７）就变成

ux x＋uy y＋uz z＝０， （２．２１）
它被称为Ｌａｐｌａｃｅ方程．为了书写简洁，我们通常引入如下符号Δn：

Δn＝ ２x
２１
＋ ２x

２２
＋…＋ ２x

２
n

，
它被称为 n 维空间的Ｌａｐｌａｃｅ算子．在不至于引起混淆的情况下，我们也将Δn 简记

为Δ．于是方程（２．２１）可简写为

Δu＝０．
·９·



类似地，方程（２．１８）能改写成

Δu＝f（x，y，z，t）， （２．２２）
我们称方程（２．２２）为泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ）方程．

习　题　１２
１．有一柔软的均匀细线，在阻尼介质中作微小横振动，单位长度弦受的阻力

F＝－R ut．试推导其振动方程．
２．设三维热传导方程的解具有球对称形式 u （x，y，z，t）＝u （r，t） （r＝

x
２＋y

２＋z
２ ），试证

ut＝a
２

urr＋２ur

r
．

３．若 n 维 Ｌ ａｐｌａｃｅ 方程

 ２u
x

２１＋
２u
x

２２＋…＋２ux
２
n
＝０

具有球对称形式的解 u（x １ ，x ２ ，…，xn）＝f（r），其中r＝ x
２１＋x

２２＋…＋x
２
n ，则

f（r）＝
C １＋C ２

１
r

n－ ２ ， n≠２，
C １＋C ２ｌｎ １

r
， n＝２，

其中 C １ ，C ２ 为任意常数．

§ ３　定 解 问 题

　　３．１　定解问题

　　正如我们在§ １例 １ 所看到的，一个偏微分方程和常微分方程一样，通常有很

多解，因此我们需要给出某些附加条件来挑出其中的某个解．另一方面，从§ ２ 的

讨论可以看出，对于不同的物理现象，可归结为不同形式的偏微分方程，而同一个

典型的方程又能代表某些物理过程的共同特点．如在研究空间中的声波和电磁波

的传播时都会出现三维波动方程

utt＝a
２Δu． （３．１）

我们知道，方程建立以后，目的就是要求出它的解．但是，仅有方程的解还不足

以完全确定一个具体的物理过程，因为对于一个具体的物理过程，除了方程本身之

外还必须考虑该物理过程的初始状态以及它所满足的外界条件，这些都是本节开

头所提到的“某些附加条件”．
例如在弦振动问题的讨论中，如果长度为 l的弦的两端是固定的，这时位移函
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数就应该满足条件

u（０，t）＝０，　u（l，t）＝０，　t≥０， （３．２）
我们称它为边界条件．又如在初始时刻（t＝０）测得弦上各点的位移与速度分别为

u（x，０）＝φ（x），　ut（x，０）＝ψ（x），　０≤x≤l， （３．３）
我们称它为初始条件．

在以后的讨论过程中，我们把描绘普遍规律的方程称为泛定方程；而称边界条

件和初始条件为定解条件．定解条件可以有多种形式，它依不同的物理问题而定．
所谓定解问题，就是泛定方程满足某种定解条件，即

泛定方程，
定解条件．

若定解条件为初始条件，则称该定解问题为初值问题或柯西（Ｃａｕｃｈｙ）问题；若定

解条件为边界条件，则称该定解问题为边值问题；若定解条件中既有初始条件又有

边界条件，这时称定解问题为初边值问题或混合问题．
　　３．２　三类典型的边界条件

关于边界条件的提法，通常有三种形式，这里以热传导现象为例加以说明．
第一边界条件：如果物体G 与外界接触的表面的温度是已知的，这时边界条件

的提法是

u│Γ＝φ（x，y，z，t）， （３．４）
其中Γ是物体 G 的表面，φ是定义在（x，y，z）∈Γ，０≤t≤T 上的已知函数．具有这

种边界条件的定解问题称为第一边值问题或狄利克雷（Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ）边值问题．
第二边界条件：如果在物体 G 和外界接触的表面上，知道的是热量通过表面Γ

各点的流速，即知道在单位时间内通过物体 G 的表面Γ上从物体内向外流出的热

量，即已知热流强度 q（x，y，z，t）．根据Ｆ ｏｕｒｉｅｒ 热传导定律（§ ２（２．１０）），我们有

－κu

n Γ
＝q（x，y，z，t），　t≥０，

这时边界条件的提法应是

u

n Γ＝φ（x，y，z，t）， （３．５）
其中φ＝－ q

κ是定义在（x，y，z）∈Γ，０≤t≤T 上的已知函数．这实际上是知道温度

函数 u 在物体表面Γ上的法向导数．带有边界条件（３．５）的定解问题称为第二边值

问题或诺伊曼（Ｎｅｕｍａｎｎ）边值问题．
特别地，如果 G 的表面Γ是绝热边界，因而 q＝０，则条件（３．５）简化为

un Γ＝０，　t≥０． （３．６）
第三边界条件：当物体位于另一个介质中，且假设介质的温度 u １ 是已知的，u １
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与物体表面上的温度u 往往并不相同，这时会有热交换．由Ｎｅｗ ｔ ｏｎ 热交换定律，在
单位时间内从物体表面单位面积中流向介质的热量q（x，y，z，t）同物体与介质在表

面处的温度差成正比，即
q＝h（u－u １ ）， （３．７）

其中 h＞０称为两种介质间的热传导系数．
考察在物体中无限贴近于介质表面Γ的 曲面Γ１，由于在物体表面热量不能累

积，因此在曲面 Γ１ 上的热量应等于表面 Γ上的热量．而流过曲面 Γ１ 的热量由

Ｆ ｏｕｒｉｅｒ 定律所确定，它为－κu

n
．因此，我们有如下关系式：
－κu

n
＝q，

即

－κun
＝h（u－u １ ），

因此，在这种情形下的边界条件是

u

n
＋σu Γ＝φ（x，y，z，t）， （３．８）

其中σ＝ h

κ，φ＝
h

κu １．具有条件（３．８）的定解问题称为第三边值问题或鲁宾（Ｒｏｂｉｎ）
边值问题．

注　对波动方程、Ｌ ａｐｌａｃｅ 方程等，我们也可以考虑相应的Ｄｉｒｉｃｈ ｌｅｔ 边值问题、
Ｎ ｅｕｍａｎｎ 边值问题和 Ｒｏｂｉｎ 边值问题．
３．３　适定性

设u 是一个定义在区域Ω上的函数，在Ω内u 及它出现在方程中的微商连续且

满足方程，又设函数 u 以及出现在定解条件中的微商一直连续到Ω的边界，并适合

已给的定解条件，那么，我们称函数 u 是这个定解问题的解．
我们把求一个泛定方程在给定的定解条件下的解，称做解定解问题．一个定解

问题，如果满足下列三个条件，就称为是适定的：
（１） 存在性：定解问题至少存在一个解；
（２） 惟一性：定解问题至多有一个解；
（３） 稳定性：当已知的定解条件在某种意义下作微小的变动时，相应的定解问

题的解也只作微小的变动．
由于偏微分方程是一门应用性较强的学科，当我们利用它的理论和方法去解

决某些实际问题时，虽然定解问题的适定性一时还得不到解决，但经过实践检验，
结果还是可以采用的．这时就没有必要墨守先解决适定性方可求解的陈规，因为，
理论和实践之间总有一些距离．
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习　题　１３
１．考虑 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程的Ｎ ｅｕｍａｎｎ 边值问题

Δu＝f（x，y，z）， （x，y，z）∈Ω，
u

n Γ
＝０，（x，y，z）∈Γ．

（１） 问上述边值问题的解是否惟一？
（２） 由散度定理证明上述边值问题有解的必要条件是

Ωf（x，y，z）ｄxｄyｄz＝０．
２．设物体表面的绝对温度为 u，此时它向外界辐射出的热量按 Ｓ ｔｅｆａｎ

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 定律正比于 u
４ ，即

ｄQ＝σu
４ｄSｄt．

今假设物体与周围介质之间只有热辐射而没有热传导，周围介质的温度为 f（x，y，
z，t），试给出该热传导问题的边界条件．
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第 二 章　一 阶 偏 微 分 方 程

在这一章，我们将介绍一阶偏微分方程的特征．利用特征的概念，我们将一阶

偏微分方程的求解转化为相应的特征常微分方程组的求解．利用常微分方程的首

次积分，我们能求解各种各样的一阶偏微分方程．此外，本章的内容也是我们今后

学习偏微分方程的基础．
§ １　基 本 概 念

１．１　积分曲面

　　这一节我们只介绍一阶偏微分方程的有关概念．一阶偏微分方程的一般形式

可写成

F x １ ，x ２ ，…，x n，u， ux １ ，…， uxn
＝０， （１．１）

或者写成就某一个偏导数解出的情形

u

x n
＝f x １ ，x ２ ，…，x n，u， u

x １
，…， u

xn－ １ ， （１．２）
其中 x １ ，x ２ ，…，x n 是自变量，u 是未知函数．

关于方程（１．１）的解 u 的几何意义，可看做是（x １ ，x ２ ，…，x n，u）空间的一个曲

面，这个曲面通常称为方程（１．１）的积分曲面．
在二维的情形，用 x 和 y 表示自变量，u 为未知函数，常记u

x
＝p ，u

y
＝q，这时

一阶偏微分方程可写成

F （x，y，u，p，q）＝０．
于是它的解 u＝u （x，y）的几何意义就是（x，y，u）空间的一个曲面，它是定义在

（x，y）平面中某一区域上的函数．
例 １　求一阶偏微分方程

u

x
＝x＋y

的解．
解　显然，它的解是

u＝ １２ x
２＋xy＋φ（y），

其中φ（y）是关于 y 的任意连续可微函数．
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例 ２　求一阶偏微分方程

u

x
－u

y
＝０

的解．
解　作变换

x＝ １２ （ξ＋η），　y＝ １２ （ξ－η），
于是

u

η＝
u

x

x

η＋
u

y

y

η＝
１
２
u

x
－u

y
＝０．

对η积分，得 u＝φ（ξ），这里φ是关于变量ξ的任意连续可微函数，所以

u＝φ（x＋y）
就是所求方程的解．
　　１．２　特征线与全特征线

为了简单起见，我们首先考虑一阶半线性偏微分方程，它的一般形式是

n

i＝ １
A i（x １ ，x ２ ，…，x n） u

x i
＝f （x １ ，x ２ ，…，xn，u）， （１．３）

其中 A １ ，A ２ ，…，A n，f 都是已知的函数．
特别若函数f 关于u 是线性的，则方程（１．３）为线性方程；当f≡０时，则称它为

一阶线性齐次偏微分方程．
对于偏微分方程（１．３），我们写出对应的常微分方程组为：

ｄx １
ｄt
＝A １ （x １ ，x ２ ，…，x n），

ｄx ２
ｄt
＝A ２ （x １ ，x ２ ，…，x n），

…………
ｄxn

ｄt
＝A n（x １ ，x ２ ，…，xn），

（１．４）

或把它写成对称的形式：
ｄx １
A １ ＝

ｄx ２
A ２ ＝…＝ｄx n

A n
． （１．５）

我们称方程组（１．４）或（１．５）为偏微分方程 （１．３）的特征方程，它的每一组解

x i＝x i（t） （i＝１，２，…，n）在（x １ ，x ２ ，…，x n）空间中表示一条曲线 l，我们称这条曲线

为方程（１．３）的特征线．方程（１．３）的求解问题与它的特征方程组（１．４）有着密切的

关系．事实上，沿着特征线可将偏微分方程化成常微分方程．设 u＝u（x １ ，x ２ ，…，x n）
是方程（１．３）的解，则沿着特征线 l有
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　　　　ｄu

ｄt＝
u

x １
ｄx １
ｄt
＋ u

x ２
ｄx ２
ｄt＋…＋ u

x n

ｄx n

ｄt
＝A １

u

x １＋A ２
u

x ２ ＋…＋A n

u

x n
（１．６）

＝f（x １ （t），x ２ （t），…，x n（t），u（x １ （t），x ２ （t），…，x n（t）））．
我们常称方程（１．６）的解为偏微分方程（１．３）的全特征线，显然它由常微分方程组

ｄx １
ｄt
＝A １ （x １ ，x ２ ，…，x n），

ｄx ２
ｄt
＝A ２ （x １ ，x ２ ，…，x n），

…………
ｄxn

ｄt
＝A n（x １ ，x ２ ，…，xn），

ｄuｄt
＝f（x １ ，x ２ ，…，x n，u）

（１．７）

决定，全特征线在（x １ ，x ２ ，…，x n）空间的投影就是特征线．
常微分方程组（１．７）的积分曲线完全位于偏微分方程（１．３）的积分曲面上，即

全特征线一定落在积分曲面上，而且我们可以用全特征线构造偏微分方程的积分

曲面．关于这个事实，在后面还要作进一步的讨论．
在一阶偏微分方程的讨论中，特征线起着重要的作用，正是由于引入了特征线

这个概念，我们把对一阶偏微分方程的求解问题，化成了对一个常微分方程组的求

解问题，从而使常微分方程组初积分对求解一阶偏微分方程也起到特殊的作用．
例 ３　求一阶偏微分方程

y
ux
－x

uy
＝０

的通解．
解　它的特征方程组可写为

ｄx

ｄt
＝y，　ｄy

ｄt
＝－x．

容易求出它的特征线为 x
２＋y

２＝c１ ，沿着此特征线，偏微分方程可化为常微分方程

ｄuｄt
＝ux

ｄxｄt
＋uy

ｄyｄt＝y
ux
－x
uy
＝０．

关于 t积分上式，得 u＝c２ ，这里任意常数c１ 与 c２ 之间应存在一定的关系，我们用任

意函数Φ表示：
c２＝Φ（c１ ）．

由此得到方程的通解（下一节将给出严格的理论证明）为
u＝Φ（x ２＋y

２ ）．
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习　题　２１
１．求下列一阶线性齐次偏微分方程的特征线：
（１） x

u

x
＋２y u

y
＋３z u

z
＝０；

（２） x １ ux １ ＋ x ２ ux ２＋…＋ xn
ux n
＝０；

（３） x １ u

x １
＋x ２ u

x ２
＋…＋x n

u

xn

＝０．
２．求下列方程的通解：
（１） u

x
－a
u

y
＝０，　常数 a＞０；

（２） u

y
＝x

２＋y
２ ；

（３） x
uy
＝yu．

§ ２　线性齐次偏微分方程

２．１　通解的结构

　　首先，我们介绍具有如下形式的线性齐次偏微分方程

n

i＝ １
A i（x １ ，x ２ ，…，x n） ux i

＝０． （２．１）
假定系数 A １ ，A ２ ，…，A n 是自变量 x １ ，x ２ ，…，x n 的已知函数，它们在（x １ ，x ２ ，…，

x n）空间的某个区域内是连续可微的，并且不同时为零．
偏微分方程（２．１）对应的特征方程为

ｄx １
A １ ＝

ｄx ２
A ２ ＝…＝ｄx n

A n
． （２．２）

根据常微分方程理论建立的初积分概念及特征的定义，可以看出，偏微分方程

（２．１）的解与特征方程组（２．２）的初积分密切相关．要求出线性齐次偏微分方程

（２．１）的一个特解，只要求得常微分方程组（２．２）的一个初积分就行了．
例 １　求一阶线性齐次偏微分方程

x
u

x
－２y

u

y
－z
u

z
＝０

的解．
解　对应的特征方程是
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ｄx
x
＝ ｄy－２y＝ ｄz－z

．
可求出初积分φ１＝x y ＝c１ ，φ２＝x z＝c２ ，所以函数

u １＝x y ，　u ２＝x z

都是方程的解．
我们知道如果φi＝ci（i＝１，２，…，n－１）是方程组（２．２）的初积分，那么对于任

意连续可微函数Φ，显然Φ（φ１，φ２，…，φn－ １ ）＝c 也是方程组（２．２）的初积分，因而

u＝Φ（φ１，φ２，…，φn － １ ）也是方程（２．１）的解．
由此可见，一阶线性偏微分方程（２．１）的解依赖于一个任意函数Φ．我们知道，

一阶线性常微分方程的通解含有一个任意常数，那么我们是否可以说一阶线性偏

微分方程的通解也仅依赖于一个任意函数？ 下面的定理给出了一个肯定的回答．
定理 ２．１　若φi（x １ ，x ２ ，…，x n）＝ci（i＝１，２，…，n－１）是方程组（２．２）的n－１ 个

相互独立的初积分，则函数

u＝Φ（φ１，φ２，…，φn－ １ ） （２．３）
就是方程（２．１）的通解，其中Φ是其变元的任意连续可微函数．

证　设 u＝ψ（x １ ，x ２ ，…，x n）是方程（２．１）的任一解，我们只要证明存在函数Φ，
使得

ψ＝Φ（φ１，φ２，…，φn － １ ）
成立即可．

由于函数ψ和φ１，φ２，…，φn－ １都是方程（２．１）的解，所以有

n

i＝ １
A i
ψxi
＝０，

n

i＝ １
A i

φ１
xi
＝０，

…………
n

i＝ １
A i

φn － １
xi
＝０．

（２．４）

我们把方程组（２．４）看做是对函数 A １ ，A ２ ，…，A n 的线性方程组，由于 A i（i＝１，２，
…，n）在讨论的区域上不同时为零，所以方程组（２．４）的雅可比（Ｊａｃｏｂｉ）行列式

D （ψ，φ１，φ２，…，φn － １ ）
D （x １ ，x ２ ，…，x n） ≡０． （２．５）

现在由（２．５）我们能证明存在一个函数Φ，使得

ψ＝Φ（φ１，φ２，…，φn－ １ ）． （２．６）
事实上，由于φi＝ci（i＝１，２，…，n－１）是相互独立的，所以存在α１，α２，…，αn － １ ，

满足条件 １≤α１＜α２＜…＜αn－ １≤n，使得
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D （φ１，φ２，…，φn － １ ）
D （x α１ ，x α２ ，…，x α

n－１ ）≠０．
为了简单起见，不妨设

D （φ１，φ２，…，φn － １ ）
D （x １ ，x ２ ，…，x n－ １ ）≠０． （２．７）

由隐函数存在定理，从关系式 u １＝φ１（x １ ，x ２ ，…，xn），…，un － １＝φn－ １ （x １ ，x ２ ，…，xn）可
解出

xi＝w i（u １ ，…，un － １ ，xn）， i＝１，２，…，n－１．
于是

u＝ψ（x １ ，x ２ ，…，x n）≡ψ（w １ ，…，w n－ １ ，x n）＝Φ（u １ ，…，un － １ ，x n）． （２．８）
余下只需证明Φ与x n 无关，即 Φx n

≡０．由（２．５），我们有

Δ＝

ｄu ψx １ … ψxn － １

ｄu １
φ１
x １

… φ１
xn － １

┆ ┆ ┆
ｄun－ １

φn－ １
x １ … φn － １

xn － １

≡

n

i＝ １
ψ
xi
ｄxi

ψ
x １ … ψ

xn－ １

n

i＝ １
φ１
xi
ｄxi

φ１
x １ … φ１

xn－ １

┆ ┆ ┆
n

i＝ １
φn－ １
xi
ｄx i

φn － １
x １ … φn－ １

xn－ １

≡（－１）n － １ D （ψ，φ１，…，φn－ １ ）
D （x １ ，x ２ ，…，x n）ｄx n≡０．

将行列式Δ按第一列展开，有
D （φ１，φ２，…，φn － １ ）
D （x １ ，x ２ ，…，x n－ １ ）ｄu＝－n－ １

i＝ １
B i＋ １， １ｄui，

其中 B i， j是Δ的第 i行第 j 列的元素的代数余子式．
由（２．７），我们有

ｄu＝n－ １
i＝ １

D iｄui， （２．９）
其中

D i＝ －B i＋ １，１
D （φ１，φ２，…，φn － １ ）
D （x １ ，x ２ ，…，x n－ １ ）

．

另一方面，由（２．８），我们有

ｄu＝n－ １
i＝ １
Φ
ui
ｄui＋Φxn

ｄx n． （２．１０）
由（２．１０）式减去（２．９）式，得到

n － １
i＝ １

Φ
ui

－D i ｄui＋ Φx n
ｄxn≡０．
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由 ui 的表达式，有
n－ １

i＝ １
Φ
ui
－D i n

j＝ １
φi

x j

ｄx j ＋Φxn
ｄxn≡０，

即

n － １
j＝ １ 

n－ １

i＝ １
Φ
ui
－D i

φi

xj
ｄx j＋ n－ １

i＝ １
Φ
ui
－D i

φi

x n
＋ Φx n

ｄxn＝０．
由于 ｄx １ ，ｄx ２ ，…，ｄxn 彼此无关，故上式中的系数必须同时为零，即

n － １
i＝ １

Φui
－D i

φi

x １≡０，
…………
n － １

i＝ １
Φui
－D i

φi

x n－ １≡０，

n － １
i＝ １

Φ
ui

－D i
φi

x n
＋ Φx n

≡０．

（２．１１）

由（２．７）及（２．１１）的前 n－１个方程推出

Φui
－D i≡０，　i＝１，２，…，n－１，

代入（２．１１）的 后一个方程推出
Φ
x n
≡０．于是

u＝Φ（u １ ，u ２ ，…，un － １ ），
即

u＝Φ（φ１，φ２，…，φn － １ ）．
定理证毕．

注　定理 ２．１表明：为了获得一阶线性齐次偏微分方程（２．１）的通解，我们仅

需要求得它所对应的特征方程组（２．２）的 n－１个相互独立的初积分．这样一来，一
阶线性齐次偏微分方程（２．１）的求解问题，将化归为求一个一阶常微分方程组的初

积分问题．
例 ２　求偏微分方程

x １ u

x １
＋x ２ u

x ２
＋…＋x n

u

x n

＝０
的通解．

解　对应的特征方程是

ｄx １
x １ ＝

ｄx ２
x ２ ＝…＝ｄx n

x n
．

设 xn≠０，于是可求出它的 n－１个相互独立的初积分为

x １
xn
＝c１ ，　x ２

x n
＝c２ ，　…，　x n－ １

x n
＝cn－ １ ，
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所以方程的通解可写为

u＝Φ x １
x n
，x ２

x n
，…，x n－ １

xn
，

这里Φ是关于其变元的任意连续可微函数．
例 ３　求偏微分方程

y
ux
－x

uy
＝０

的通解．
解　这是我们在§ １讨论过的例题，对于特征方程

ｄx

y
＝ ｄy

－x
，

容易看出，φ＝x
２＋y

２＝c 就是它的一个初积分，由公式（２．３），方程的通解表达式可

写成

u＝Φ（φ）＝Φ（x ２＋y
２ ），

其中Φ是任意连续可微函数，方程的一切特解都可通过对函数Φ的不同选取而得

到，如：
取Φ（φ）＝φ，就得到特解 u＝x

２＋y
２ ，它的几何图形是一个旋转抛物面；

取Φ（φ）＝ R
２－φ２，得到特解u＝ R

２－x
２－y

２ ，这是一个上半球面；
取Φ（φ）＝ φ，得到特解u＝ x

２＋y
２ ，这是一个锥面．

　　２．２　初值问题

下面我们将利用定理 ２．１所求得的通解来解方程（２．１）的初值问题．为简单起

见，不妨假设方程（２．１）的未知函数是含两个自变量的情形，即
P （x，y）u

x
＋Q （x，y）u

y
＝０． （２．１２）

关于方程（２．１２）的初值问题是指：在点（x ０ ，y ０ ）的某个邻域 D 内，求方程（２．１２）的
这样一个解

u＝f （x，y），
使它满足初始条件

u│x ＝ x ０＝ψ（y）， （２．１３）
这里ψ（y）是已知的连续可微函数．

这个定解问题的几何意义是：在由方程（２．１２）确定的所有积分曲面中，找通过

由初始条件（２．１３）所确定的那条曲线的积分曲面．
下面我们给出初值问题（２．１２）、（２．１３）的求解过程，我们知道，方程（２．１２）的

特征方程为

ｄx
P
＝ｄy

Q
．
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设它的初积分是φ（x，y）＝c０ ，于是，由公式（２．３），方程（２．１２）的通解可写成

u＝Φ（φ），
其中Φ是任意连续可微函数．现在的问题是如何利用初始条件（２．１３）将任意函数

Φ确定出来．为此，令
Φ（φ）│x ＝ x ０＝ψ（y）， （２．１４）

若记φ│x ＝ x ０＝φ珔，则方程（２．１４）可写成

Φ（φ珔）＝ψ（y）． （２．１５）
假定在 D 内由φ│x ＝ x ０＝φ珔可解出

y＝ω（φ珔），
于是（２．１５）式可写成

Φ（φ珔）＝ψ（ω（φ珔）），
这样任意函数Φ就被确定了，即

Φ（φ）＝ψ（ω（φ）），
从而初值问题的解就是

u＝ψ（ω（φ））．
不难验证，这个解满足方程（２．１２）和初始条件（２．１３）．
在 前面的例 ３ 中，我们选取了几个特解，实际上，它们是分别以 u│x＝ ０ ＝y

２ ，
u│x ＝ ０＝ R

２－y
２和 u│x ＝ ０＝y 为初始条件所确定的特解．

例 ４　求初值问题

x
ux
＋ y

uy
＋ z

uz
＝０，

u│x ＝ １＝y－z

的解．
解　对应的特征方程为

ｄx

x
＝ ｄy

y
＝ ｄz

z
，

不难求出它的两个相互独立的初积分是

φ１＝ x － y ＝c１ ，
φ２＝ x － z ＝c２．

于是得到方程的通解为

u＝Φ（φ１，φ２）．
记φ１│x ＝ １＝φ珔１＝１－ y ，φ２│x ＝ １＝φ珔２＝１－ z ，由此解得y＝（１－φ珔１）２ ，z＝（１－φ珔２）２ ，
再利用初始条件，令

Φ（φ１，φ２）│x ＝ １＝y－z，
就得到
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