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前　　言

目前我国高等教育已从精英教育向大众化教育转变，教学的

对象发生了较大的变化，教学要求也有所区别。我们在教学过程中

发现以培养数学精英为主的教材内容偏难、偏深、偏多，学生普遍

感到难学，教师也感到难教。 为此，我们决定编写一本适合目前教

学实际情况的简明教材，供学生参考。我们力求在保持教育部颁发

的该课程教学大纲的核心基本内容的前提下进一步贯彻少而精的

原则，把该课程基础性和常用的必要知识介绍给读者，使他们获得

进一步学习时所必需的基础；同时尽可能做到通俗易懂、便于自

学，把该课程的概念、理论和已学过的数学分析、解析几何、线性代

数等课程紧密联系起来，以避免让读者觉得本课程内容过于抽象、
难于理解；每章配置的习题紧密结合基本概念、基本知识和基本方

法的理解和应用，选择了一些通过自己努力能独立完成的练习题，
数量适当，使读者有信心学好这门课程。

本书前四章为实变函数部分，主要介绍了 Ｌ ｅｂｅｓｇｕｅ 测度和积

分论的核心内容，作为数学类本科专业必修部分；后五章为线性泛

函分析部分，主要介绍了三大空间——距离空间、Ｂａｎａｃｈ 空间、
Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间及其上的有界线性算子的基础理论，其中包括线性泛

函分析三大基本定理等内容，这部分作为选修内容。
本书由李国祯主编，参加编写的有罗南晨、郑雄军、叶中秋、董

祥南等。 研究生段华贵、吴克晴也为本书付出了辛勤的劳动。
本书得到江西师范大学的大力支持和关怀，我们深表谢意。
由于我们水平有限，书中错误与疏漏之处在所难免，希望读者

及同行不吝赐教。
编　者

２００４年 ６ 月于南昌
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第一章　集合与点集

集合论是实变函数论的基础，它是研究集合的一般性质的，属
于数学基础的一个分支．我们在这里介绍有关集合论的一些基本

知识．由于读者在中学和大学的其他基础课（如数学分析、高等代

数）中已经接触到集合论，对有些结论我们就述而不证．
在实变函数论中，我们要研究 n 个自变量的实变函数，因此我

们在本章还要对特殊的集合即 n 维空间的点集的相关理论作一些

介绍．

§ １　集合及其运算

集合是数学中的一个基础概念．我们通常用“具有某种特定性

质的对象的全体”来加以描述．当集合A 是具有某种性质P 的对象

全体时，我们常用如下形式来表示：
A＝｛x│x 具有性质P ｝

图 １１

例如，若 A 是大于－１ 小于 １
的一切实数的集合，确定集合A 的

性质是│x│＜１，A 可表示为

A ＝｛x││x│＜１｝
又设 f （x）是［a，b］上的连续

函数（如图 １１），A 表示［a，b］中所

有使 f （x）的值不小于α的一切 x

所组成的集合，则 A 可表示为

A＝｛x│f（x）≥α，　x∈［a，b］｝
显然在图 １１的情形 A＝［c，b］．

集合中每个对象称为集合的元素．x 是 A 中的元素记作 x∈
·１·



A ，否则记作xA 或xA ．值得注意的是x∈A 与xA 必居且仅

居其一，也就是说我们使用集合概念时哪些对象是它的元素必须

是明确的．通常用大写字母表示集合如 A 、B 、C 等，用小写字母表

示它们的元素如 x，y，z 等．
例如若Ｒ

１ 表示全体实数构成的集合，每个实数 x 就是集合的

元素．一切自然数组成的集合Ｎ中，每个自然数都是它的元素，例
如 ３∈Ｎ而

１２ Ｎ．
不包含任何元素的集合称为空集，记为．空集或只含有有限

个元素的集合称为有限集，不是有限集的集合称为无限集．
例如方程 x

２＋１＝０的全体实数根所组成的集就是一个空集．
由自然数 １，２，３，４所组成的集｛１，２，３，４｝是一个有限集．前面提到

的全体自然数Ｎ和全体实数的集合Ｒ
１ 都是无限集的例子．

设 A 、B 是两个集，若 A 和 B 的元素完全相同，就称 A 和 B 相

等，记作A＝B （或B＝A ）．例如设A 表示方程x
２－１＝０ 的根组成的

集合，B＝｛－１，１｝，则 A＝B．
若集合A 的元素都是集合B 的元素，就称A 是B 的子集，记作

A B （或 BA ），读作A 包含于 B （或 B 包含 A ）．若A B ，而B 中

有元素 b 不属于 A ，称 A 是 B 的真子集．如正整数集是有理数集的

真子集．空集是任何集的子集．事实上，设若A 不成立，必有元

素 a∈且 aA ，然而是不包含任何元素的空集，这就产生矛

盾．
由集的“相等”与“包含”的定义，容易得到如下的定理：
定理 １．１　设 A 、B 是两个集合，则 A＝BA B 且 BA．
定理 １．２　对任意集合 A 、B 、C ，有
（１） AA ；
（２） 若 AB ，BC ，则 AC．
在集合论中往往要考虑集合与集合之间的关系，在研究函数

性质时也需要将具有某些性质的集合作合并与分解．例如集合

｛x││x│＞１｝实际上是两个集合 A １＝｛x│x＞１｝和 A ２＝｛x│x＜－１｝
·２·



合并而成的，因此必须引进集合的一些基本运算．
我们介绍四种集合的运算，它们是“并”、“交”、“余”和“差”．
定义１．１　设A 和B 为二集合，集合S 仅仅包含A 与B 的所有

元素，称 S 为集合 A 与 B 的并集，记为 S＝A∪B．于是

A∪B＝｛x│x∈A 或 x∈B ｝
例如｛a，b，c｝∪｛a，b，d｝＝｛a，b，c，d｝．由并集的定义可得

（１） A∪A＝A ；
（２） A∪B＝B∪A ；
（３） （A ∪B ）∪C＝A ∪（B∪C ）；
（４） A∪BA ，A ∪BB．
定义１．２　设A 和B 为二集合，集合P 仅仅包含A 和B 的所有

共同元素，称 P 为 A 与 B 的交集，记为 P＝A ∩B．于是

A∩B＝｛x│x∈A 且 x∈B ｝
例如｛a，b，c｝∩｛a，b，d｝＝｛a，b｝．由交集定义可以得

（１） A∩A＝A ；
（２） A∩B＝B∩A ；
（３） （A ∩B ）∩C＝A ∩（B∩C ）＝A∩B∩C ；
（４） A∩BA ，A ∩BB．
两集的并集和交集可以分别用图来表示（图 １２，１３）．

图 １２ 图 １３
对于并集和交集的混合运算，我们有

A∩（B∪C ）＝（A∩B ）∪（A∩C ）
“并”和“交”运算可以推广到一族集合上去．设｛A λ│λ∈Λ｝是

·３·



任意一族集合，其中λ是集合的指标，它在某个固定的指标集Λ中

变化，由一切 A λ（λ∈Λ）的所有元素组成的集称为这族集合的并

集，记为∪λ∈ΛA λ，即
∪λ∈ΛA λ＝ ｛x│有 λ∈ Λ，使 x ∈ A λ｝

　　由一切 A λ（λ∈A ）的共有元素组成的集合称为这族集合的交

集，记为∩λ∈ΛA λ，那么

∩λ∈ΛA λ＝ ｛x│对每一个 λ∈ Λ，都有 x ∈ A λ｝
　　例 １　设 A i＝ ０，２－ １

i
，i＝１，２，…，则

∪∞
i＝ １A i ＝ ［０，２）， ∩∞

i＝ １A i ＝ ［０，１］
　　例 ２　设 f（x ）是定义于Ｒ

１ 上的实函数，a 是一常数，则
｛x│f（x）＞a｝＝∪∞

n＝ １ x│f（x）≥a＋ １
n

｛x│f（x）≥a｝＝∩∞
n＝ １ x│f（x）＞a－ １

n

其证明作为习题．

图 １４

通常我们都在一个事先确定

的集合上来研究和讨论一些问题，
这个集合就称为基本集．例如我们

有时取基本集为实数集Ｒ
１ 或Ｒ

n．
定义 １．３　设 X 是基本集，A

X ，集合｛x│x∈X 且 xA ｝称为

A 的余集，记为 A
ｃ，如图 １４所示．

例 ３　取Ｒ
１ 为基本集，集合 A＝｛x││x│＜１｝的余集 A

ｃ 是如下

两个集的并集，即 A
ｃ＝｛x│x≥１｝∪｛x│x≤－１｝．

例４　一切有理数的集合对于全体实数的集Ｒ
１ 的余集是一切

无理数所构成的集．
需要注意的是基本集 X 的取法不同，相对 X 的余集是不相同

的．在例 ３ 中如果我们取X ＝｛x││x│≤１｝，则A
ｃ＝｛－１，１｝．

定义１．４　设A 与B 为二集合，集合R 仅包含属于A 而不属于

·４·



B 的一切元素，则称R 为A 与B 的差集，记为R＝A－B 或A＼B．于
是 A－B＝｛x│x∈A 而 xB ｝．

例 ５　设 A＝［０，１］，B＝ １２ ，２ ，则 A －B＝ ０， １２ ．
当集合 A 与 B 的包含关系不同，A －B 是不一样的．A －B 的

各种情形见图 １５．

图 １５
一般来说（A－B ）∪B 未必等于A ，读者可以证明（A －B ）∪B

＝A 的充要条件是BA．
关于交集与差集的混合运算，我们有以下的等式：

A∩（B－C ）＝（A∩B ）－（A∩C ）
定理 １．３　（Ｄｅ Ｍ ｏｒｇａｎ 公式）

（∪λ∈ ΛA λ）ｃ ＝∩λ∈ ΛA
ｃλ，　（∩λ∈ ΛA λ） ｃ ＝∪λ∈ ΛA

ｃλ

　　证明　由定理 １．１ 证明两集合相等，仅要证明两集合互相包

含．我们以第一式为例，为方便我们记左方的集为 E ，右方集为 F．
若E≠，设x∈E ，则xE

ｃ＝∪λ∈ ΛA λ．由并集定义可知对任意λ
∈Λ都有 xA λ．因此对任意λ∈Λ，x∈A

ｃλ．由交集定义可知x∈F．
这就表明 EF．

反之，当 F≠，设 x∈F ，则对一切λ∈Λ，x∈A
ｃλ，由余集定义

对一切λ∈Λ，xA λ，于是 x∪λ∈ΛA λ，这就给出 x∈E ，从而得到 F
E．这样定理成立．

下面我们考虑集列的极限．设 A １ ，A ２ ，…，A n，…是一列集，若
满足条件 A １ A ２…A n…，称这样一列集为单调增加集列．
设
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A n＝ ０，２－ １
n
，　n＝１，２，…

显然｛A n｝就是单调增加集列．
同样可以定义单调减少集列，即一列集满足条件 A １A ２…

A n…．例如设 A n＝ ０， １
n
，n＝１，２，…，则｛A n｝就是单调减少

集列．
定义 １．５　设｛A n ｝是一个任意集列，属于集列｛A n｝中无穷多

个集的那种元素的全体所组成的集称为集列｛A n｝的上限集，记为

ｌｉｍ
n

A n 或ｌｉｍ
n
ｓｕｐA n．于是ｌｉｍ

n
A n＝ｌｉｍ

n
ｓｕｐA n＝｛x│x 属于无穷多个集

A n｝．
定义 １．６　设｛A n ｝是一个任意集列，属于集列｛A n｝中从某个

指标n０ （n０ 不是固定的，与x 有关）以后的一切集A n ０＋ k 的那种元素x

的 全体所组成的集称为集列 ｛A n｝的下限集．记为 ｌｉｍ
n

A n 或 ｌｉｍ
n

ｉｎ ｆA n．于是ｌｉｍ
n

A n＝ｌｉｍ
n
ｉｎｆA n＝｛x│存在自然数 n ０ ，使 x∈A n ０＋ k，k＝

０，１，２，…｝．
显然ｌｉｍ

n
A nｌｉｍ

n
A n．

当ｌｉｍ
n

A n＝ｌｉｍ
n

A n＝A 时，称集列｛A n｝收敛于 A ，记作 ｌｉｍ
n→ ∞ A n＝

A ．
例 ６　１）设 A n＝ １

n
，３＋（－１）n ，n＝１，２，３，…，则 ｌｉｍ

n
A n＝

（０，２］，ｌｉｍ
n

A n＝（０，４］．此时ｌｉｍ
n

A n≠ｌｉｍ
n

A n．
２）设 A n＝ １

n
，３ ，n＝１，２，…，则ｌｉｍ

n
A n＝ｌｉｍ

n
A n＝ｌｉｍ

n→ ∞A n＝（０，
３］．

由上限集和下限集的定义可以得到：
ｌｉｍ

n
A n＝∩∞

n＝ １ ∪
∞

m ＝ n
A m

ｌｉｍ
n

A n＝∪∞
n＝ １ ∩

∞

m ＝ n
A m
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现在证明第一式．若 x∈ｌｉｍ
n

A n，则有无穷多个 n，使 x∈A n．对
任意n，在A n，A n ＋ １ ，…中一定有包含x 的集合，因此x∈∪∞

m ＝ n
A m ．由于

n 的任意性，所以x∈∩∞
n ＝ １ ∪

∞

m ＝ n
A m ．反之，若x∈∩∞

n＝ １ ∪
∞

m ＝ n
A m ，则对任意 n，x

∈∪∞
m ＝ n

A m ，因此必有 m ≥n 使 x∈A m ．这表明使 x∈A n 的指标 n 必有

无穷多个，因此 x∈ｌｉｍ
n

A n．
第二式的证明，请读者按定义自己作出．
对于单调集列，有如下定理：
定理 １．４　单调集列是收敛的．并且若｛A n｝是单调增加的，则

ｌｉｍ
n → ∞ A n＝∪∞

n＝ １A n；若｛A n｝是单调减少的，则ｌｉｍ
n → ∞ A n＝∩∞

n＝ １A n．
证明　我们仅证第一个结论，后一结论请读者自证．设｛A n｝

是单调增加集列，若x∈ｌｉｍ
n

A n，则x 属于无穷多个A n，由于单调性x

必属于某个 n０ 以后的所有 A n，因此 x∈ｌｉｍ
n

A n．由于ｌｉｍ
n

A nｌｉｍ
n

A n，
我们就 有 ｌｉｍ

n
A n ＝ ｌｉｍ

n

A n．这 表明单 调增加 集列是 收敛 的．若
x∈ ｌｉｍ

n→ ∞ A n，显然x∈∪∞
n＝ １A n．反之，若x∈∪∞

n＝ １A n，当然x∈A n ０ ，由单调性

可知 x∈A n ０＋ k，k＝０，１，２，…，这表明 x∈ｌｉｍ
n

A n＝ ｌｉｍ
n→ ∞A n．这就证明

ｌｉｍ
n → ∞ A n＝∪∞

n＝ １A n．
我 们再介绍集的特征函数的定义．设 X 是一个非空的集，A

是 X 的一个子集，作 X 上的函数

χA （x） ＝ １，　 当 x ∈ A

０，　 当 x ∈ X － A

称χA （x）为集 A 的特征函数．

§ ２　一一对应和基数

在集合论中一个基本问题是一个集合元素的多少．
·７·



设 A 是有限个元素组成的集合，A 中元素的多少就是 A 中元

素的个数．空集的元素个数是零．而非空的有限集元素个数一定

是一个正整数．为了求得元素个数，只要逐个地去数一下就可得

到．要比较两个有限集合 A 、B 它们元素个数是否相同，可通过上

面提到的方法数一下每个集合元素个数，看所得的正整数是否相

同．但是我们也可以不通过数的方法来解决问题．例如

A ＝｛a，b，c，d，e｝
B＝｛α，β，γ，δ，ε｝

我们只要排出下面的表

A ： a b c d e

B ： α β γ δ ε
虽然不去数 A 与 B 的元素个数，我们也知道它们的元素个数是相

等的．
这种比较的方法实质是对于集 A 的每个元素，集 B 中有一个

且只有一个元素与它对应，反之也是如此．这种比较方法的优点在

于它能推广到无限集的元素个数比较上去．
定义１．７　设A 与B 为二集．若有对应的法则φ存在，使A 中任

一元素a，有B 的惟一元素b 与之对应；并且B 中任一元素b，也有A

中惟一元素a 与之对应，此时称法则φ建立了A 与B 的一个一一对

应，或称φ是 A 到B 上的一一映射，简称一一映射．
定义 １．８　设 A 、B 是两个集，若存在 A 到 B 上的一个一一对

应f，则称A 与B 是对等的，或具有相同的基数（势），记为A ～B．我
们规定～．

例 １　设Ｎ是一切自然数的集合，M 是一切负整数的集合．令
每个自然数 n 对应于负整数－n，则Ｎ与 M 之间建立了一一对应，
因此Ｎ～M ．

例 ２　设 A 与 B 是两个同心圆周上的点集如图 １６．通过从圆

心作射线的方法容易看到 A 与 B 之间存在一个一一对应，因此 A

～B．值得注意的是若将此二圆周展开为线段，则此二线段的长度

·８·



图 １６

并不相同．这个例子指出一条较长的曲

线并不比一条较短的曲线有 “更多的

点”．
有了对等的概念，我们可以给有限

集、无限集下严格的定义．
定义 １．９　设 M n＝｛１，２，…，n｝（n＝

１， ２，３，…）．若集 A 为空集或与某个 M n

对等，则称 A 为有限集，称 n 为 A 的元素个数．不是有限集的集称

为无限集．
例 ３　设Ｎ是一切自然数所成的集，而 N １ 是一切正偶数所组

成的集．容易看出N １Ｎ，也就是说N １ 是Ｎ的一个真子集．现在我

们来建立Ｎ与 N １ 的一一对应．令 １对应于 ２，２对应于 ４，…，一般

地，令 n 对应于偶数 ２n，于是Ｎ～N １．这个例子表明一个集合可以

和它的真子集一一对应．当然对于有限集来说，这是不可能的．可
以证明，任何无限集必能与它的一个真子集对等 （见后面定理

１．５），这是无限集的特征．因此我们可有如下的等价定义．
定义 １．９′　凡能与其某一个真子集对等的集称为无限集，不

是无限集的集称为有限集．
显然对等关系“～”有如下性质：
（１） A～A （自反性）；
（２） 若 A～B ，则 B～A （对称性）；
（３） 若 A～B ，B～C ，则 A～C （传递性）．
此外还有下面的一个性质．
（４）　设具有同一指标集Λ的两个集族｛A λ，λ∈Λ｝和｛B λ，λ∈

Λ｝，每个集族中的集都是两两不相交的．如果对任意λ∈Λ，A λ～
B λ，则 A＝∪λ∈ΛA λ～B＝∪λ∈ ΛB λ．

性质（１），（２），（３）可由定义直接得到，性质（４）可通过作出 A

与 B 之间的一个一一对应来证明．
证明　我们先作出A 到B 的一个映射，再证明它是一一映射．
对任意λ∈Λ，A λ～B λ，因此存在 A λ到 B λ的一一映射：

·９·



f λ：A λ→ B λ，x│→ f λ（x ）
作映射f：任意x∈A ，必存在惟一的λ∈Λ，使x∈A λ，这是因为A λ两

两互不相交，定义 f（x）＝f λ（x）．
若x １ ，x ２∈A ，x １≠x ２ ，当 x １ ，x ２ 属于同一个 A λ时，因f（x １ ）＝

f λ（x １ ），f（x ２ ）＝f λ（x ２ ），而 f λ是一一对应，因此f（x １ ）≠f（x ２ ）．当
x １ 与 x ２ 属于不同的 A λ时，我们设 x １∈A λ１ ，x ２∈A λ２ ，λ１≠λ２，此时 f

（x １ ）＝f λ（x １ ）∈B λ１ ，f（x ２ ）＝f λ２ （x ２ ）∈B λ２．因｛B λ｝也是两两互不相

交的，我们得到f（x １ ）≠f（x ２ ）．此外，对任意y∈B ，必有某λ∈Λ，使
y∈B λ，于是存在x∈A λ，使f λ（x）＝y，即f（x）＝y．所以f（x）是A 到

B 上的一一对应．
有了对等或基数的概念，就可以比较两个集的元素的“多少”

了．一个集合的基数是所有与之对等的集合所共同有的一个属性．
用A 表示集合 A 的基数．A 与 B 有相同的基数记为A ＝B ，由定义

它等价于A～B．设n 是一个自然数，M n＝｛１，２，…，n｝．若A 与某个

M n 对等，那么 A 为有限集，规定A ＝n．集合的基数概念是有限集

元素个数的拓广．无限集有如下的性质：
定理 １．５　无限集必与它的一个真子集对等．
证明　记此无限集为 A．在 A 中任取元素 a１ ，集 A －｛a １ ｝不是

空集，因为A 是无限集．再从A－｛a １ ｝中任取元素a ２ ，集A－｛a １ ，a ２ ｝
也决不是空集．可继续下去，从A 中取出一列元素a １ ，a ２ ，…，记A －
｛an│n＝１，２，…｝＝A １．在 A 中取出一个真子集｛a ２ ，a ３ ，…｝∪A １ ＝
A
珮．作 A 与 A

珮的一个映射φ：
φ（ai）＝ai＋ １ ，　i＝１，２，…
φ（x）＝x，　x∈A １

显然，φ是A 到A
珮上的一一对应，也就是 A 与其真子集 A

珮对等．
关于基数的比较，我们给出：
定义１．１０　设A 、B 是两个集合，如果A 和B 不对等，但存在B

的子集 B
 与A 对等，则称A＜B．

按上述定义是否会出现A ＜B 与B＜A 同时成立的情况？ 下面
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的定理说明这是不可能的．
定理 １．６（Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ定理）　若 A ，B 是两个集合，如果存在 A

的子集 A ０ ，B 的子集B ０ ，使A ～B ０ ，B～A ０ ，则 A～B．
证明　设φ是A 与B ０ 之间，ψ是B 与A ０ 之间的一个一一对应，

令

　　A －A ０＝A １ ，　φ（A １ ）＝B １ ，
ψ（B １ ）＝A ２ ，　φ（A ２ ）＝B ２ ，
ψ（B ２ ）＝A ３ ，　φ（A ３ ）＝B ３ ，
…………

由于φ与ψ都是一一映射，故 A １ ，A ２ ，A ３ ，…是互不相交的，B １ ，B ２ ，
B ３ ，…等也互不相交．显然由映射φ知 A n～B n，n＝１，２，…，故∪∞

n＝ １A n

～∪∞
n ＝ １B n．另一方面由映射ψ知B～A ０ ，B k～A k＋ １ ，k＝１，２，…．故B－
∪∞

k ＝ １B k～A ０ －∪∞
k ＝ １A k＋ １＝A －∪∞

n＝ １A n．从而 A ＝（A －∪∞
n＝ １A n）∪（∪∞

n＝ １A n）～
（B－∪∞

n ＝ １B n）∪（∪∞
n＝ １B n）＝B．定理得证．

Ｂｅｒｎｓ ｔｅｉｎ 定理也是证明两集合对等的有力工具．
推论　设 ABC ，若A ～C ，则 B～C．
这是因为 C～A ，AB ，又 B～B ，BC ，根据定理有 B～C．
定理 １．７　设 A 、B 是两集合，则下面三个关系式

A ＜ B ，　 A ＝ B ，　 A ＞ B

中任何两个不能同时成立．
证明　（１） 当A＝B 时，A＞B 和A ＜B 都不会成立，即A ＝B 与

A ＞B ，A＝B 与A ＜B 不会同时成立．
（２） 若A＜B 与A ＞B 同时成立．由A ＜B ，必有B 的子集B

 ，使
A ～B

 ；由A ＞B ，又有A 的子集A
 ，使A

～B．于是由定理 １．６，A
～B ，这与 A 、B 不对等矛盾．故A ＞B 与B＞A 也不能同时成立．证
毕．

我们指出，对任意两个集合 A 和 B ，定理 １．７ 中的三个关系式

有且仅有一个成立．要证明它，只需要证明上述三个关系式至少有
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一个成立．后一命题的证明较为复杂，有兴趣的读者可阅读其他参

考书（如豪斯道夫枟集论枠，科学出版社，１９６０年版）．

§ ３　可数集与连续基数点集

定义 １．１１　设Ｎ为自然数全体所成的集，凡与Ｎ对等的集称

为可数集，也称为可列集．不是可数集的无限集称不可数集．
一个集A 是可数集的充要条件是A 中的元素可以排成一个无

穷序列的形式，即
A ＝ ｛a １ ，a ２ ，…，an，…｝

要注意的是：A 中的元素必出现在这个序列的某个确定的位置，而
且序列中各项元素不会重复出现．

事实上，若 A 是可数集，则A ～Ｎ．存在 A 到Ｎ的一一对应，在
这个对应中，与n 对应的A 中元素记为an，排在n 的位置，由此把A

中元素排成无穷序列．反之若 A 中元素已排成无穷序列．只要令A

中每个元素与所在序列中的位置相对应，就得到 A 与Ｎ之间的一

一对应．因此 A 是可数集．
例如，正偶数集， １

n
，｛ｓ ｉｎn｝都是可数集，很容易将这些集的

元素排成无穷序列的形式．
定理 １．８　任何一个无限集都包含一个可数子集．
证明　设A 是无限集，A ≠，选a１∈A ．因A －｛a １ ｝≠，仍是

无限集，又可选 a ２∈A－｛a １ ｝．A－｛a １ ，a ２ ｝≠仍是无限集，则可选

a ３∈A－｛a１ ，a２ ｝，…继续下去可以在 A 中选出可数子集｛a １ ，a ２ ，…，
an，…｝．

定理 １．９　可数集的任何无限子集是可数集．
证明　因为 A 是可数的，则 A 的元素可排成无穷序列

a１ ，a２ ，…，an，…
设 A

是 A 的无限子集，则 A
 的元素必是上面序列中的一个无穷

子列
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an １ ，an ２ ，…，an
k
，…

因此 A
也是可数集．

定理 １．１０　若 A 、B 是可数集，则 A∪B 是可数集．
证明　B

＝B－A ，不妨设B
是可数集，显然 B

 ∩A ＝，将
B
排列成无穷序列

B
＝｛b１ ，b２ ，…，bn，…｝

同样将 A 排成无穷序列

A ＝｛a １ ，a ２ ，…，an，…｝
于是 A∪B 可以排成

A∪B＝A ∪B
 ＝｛a １ ，b１ ，a２ ，b２ ，…，an，bn，…｝

这就表明 A∪B 是可数集．
定理１．１１　如果A i（i＝１，２，…）的每一个是可数集，则∪∞

i＝ １A i 也

是可数集（可数个可数集的并集是可数集）．
证明　由于 A＝∪∞

i＝ １A i 中已含有可数集A １ ，我们可以设 A i∩A j

＝（i≠j）．我们设

A i ＝ ｛ai１ ，ai２ ，…，aik，…｝
A 的元素可以按如下方式排成无穷序列：

a １ １ ，a １ ２ ，a２ １ ，a １ ３ ，a ２ ２ ，a３ １ ，…
具体做法为：① 按脚标和的大小分组，脚标和大的组排在右边；②
脚标和相同的一组中，各元素按第一个脚标的大小排列，脚标大的

排在右边．因此 A 是可数集．
定理 １．１２　全体有理数的集合是一个可数集．
证明　设 A i＝ n

i
│n＝１，２，… （i＝１，２，…），则 A i 是可数集．

由前面定理 １．１１，∪∞
i＝ １A i 是可数集．这表明正有理数集是可数集．从

而负有理数集也是可数集，再加上｛０｝这样一个有限集，可知全体

有理数之集是可数集．
是否所有无限集都是可数集呢？ 下面定理表明不可数集是存
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在的．
定理 １．１３　区间［０，１］中的点是不可数的．
证明　反证．设［０，１］中的点是可数集，可以表示为

x １ ，x ２ ，x ３ ，…
现把［０，１］分成三等分，则 ０， １３ 与 ２３ ，１ 两区间中有一个不含

有 x １ ，记此区间为 I１ ；把 I １ 分成三等分，左右两闭区间中有一个不

含有 x ２ ，记此区间为 I２ ；继续下去，由归纳法得到闭区间套｛In ｝，它
满足x nIn，n＝１，２，…．由闭区间套定理，有惟一点ξ∈In（n＝１，２，
…）．显然ξ≠x n（n＝１，２，…），但ξ是［０，１］中的点，这就产生矛盾．
定理证毕．

我们用 a 和 c 分别表示可数集与［０，１］区间的点集的基数，显
然 a＜c．c 称为连续基数．

推论　开区间（０，１）的基数也是 c．
证明　由于（０，１）是无限集，可以在（０，１）选出一可数子集 A．

设 A＝｛a １ ，a ２ ，…，an，…｝，现在我们作出［０，１］与（０，１）之间的一一

对应．［０，１］－A －｛０，１｝与（０，１）－A 是相同的集，它们之间 x 与

自身对应，让０对应于a １ ，１对应于a ２ ，而ak 对应于ak＋ ２ ，k＝１，２，…．
按上述对应关系我们得到［０，１］～（０，１）．

定理 １．１４　全体实数所成之集Ｒ
１ 的基数是 c．

证明　令φ（x）＝ｔａｎ ２x－１２ π，x∈（０，１）．则φ是（０，１）到 Ｒ
１ ＝

（－∞，＋∞）上的一一对应，所以Ｒ
１ 的基数也是 c．

读者 容 易 证 明 （a， b）， ［a， b）， （a， b］， （a， ∞ ）， ［a， ∞ ），
（－∞，b），（－∞，b］的基数也都是 c．

推论　无理数全体所成的集的基数为 c．
读者可以通过作出无理数集与实数集的一一对应来证明．
定理 １．１５　正整数数列的全体所成的集 Q ，Q 的基数是c．
为证明这个定理，先介绍二进位数的理论．
（１） 级数∞

k ＝ １
ak

２k （ak 取 ０ 或 １）的和称为二进位小数，简写此和
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为 ０．a１a ２a３…．
（２） 对 x∈（０，１），必可用二进位小数 x＝０．a１a ２a３…表示，若 x

不是分数
m

２n （m ＝１，３，…，２n－１）的形式时，表示是惟一的．若 x＝
m

２n （m ＝１，３，…，２n－１），则 x 有两种表示．如 x 可表示为 ０．a １a２…
an－ １ １００…和 ０．a １a ２…an－ １ ０１１１…．例如

３
８ ＝ ０．０１１００…，　

３
８ ＝ ０．０１０１１１…

我们规定（０，１）中的数用二进位小数表示时不允许取从某位起全

是１的形式．对于０和１我们表示为０＝０．０００…，１＝０．１１１…．于是

对于［０，１］中每个数其二进位小数表示是惟一的．
（３） 每个二进位小数一定等于［０，１］中某一个数．
类似地，我们可以定义 p 进位小数（p＝３，４，…）

∞
i＝ １

ai

p
i，　ai＝０，１，２，…，p－１

并规定（０，１）中的数用 p 进位小数表示时不取从某位起全是 p－１
的形式．

对一个二进位小数如果我们知道使 ak＝０ 的那些 k，那么这个

小数便完全确定了．这种 k 组成一个单调增加的自然数列

k１ ＜ k２ ＜ k ３ ＜…
因此对于每一个自然数列｛k１ ，k２ ，…｝可以作一个二进位小数与之

对应．显然所有这样的自然数列的全体组成集H ，其基数为c．现在

作 H 与Q 的一一对应如下：
对每个自然数列｛kn ｝，令｛n１ ，n ２ ，…｝与之对应，这里n １＝k１ ，

n ２＝k２－k １ ，n ３＝k３－k２ ，…．于是H 与Q 成一一对应，因此Q 的基数

是 c．
定理 １．１６　若集 A 中每个元素由 n 个互相独立的指标所决

定，而每个指标所属的集具有连续基数 c，则集 A 的基数也是 c．
证明　为简单起见不妨设n＝３．设A ＝｛ax y z│x∈X ，y∈Y ，z∈

Z ｝，这里X ＝Y＝Z＝c．设Q 是自然数数列的全体．我们已知Q＝c．
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现在将 X ，Y ，Z 分别作成与 Q 的一一对应：
x ０∈X ，　x ０ 与（n１ ，n２ ，n３ ，…）对应

y ０∈Y ，　y ０ 与（p １ ，p ２ ，p ３ ，…）对应

z０∈Z ，　 z ０ 与（q１ ，q２ ，q ３ ，…）对应

令 A 的元素ξ＝ax ０ y ０ z ０与 Q 的元素

（n １ ，p １ ，q １ ，n ２ ，p ２ ，q ２ ，…）
对应，即得 A 与 Q 之间的一一对应．

由此定理可以得到重要推论．
推论　Ｒ

n 空间的点的全体所成的集，其基数为 c．
定理１．１７　若集A 中每个元素由可数个互相独立的指标所决

定，每个指标所属的指标集具有连续基数 c，则 A 的基数也是 c．
我们略去这个定理的证明（读者可参考那汤松著枟实变函数

论枠）．是否存在除 a 和c 以外的基数呢？ 是否存在比 c 更大的基数

呢？ 答案是肯定的，我们有下面的定理：
定理 １．１８　设M 是任意的一个集合，μ表示M 的全体子集构

成的集合，则μ＞M ．
证明　取μ的一个子集μ０＝｛｛x｝│x∈M ｝，则M ～μ０．现证明M

不能与μ对等．假设M ～μ．对于每个x∈M ，有μ的元素（是M 的一

个子集）M x 对应，令
M

 ＝ ｛x│x ∈ M ，x  M x ｝
M

 也是M 的子集．故M
∈μ，故有 x

 ∈M ，使 M
 ＝M x  ，如果 x



∈M
 ，由 M

的定义 x
M x ＝M

 ；如果 x
 M

 ，则由 M
 的定

义，x  ∈M
 ＝M x ．因此在两种情形下都产生矛盾．可知 M ～μ不

可能成立．
定理 １．１８ 表明不可能存在一个最大的基数．

§ ４　n 维欧氏空间 ，开集与闭集

设n 为一个固定的自然数，由n 个实数所作成的有序数组（x １ ，
x ２ ，…，x n）的全体所组成的集合记为Ｒ

n．对Ｒ
n 中任意两点定义距
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离

ρ（x，y） ＝ ｛n

i＝ １
（x i － y i）２ ｝ １２

称Ｒ
n 为 n 维欧氏空间．距离具有三条基本性质：
（１） ρ（x，y）≥０ 且 ρ（x，y）＝０当且仅当 x＝y；
（２） ρ（x，y）＝ρ（y，x）；
（３） ρ（x，y）≤ρ（x，z）＋ρ（z，y）（三角不等式）．

性质（３）的证明要利用柯西（Ｃａｕ ｃｈｙ）不等式（可参阅数学分析教

材）．
设 x ０ ∈Ｒ

n，δ＞０ 为一实数，N （x ０ ，δ）＝｛x│ρ（x，x ０ ）＜δ｝，称为

x ０ 为中心的 δ邻域．
设｛xn｝为Ｒ

n 中的一个点列，x ０ ∈Ｒ
n，若 ρ（x n，x ０ ）→０（n→∞），

称点列｛x n｝收敛于 x ０．
设EＲ

n，P ０∈Ｒ
n，由P ０ 与E 的关系，我们给出如下几个定义：

（１） 若存在邻域 N （P ０ ，δ）E ，称 P ０ 为 E 的内点；
（２） 若存在邻域 N （P ０ ，δ）E

ｃ，称 P ０ 为E 的外点；
（３） 若对任何 δ＞０，N （P ０ ，δ）中恒有无穷多个点属于 E ，称 P ０

为 E 的聚点；
（４） 若对任何δ＞０，总有N （P ０ ，δ）∩E≠且N （P ０ ，δ）∩E

ｃ≠
，称 P ０ 是 E 的界点；

（５） 若P ０∈E ，存在某个δ＞０，N （P ０ ，δ）∩E＝｛P ０ ｝，称P ０ 是E

的一个孤立点．
读者可以研究问题：一个点集E 的聚点P ０ 是否必属于E ？点集

E 的界点又是否属于 E ？
定义 １．１２　EＲ

n，若集合 E 的每一个点都是 E 的内点，则称

E 为开集．
由定义可知Ｒ

n 及都是开集，｛（x，y）│x ２＋y
２ ＜１｝是Ｒ

２ 中的

开集．
定义１．１３　EＲ

n，若E 包含了E 的所有聚点，则称E 为闭集．
由定义可知Ｒ

n 及是闭集，［a，b］是Ｒ
１ 中的闭集．点集E 的所
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有聚点组成的集称为 E 的导集，记为 E′，E′∪E 称为 E 的闭包，记
为 E
珡．若 E′＝E ，称 E 为完备集．

利用定义容易证明（作为习题）：开集的余集是闭集，闭集的余

集是开集．
开集与闭集有如下性质：
定理１．１９　任意个开集的并是开集，有限个开集的交是开集．
证明　（１）设 G＝∪α∈ I

G α，G α（α∈I）是开集．任取 x∈G ，则存在α０
∈I，使 x∈G α０ ，故 x 是 G α０的内点，因此 x 也是G 的内点．

（２）设 G＝∩n

k＝ １G k，G k（k＝１，２，…，n）是开集．任取 x∈G ，则对每

个 k，x∈G k．x 必是 G k 的内点，存在 δk＞０，使
N （x，δk）G k，　k＝１，２，…，n

设 δ＝ ｍｉｎ１≤ k≤ n
｛δk｝，则

N （x，δ）G k，　k＝１，２，…，n
因此 N （x，δ）G．从而 x 是G 的内点，G 是开集．

注意：无限个开集的交集不一定是开集．例如令 G k＝（－ １
k
，

１
k
），k＝１，２，３，…，则∩∞

k＝ １G k＝｛０｝，而单点集｛０｝不是开集．
定理 １．２０　任意个闭集的交集为闭集，有限个闭集的并集为

闭集．
证明　设 F α（α∈I）为闭集，则 F

ｃα为开集（α∈I）．因为

（∩α∈ I
F α）ｃ ＝∪α∈ I

（F ｃα），（∪α∈ I
F α）ｃ ＝∩α∈ I

（F
ｃα）

由定理１．１９，对任意指标集 I，∪α∈ I
（F ｃα）为开集，从而∩α∈ I

F α为闭集．对
有限指标集 I，类似地由定理 １．１９可得∪α∈ I

F α为闭集．
也 要注意，无限个闭集的并集可能不是闭集．例如令 F n ＝

１
n
，１－ １

n
，n＝３，４，…，F k 是闭集，但∪∞

n＝ ３F n＝（０，１）是开集．
类似于Ｒ

１ 的聚点定理，有：
定理 １．２１　Ｒ

n 中的有界点列必有收敛的子列．
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证明　设 P k（x （ k ）１ ，x （ k ）２ ，…，x （ k ）
n ）是Ｒ

n
中任一有界点列，则每个

｛x （ k ）
i ｝（i＝１，２，…，n）是 Ｒ

１ 的有界数列，因此｛x
（ k ）１ ｝有收敛子列

｛x （ k １ ）１ ｝．显然｛x
（ k １ ）２ ｝也是Ｒ

１ 的有界数列，存在收敛子列｛x （ k ２ ）２ ｝，其中

｛k２ ｝是｛k１ ｝的子列，如此一直进行第 n 步得到｛x （ k
n
）

n ｝是收敛的．现
在取｛P k｝的子列｛（x （ k

n
）１ ，x （ k

n
）２ ，…，x

（ k
n
）

n ）｝．显然每个｛x （ k
n
）

i ｝（i＝１，２，
…，n）都是收敛的数列，因此｛P k｝的这个子列也收敛．

注：由此可知，在Ｒ
n 中任一有界无限集 E 至少有一个聚点（此

点不一定属于 E ）．
定义 １．１４　设 E 是一集合，μ＝｛N λ│λ∈Λ｝是一族集合．若

∪λ∈ ΛN λE ，称μ是E 的一个覆盖．当Λ是有限集或可数集时，称μ是

E 的有限覆盖或可数覆盖．
定理 １．２２　设 F 是一有界闭集，μ是一族开邻域，μ是 F 的一

个覆盖，则在μ中一定存在F 的有限覆盖．
证明　分两步证明这个定理．
（１） 先证明存在正数 δ，使任一以属于 F 的 x 为中心的 δ 邻域

都包含在某一个属于μ的开邻域N 内．若不然，即没有这样的正数

δ，则对于任意正整数 n， １
n
都不能取作 δ，因而必有 x n∈F ，使 N

x n， １
n

不包含在任何属于μ的开邻域中．由于 F 有界，｛x n｝也有

界．由定理 １．２１，存在｛x n｝的子列｛x n
i
｝，使 x n

i
→x ０ （i→∞）．由于 F

是闭集，故x ０∈F．因此必存在N ∈μ，x ０∈N ．设N ＝N （y ０ ，η），则有

η′＞０，使N （x ０ ，η′）N （y ０ ，η）．取 ni 充分大，使
ρ（xn

i
，x ０ ）＜η′２ ，　 １ni

＜η′２
于是N x n

i
， １

ni
N （x ０ ，η′）N （y ０ ，η）∈μ．这与xn

i
的定义矛盾．因

此这个正数 δ是存在的（这样的正数通称Ｌ ｅｂｅｓｇｕｅ数）．
（２） 因 F 有界，作平行于坐标平面的超平面，将 F 分成有限多

个小块，使每小块的直径都小于 δ，设这些小块是 F １ ，F ２ ，…，F m ，在
每个F i 中取点x i，作x i 的 δ邻域 N （x i，δ），则有 N i∈μ，使 N （x i，δ）
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N i．于是得到有限多个 N １ ，…，N m ∈μ．显然 F＝∪m
i＝ １F i∪m

i＝ １N i．这
就证明了定理．

我们还可以证明如下的 Ｌｉｎｄｅｌｏ̈ ｆ 定理．
定理 １．２３　对于 EＲ

n 的任一开覆盖｛B ｝，一定存在可数子

覆盖．
证明　因为Ｒ

n 中坐标为有理数的全体点是一个可列点集，所
以可以以｛P n｝来表示．设 r１ ，r２ ，…，rm ，…是正有理数全体，作 P n 的

邻域

N （P n，rm ），　n ＝ １，２，…；　m ＝ １，２，…
对于 E 中任意一点 a，有一集 B 覆盖 a，取正数 δ充分小，使

N （a，δ）  B

在 N （a，δ）中取一点 P n，使 ρ（a，P n）＜ １２ δ，又取有理数 rm ，使
ρ（a，P n） ＜ rm ＜ １

２ δ
那么 a∈N （P n，rm ），然后设 x∈N （P n，rm ），则

ρ（x，a） ≤ ρ（x，P n） ＋ ρ（P n，a） ＜ rm ＋ δ２ ＜ δ
故 N （P n，rm ）N （a，δ），因而 N （P n，rm ）B．｛N （P n，rm ）｝（m ＝１，
２，…；n＝１，２，…）是可列集，其中之一子集｛N k｝覆盖 E 的一切点．
对每个N k，在｛B ｝中只取一个B kN k．故｛B ｝中有可数个集B １ ，B ２ ，
…覆盖了 E 中一切点．

§ ５　直线上的开集、闭集和完备集

本节将讨论直线上开集、闭集和完备集的构造，然后研究一个

非常重要的集合——Ｃａｎｔ ｏｒ 集．
定理１．２４　直线上的非空开集G 可以表示成有限个或可数个

互不相交的开区间的并．
证明　因为G 是开集，对任意x∈G ，存在开区间（α，β），使x∈
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（α，β）G ［例如（α，β）是 N （x，δ）G ］．记 A x 为此类（α，β）的全体

所构成的开区间集．记
α０＝ ｉｎｆ（ α， β） ∈ A

x

α，　β０＝ ｓｕｐ（α，β）∈ A
x

β
我们证明（α０，β０）G 且α０G ，β０G．任取 x′∈（α０，β０），由确界定

义必存在（a，b）∈A x ，且使α０＜a＜x′＜b＜β０，因此 x′∈（a，b）G ，
因此（α０，β０）G．现在设α０∈G ，由G 是开集，必存在δ＞０，使N （α０，
δ）G ，于是

（α０－δ，β０）G ，（α０－δ，β０）∈A x

此与α０ 的下确界定义矛盾．因此α０G．同理β０G．我们称（α０，β０）
为 G 的构成区间．由上所证可知 G 必为全体构成区间的并．

设（α１，β１）和（α２，β２）是 G 的两个构成区间，若
（α１，β１）∩（α２，β２）≠

则α１∈G 或α２∈G ，这是不可能的．因此任意两个不同的构成区间

互不相交．容易证明构成区间至多可数多个．
若 G＝∪

i
（αi，βi）是一组互不相交的开区间的并，我们证明（αi，

βi）必是一个构成区间．这只要证明αi，βiG 即可．如果某个αi∈G ，
则存在 j≠i，使αi∈（αj，βj），这表明

（αi，βi）∩（αj，βj）≠
此与假设矛盾．同样证βiG ，故（αi，βi）都是构成区间．

由上面的证明可知，任何非空开集必能惟一地表示为至多可

数个互不相交的开区间的并集．
定理 １．２５　直线上的闭集或是全直线，或是从直线上去掉有

限个或可数个互不相交的开区间所得到的集．
证明　设闭集 F 不是全直线，则 F

ｃ 是非空开集，F ｃ 为至多可

数个开区间的并，因此 F＝Ｒ
１－∪

i
（αi，βi）．

定义 １．１５　设 F 是闭集，称F 的余集 F
ｃ＝Ｒ

１－F 的构成区间

为 F 的余区间（邻接区间）．
由完备集的定义可知完备集是没有孤立点的闭集，例如［a，b］

就是完备集．由定理１．２５，构造完备集时从直线上去掉的开区间是

·１２·



不能有公共端点的．因此容易证明：
定理 １．２６　不是全直线的非空闭集 F 是完备集的充要条件

是：F 是从直线上去掉至多可数个无公共端点的开区间而成．
由完备集构造，似乎完备集必能包含直线上某一开区间，但由

下面的例子可知这是一个错觉．这就是著名的Ｃａｎｔｏ ｒ 集．它的构

造方法是：将闭区间［０，１］三等分，去掉中间的开区间
１
３ ，
２
３ ，剩

下两闭区间又各自三等分，去掉两个中间的开区间
１
３２ ，
２
３２ 和

７
３２ ，
８
３２ ．继续下去，第 n 次三等分时去掉的开区间是

I
（ n ）１ ＝ １

３n ， ２３ n ，　I
（ n ）２ ＝ ７

３n ， ８３n ，　…，　I
（ n ）
２ n－１＝ ３n－２

３n ，３
n－１
３ n

令 K ＝［０，１］－∪
k ， n

I
（ n ）
k ，它就是 Ｃａｎｔｏ ｒ 三分集．显然 K 是一个闭集，

而且 I
（ n ）
k 中任何两个无公共端点．由此 K 是完备集．设 x∈K ，则任

何δ＞０，N （x，δ）中必有不属于K 的点，即x 不是内点．事实上由于

第n 次去掉区间后，剩下的是２n
个长度为

１
３n 的闭区间，只要

１
３n ＜δ，

则 x 必属于某个剩下的闭区间Δ，当继续去掉开区间后，Δ中必有

不属于K 的点．因ΔN （x，δ），故N （x，δ）中必有点不属于K ．因此

K 不包含任何开区间．
将［０，１］中的实数按三进位小数展开，则Ｃａｎｔ ｏｒ 集中的点x 与

下述三进位小数集的元

x＝∞
i＝ １

ai

３i ，　ai＝０，２
一一对应．从而知 Ｃａｎｔｏ ｒ 集为连续基数集．

例 １　证明直线上除了空集及直线本身Ｒ
１ 以外，不存在既

开又闭的集．
证明　反证．设A 既是开集又是闭集，A Ｒ

１ 并且A≠，A ≠
Ｒ
１．由直线上开集的构造定理，可设A＝∪

i
（αi，βi），其中（αi，βi）是A

的构成区间，由构成区间定义，αi，βiA （i＝１，２，…）．因 A ≠Ｒ
１ ，则

·２２·



这些αi，βi 中至少有一个例如αk 使－∞＜αk＜＋∞．因（αk，βk）A ，
αk 必是（αk，βk）的一个聚点，也是A 的聚点，但A 是闭集，故αk∈A．
这就得出矛盾．

§ ６　点集的距离与隔离性定理

我们已经定义过Ｒ
n 中两点的距离，现在定义Ｒ

n 中两点集间的

距离．
定义 １．１６　设 A 、B 是Ｒ

n 两非空点集，我们定义 A 、B 间的距

离为

ρ（A ，B ） ＝ ｉｎ ｆ
x ∈ A ， y∈ B

｛ρ（A ，B ）｝
　　显然对任意非空 A 、B ，ρ（A ，B ）≥０，但与点的距离不同的是 ρ
（A ，B ）＝０，不能得到 A＝B ，也不一定能得到 A∩B≠．例如 A ＝
（－１，０），B＝（０，１），A≠B ，A ∩B＝，但是 ρ（A ，B ）＝０．

定理 １．２７　设 A 、B 为两非空闭集，且有一个为有界集，则有

x ０∈A ，y ０∈B ，使 ρ（x ０ ，y ０ ）＝ρ（A ，B ）．
证明　设 A 有界，即 A｛P│（n

i＝ １
│x i│２） １２ ≤M ｝．由 ρ（A ，B ）定

义，每个自然数 n，存在 x n∈A ，y n∈B ，n＝１，２，…，使
ρ（A ，B ） ≤ ρ（x n，y n） ＜ ρ（A ，B ） ＋ １

n

点列｛x n｝有界，故必有收敛子列｛x n
k
｝，设 x n

k
→x ０ （k→∞）．由 A 是

闭集，x ０∈A．对应的｛yn
k
｝有

ρ（yn
k
，０）≤ρ（y n

k
，xn

k
）＋ρ（x n

k
，０）≤ρ（A ，B ）＋１＋M

这里 M 是满足 A 的有界性的常数．由此｛yn
k
｝也有界．它必有收敛

子列｛yn
k l
｝，设 yn

k l
→y ０ ，B 是闭集，y ０∈B．由此

ρ（x ０ ，y ０ ） ＝ ρ（A ，B ）
事实上

　　ρ（A ，B ）≤ρ（x ０ ，y ０ ）
·３２·



≤ρ（x ０ ，x n
k l
）＋ρ（x n

kl
，y n

kl
）＋ρ（yn

k l
，y ０ ）

≤ρ（x ０ ，x n
k l
）＋ １

nk
l

＋ρ（A ，B ）＋ρ（xn
kl
，y ０ ）

令 l→∞即可．
定理１．２８　设ER

n，d＞０．令U＝｛x│ρ（x，E ）＜d｝，则U 是开

集，且 UE．
证明　由 U 的定义，对任意 x ０∈U ，

ρ（x ０ ，E ）＜d

因此 E 中必有点 x
 ，使

ρ（x ０ ，x  ）＜d

令 d－ρ（x ０ ，x  ）＝h，则 N （x ０ ，h）U ．事实上，任取 y∈N （x ０ ，h），
有

ρ（x ０ ，y）＜h

又因 ρ（x ０ ，x
 ）＝d－h，所以

ρ（y，x  ）≤ρ（y，x ０ ）＋ρ（x ０ ，x  ）＜d

于是

ρ（y，E ）＜d

从而y∈U．故x ０ 是U 的内点，U 是开集．UE 是显然的（图 １７）．

图 １７ 图 １８
定理 １．２９　（隔离性定理）设 F １ ，F ２ 是二有界闭集，F １∩F ２ ＝

，则有开集 G １ ，G ２ ，使 G １F １ ，G ２F ２ 且 G １∩G ２＝．
证明　由 F １∩F ２＝，从定理 １．２７ 知道

d＝ρ（F １ ，F ２ ）＞０
·４２·


