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§1.1 
�	
����	�Æ�	

§1.1.1 �������������

� E1 � E2 � Banach ��, D ⊂ E1, �� A : D �→ E2. ��	�, ��
���
 ��� A ��������.

!" 1.1.1 � x0 ∈ D. ����� ε > 0, ��� δ = δ(x0, ε) > 0, ���
x ∈ D � ‖x − x0‖ < δ �, # ‖Ax − Ax0‖ < ε, $� A � x0 ����; ��
A � D ��������, $� A � D ����; ���� δ %& ε #��&
x0 ∈ D ��, $� A � D ��'���.

��, �'�������. ���
Æ(��, A � x0 ��������
������ {xn} ⊂ D, xn → x0, �# Axn → Ax0(n → ∞).

!" 1.1.2 �� A � D ���#���) E2 ��#��, $� A �
D �#���, �� A � D �#��.

� 1.1.1 *�+�, ������ , ���&#��!��. Æ(��, �
������#,-!��. ��	�, ����"�##��. $, �
Æ(
.���'����#��.

%�#/ 1.1.1�!�����0�, #��
����"�#����. $�
� x0 ∈ D, �� xn ⇀ x0 &% xn &'�1 x0.

!" 1.1.3 (i) ����� {xn} ⊂ D, xn → x0, �# Axn ⇀ Ax0, $�
�
A � x0 �'���;

(ii) ����� {xn} ⊂ D, xn ⇀ x0, �# Axn ⇀ Ax0, $�
� A � x0 �
&���;

(iii) ����� {xn} ⊂ D, xn ⇀ x0, �# Axn → Ax0, $�
� A � x0 �
����.

�� A � D �������'��� (&���, �2����), $�

� A � D �'��� (&���, �2����).



· 2 · ((3 ))**+,+-Æ.4,

��, ����5/6���0&����'���; ����&����1
5/6'���.

§1.1.2 23456789��

,��
�������-���7������� ——Nemyckiǐ ���
����#��.

� Ω ⊂ Rn  Lebesgue �:�, f(x, u) : Ω × R1 �→ R1. �� u(x) #/� Ω

���., $ f(x, u(x)) /#/� Ω ���.. �
�)0

f : u(x) �→ f(x, u(x)) (1.1.1)

1Nemyckiǐ �� (� Caratheodory ��).

!" 1.1.4 � Ω  Rn ���:�, f : Ω × R1 �→ R1. �� f  8�
(i) �!"�#� x ∈ Ω, f(x, u) �1 u ���;

(ii) ��� u, f(x, u)  x � Lebesgue �:�.,

� f  8 Caratheodory ��.

9: 1.1.1 � f : Ω × R1 �→ R1  8 Caratheodory ��, u(x)  Ω ��
Lebesgue �:�., $ f(x, u(x)) / Ω �� Lebesgue �:�..

� ;1 u(x)  Ω �� Lebesgue �:�., ;���<�.2# {un(x)} !
"��'�1 u(x). $�#/ 1.1.4�� (ii)� f(x, un(x)) �1 x Lebesgue�:
�. <;#/ 1.1.4 �� (i), f(x, un(x)) → f(x, u(x)) !"�� %, =� f(x, u(x))

�1 x  Lebesgue �:�. .3.

9: 1.1.2 � mes Ω < +∞, f : Ω × R1 �→ R1  8 Caratheodory ��, $�
un(x) =:>'�1 u(x) �, f(x, un(x)) /=:>'�1 f(x, u(x)).

� �1 {f(x, un(x))} ����2# {f(x, unk
(x))}, ;1 unk

� Ω �=:>
'�1 u, ;�� {unk

}��2# ("4���0&#' {unk
}�5) !"��'

�1 u, $� (i) �� {f(x, unk
)} !"��'�1 f(x, u(x)), =� f(x, un(x)) =:

>'�1 f(x, u(x)). .3.

!: 1.1.1 � mes Ω < +∞, f : Ω × R1 �→ R1  8 Caratheodory ��, �
 8$#>?���

|f(x, u)| � a|u|p1/p2 + b(x), ∀x ∈ Ω, u ∈ R1, (1.1.2)

�� a > 0, p1, p2 � 1 @., b(x) ∈ Lp2(Ω). $Nemyckiǐ �� f ) Lp1(Ω) 6
Lp2(Ω), ����.

� $� (1.1.2) 7Æ(��� u ∈ Lp1(Ω) �, f(x, u(x)) ∈ Lp2(Ω), ; f )
Lp1(Ω) 6 Lp2(Ω). $.���. � {un} � Lp1(Ω) �'�1 u, 1 un =:>'



§1.1 ))*8?-(9*@A)* · 3 ·

�1 u, $�B* 1.1.2 �� f(x, un(x)) =:>'�1 f(x, u(x)). ; (1.1.2) 7��

|(f(x, un(x)) − f(x, u(x))|p2 � 2p2
(
|f(x, un(x))|p2 + |f(x, u(x))|p2

)
� 4p2

(
ap2 |un(x)|p1 + ap2 |u(x)|p1 + 2|b(x)|p2

)
.

�0+�
∫

Ω

|(f(x, un(x)) − f(x, u(x))|p2dx ,#!>�-����, 1A.:B

�.��� Vitali #*, f(x, un(x)) � Lp2(Ω) �'�1 f(x, u(x)). .3.

!: 1.1.2 ��Nemyckiǐ ��f: Lp1(Ω) �→ Lp2(Ω) ���, $ f #��
�.

� ;1 f � Lp1(Ω) ��/�����, ; f �/��0�1C�#�, 2

�� r, M > 0, ���
( ∫

Ω

|u(x)|p1dx
)1/p1

� r �,
∫

Ω

|f(x, u(x))|p2dx � M. ���

u ∈ Lp1(Ω), �;D�. N , ��

Nrp1 �
∫

Ω

|u(x)|p1dx < (N + 1)rp1 . (1.1.3)

� Ω � N + 1 �:� Ω1, Ω2, · · · , ΩN+1 E�, �� 1 � i � N + 1 �#∫
Ωi

|u(x)|p1dx � rp1 . 1, ; r, M �#/�
∫

Ωi

|f(x, u(x))|p2dx � M. F�, ;

(1.1.3) 7��
∫

Ω

|f(x, u(x))|p2dx�
N+1∑
i=1

∫
Ωi

|f(x, u(x)|p2dx

� (N + 1)M � M
( 1

rp1

∫
Ω

|u(x)|p1dx + 1
)
.

,�� f ) Lp1(Ω) ��#��1 Lp2(Ω) ��#��. .3.

�1#* 1.1.1 �#* 1.1.2, �
#C3�D�4��
!: 1.1.3 � mes Ω � +∞, f : Ω × R1 �→ R1  8 Caratheodory ��,

p1, p2 � 1 @., $$#<5=!���
(i) f ) Lp1(Ω) 6 Lp2(Ω);

(ii) f ) Lp1(Ω) 6 Lp2(Ω) �����;

(iii) f ) Lp1(Ω) 6 Lp2(Ω) �#���;

(iv) �� a > 0 � b(x) ∈ Lp2(Ω), ��

|f(x, u)| � a|u|p1/p2 + b(x), ∀x ∈ Ω, u ∈ R1.

,�#*�.�6>? [27], [48]. #* 1.1.3 �0@EFC��� Orlitz ��,

�A��6>? [48].
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� 1.1.2 �1G�� C(Ω) ����Nemyckiǐ ��, Æ(��$�4�
 %��� G  Rn ��#�GC, f : G×R1 �→ R1 ��, $Nemyckiǐ �� f )
C(G) 6D5, ���#���.

� 1.1.3 �7�8ÆHH�. &�78Æ#��3�D��6>? [27],

[13].

§1.2 
�	
��B��	

�7�����������7����� —— C��������I.

§1.2.1 J����

!" 1.2.1 � E1 � E2  Banach ��, D ⊂ E1, �� A : D �→ E2. �� A

� D ���9#�� S �) E2 ��D�:� (2E�GI A(S)  E2 ��:
�), $� A ) D 6 E2 �:��. �������, K:��, $� A C
����.

��, :���##���.

!: 1.2.1 � An : D �→ E2 C�� (n = 1, 2, · · · ), A : D �→ E2. ���1
D ��9#�� S, � n → ∞ �, ‖Anx − Ax‖ �1 x ∈ S ��''�1/, $
A : D �→ E2 C����.

� F. A ��. � xn → x0, $ S = {x0, x1, · · · }  D ��#��. 1�
�� ε > 0, ��D�. k, �� ‖Akxn −Axn‖ < ε/3, n = 0, 1, 2, · · · . ; Ak ���
����D�. N , ��� n > N �, ‖Akxn − Akx0‖ < ε/3. 1� n > N �#

‖Axn − Ax0‖� ‖Axn − Akxn‖ + ‖Akxn − Akx0‖
+‖Akx0 − Ax0‖ <

ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

2 Axn → Ax0. A ����;..

<. A :��. � S  D ���#��. ��� ε > 0, ;&#�;#�
n0, � ‖An0x−Ax‖ < ε, ∀x ∈ S. ; An0(S)  A(S) �� ε G. F1 An0 C��,

; An0(S) D�:�, F� A(S) /D�:�. .3.

!: 1.2.2 � D  E1 ��#��, A : D �→ E2. $$#�5=!��
(i) A : D �→ E2 C��;

(ii)��� ε > 0,�� E2 �#HI��� Eε,0���#��� Aε : D �→ Eε,

��

‖Ax − Aεx‖ < ε, ∀x ∈ D.
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� (i)⇒(ii) ��� ε > 0, ;1 A(D)  E2 ��D�:�, ;�� yi ∈
A(D)(i = 1, 2, · · · , n), �� {y1, y2, · · · , yn} J A(D) �#H ε G. #/ λi : E2 �→
R1 �$�

λi(y) = max{ε − ‖y − yi‖, 0}, i = 1, 2, · · · , n.

$ λi(y) � E2 ��K���. < λ(y) =
n∑
i=1

λi(y), $ λ(y) � E2 ����, �

Æ(�� λ(Ax) > 0, ∀x ∈ D. < Eε = span{y1, y2, · · · , yn},

Aεx =
1

λ(Ax)

n∑
i=1

λi(Ax)yi, ∀x ∈ D, (1.2.1)

$ Eε  E2 �#HI���, � Aε : D �→ Eε. �� Aε ����. LMF�
λi(Ax) 	= 0 �, �# ‖Ax − yi‖ < ε, F�

‖Ax − Aεx‖=
∥∥∥ 1

λ(Ax)

n∑
i=1

λi(Ax)(Ax − yi)
∥∥∥

� 1
λ(Ax)

n∑
i=1

λi(Ax)‖Ax − yi‖ < ε, ∀x ∈ D.

;��LMF A #���, �0 Aε #���.

(ii)⇒(i) ;1 Eε #HI��, �0 Aε : D �→ Eε C���. A.#*
1.2.1, A C����. .3.

� 1.2.1 NC�#HI�����#����1#HI��. #* 1.2.2O
�����C�����������E�0�#HI���'L=.

§1.2.2 PQR�SRPQ

1�3�D��C�����I���, �
��'KM&ÆM'K�N>,

,�N>����������"LOM=�/#7�G�.

!" 1.2.2 � E �N?��, X ⊂ E. �������� P : E �→ X , �
�� x ∈ X �@# Px = x, $� X  E ��'KM, �� P �ÆM'K.

Æ(��, Hausdorff ����'KM�#G�.

!" 1.2.3 � E �N?��, ���1 E ��9�APQ {Uα}, �
�� E �APQ {Vβ},  8�

(i) {Vβ}  {Uα} �BOPQ, 2��9 Vβ ∈ {Vβ}, ��� Uα ∈ {Uα}, ��
Vβ ⊂ Uα;

(ii) {Vβ} CR#H�, 2�1 E ��9�� x, ��� x �1C Wx, ��
Wx %& {Vβ} ��#H Vβ DD.
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$� E S:�.

9: 1.2.1 EF���#S:�.

,�B*�.�6>? [85].

!: 1.2.3 � E  Banach ��, X  E ����PG�, $ X  E �'
KM, ���� α > 0, ��ÆM'K Pα, ��

‖x − Pαx‖ � (1 + α)ρ(x, X), ∀x ∈ E. (1.2.2)

�� ρ(x, X) &� x F�G X �EF.

� �# α > 0, ;T. δ < 1,  8 1 + 2δ < (1 + α)(1 − δ). � z ∈ E\X , <
Uz = {x ∈ E | ‖x − z‖ < δρ(z, X)}. 1AQU {Uz | z ∈ E\X} J E\X ��
APQ. A.B* 1.2.1, �� {Uz | z ∈ E\X} �CR#H�BOPQ {Vτ | τ ∈ T }.
;1 {Vτ | τ ∈ T }  {Uz | z ∈ E\X} �BOPQ, ;�� Vτ , ��� Uzτ ∈
{Uz | z ∈ E\X}, � Vτ ⊂ Uzτ . ; yτ ∈ X , � ‖zτ − yτ‖ � (1 + δ)ρ(zτ , X). 1�
x ∈ Vτ #

ρ(zτ , X) � ‖zτ − x‖ + ρ(x, X) � δρ(zτ , X) + ρ(x, X),

=� ρ(zτ , X) � ρ(x, X)
1 − δ

, �0

‖x − yτ‖� ‖x − zτ‖ + ‖zτ − yτ‖ � δρ(zτ , X) + (1 + δ)ρ(zτ , X)

� 1 + 2δ

1 − δ
ρ(x, X) � (1 + α)ρ(x, X).

(1.2.3)

HT E\X �����. λτ (x) = ρ(x, E\Vτ ), τ ∈ T . < λ(x) =
∑
τ∈T

λτ (x), ∀x ∈
E\X . ;1 {Vτ | τ ∈ T } CR#H�, 2�� x ∈ E\X , �� x �01C,

E%&#H Vτ DD, ;
∑
τ∈T

λτ (x) %#HR�� (�VRI1/), =� λ(x)

##/, � E\X �����.. �� x ∈ E\X , �� Vτ , � x ∈ Vτ , =�

λτ (x) > 0, ; λ(x) > 0. < µτ (x) =
λτ (x)
λ(x)

, ∀x ∈ E\X. �� µτ (x) �K���,

�
∑
τ∈T

µτ (x) = 1(LM ∑
τ∈T

µτ (x) :J�#HR��). #/�� Pα �$�

Pαx =

⎧⎨
⎩

x, � x ∈ X �,∑
τ∈T

µτ (x)yτ , � x ∈ E\X �.

$. Pα UG#*��S. TFLM, �� x ∈ E\X ,
∑
τ∈T

µτ (x)yτ :J�#H

R��, ; Pα #M/, ��� Pα : E �→ X(F1 X P�). K Pαx = x, ∀x ∈ X .
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� x ∈ X �, (1.2.2)7�� %. � x ∈ E\X �, ; x−Pαx =
∑
τ∈T

µτ (x)(x− yτ ) �

‖x − Pα(x)‖ �
∑
τ∈T

µτ (x)‖x − yτ‖. (1.2.4)

�7WV%##H µτ (x) 	= 0. � µτ (x) 	= 0 �, �# x ∈ Vτ , =�; (1.2.3) 7�
‖x − yτ‖ � (1 + α)ρ(x, X). 1<A. (1.2.4) 7�

‖x − Pα(x)‖ �
∑
τ∈T

µτ (x)(1 + α)ρ(x, X) = (1 + α)ρ(x, X),

; (1.2.2) 7 %.

<. Pα ����. �A� E\X ��� X �8��, Pα �������.

� x0  X ��W��, � xn ∈ E, xn → x0. 1; (1.2.2) 7�

‖Pαxn − Pαx0‖= ‖Pαxn − x0‖ � ‖Pαxn − xn‖ + ‖xn − x0‖
� (1 + α)ρ(xn, X) + ‖xn − x0‖ � (2 + α)‖xn − x0‖,

; Pαxn → Pαx0. Pα ����;.. .3.

!: 1.2.4 � E �KI Banach ��, r > 0, S = {x ∈ E | ||x|| = r},
T = {x ∈ E | ||x|| � r}, $ S, T � E �'KM.

,�#*�.�6>? [61].

� 1.2.2 �0.�, �#HI���, S � T ��#" E �'KM, �0
#* 1.2.4 �4��UML�. ,�#*:I�����KI�����IV
X.

9: 1.2.2 �E� Banach��, W E��'KM.$ λW ={λx|x ∈ W}
/ E ��'KM.

,�B*�.����.

§1.2.3 J����YZ!:

$���C�����WNM=.

!: 1.2.5 (C����WN#*) � E1 � E2  Banach ��, D  E1 �
�G�, A : D �→ E2 C��. $����� Ã : E1 �→ E2 C��, ��� x ∈ D �
Ãx ≡ Ax, � Ã(E1) ⊂ coA(D), ,� coA(D)  A(D) �PGI.

� F� D #��. A.#* 1.2.2, ���D�. n, �� E2 �#HI
��� En ���#��#HI�� Kn : D �→ En, ��

||Ax − Knx|| <
1

2n+2
, ∀x ∈ D.
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< A1 = K1, An = Kn − Kn−1(n = 2, 3, · · · ), $� An(n = 0, 1, 2, · · · ) � D �
��#��#HI��, �

‖Anx‖ � 1
2n

, x ∈ D, n = 2, 3, 4, · · · , (1.2.5)

Ax =
∞∑
n=1

Anx, ∀x ∈ D, (1.2.6)

���D�. n, A.#* 1.2.3, coAn(D)  E2 ��'KM. � Pn &
%E��ÆM'K. ;1 An(D) #HI����#��, ;A.N?X��
Tietze M[#*, An �0WN \ E1 ����#��#HI�� Bn, =�
Bn : E1 �→ E2 C��. < Cn = PnBn, $ Cn : E1 �→ E2 C��, �� x ∈ D �#
Cnx = Anx. ; (1.2.5) 7�LMF Pn �#/, (�

‖Cnx‖ � 1
2n

, ∀x ∈ E1, n = 2, 3, 4, · · · . (1.2.7)

<

Cx =
∞∑
n=1

Cnx, ∀x ∈ E1. (1.2.8)

$; (1.2.7) 7�#* 1.2.1� C : E1 �→ E2 C��, �; (1.2.6) 7�� x ∈ D �
@# Cx = Ax. A.#* 1.2.3, coA(D)  E2 ��'KM. � P E��Æ
M'K, Ã = PC, $�� Ã : E1 �→ E2 C��, Ã(E1) ⊂ coA(D), �� x ∈ D �,

# Ãx = PCx = PAx = Ax. 1, � D #���N$, #*;..

-� D ��. < Tn = {x ∈ E1 | ‖x‖ � n}(n = 1, 2, · · · ). �#�G� D ∩ T1 �
���].�4����#�� A1 : E1 �→ E2 C��,� x ∈ D∩T1 �, A1x = Ax,

� A1(E1) ⊂ coA(D ∩ T1). ��G D1 = D ∪ T1 �#/�� Ã1 �$�� x ∈ D

� Ã1x = Ax; � x ∈ T1 � Ã1x = A1x(;1� x ∈ D ∩ T1 �, A1x = Ax, ;,
Y#/G*�). �� Ã1 : D1 �→ E2 C��, �� x ∈ D �, Ã1x = Ax. ��
Ã1(D) ⊂ coA(D). �ZY��X�0#/ D2 = D1 ∪ T2 = D ∪ T2 ��C���
� Ã2 : D2 �→ E2, ��� x ∈ D �, Ã2x = Ã1x = Ax. � Ã2(D2) ⊂ coA(D). ,
YO�$[, �
�0#/�#C���� Ãn : Dn = D ∪ Tn �→ E2 C��, E
Ãn−1 : Dn−1 �→ E2 �WN, �# Ãn(Dn) ⊂ coA(D)(n = 2, 3, · · · ). ^P, #/�
� Ã �$�� x ∈ E1, ; n  8 x ∈ Dn, #/ Ãx = Ãnx. ��, ,Y#/� Ãx ;
x \�]#, �& n �^;��. �� Ã : E1 �→ E2 C��, � x ∈ D �, Ãx = Ax,

� Ã(E1) ⊂ coA(D). .3.
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_` 1.2.1 � E  Banach ��, D  E ��G�, W  X ��'KM,

A : D �→ W �C����. $��C���� A1 : E �→ E, ��

A1(E) ⊂ W ; A1x = Ax, ∀x ∈ D.

� A.#* 1.2.5, ��C���� Ã : E �→ E, �� Ãx = Ax, ∀x ∈ D. ;
W ��ÆM'K P : E �→ W, < A1 = PÃ, $�� A1  8@��CR�S. .
3.

� 1.2.3 �7� �8Æ^D>? [20], [27].

§1.3 cdeUV�WYZfY

§1.3.1 abcd�ef�gf

� E  Banach ��. �
[DBX t ;:.N, �NC� Banach �� E �
��� x(t) : [a, b] �→ E �1\g�..

!" 1.3.1 � x(t) : [a, b] �→ E �\g�.. � [a, b] ����X T :

a = t0 < t1 < · · · < ti−1 < · · · < tn = b,

G+�� σ =
n∑
i=1

x(ξi)∆ti, �� ξi ∈ [ti−1, ti] �;�, ∆ti = ti − ti−1

(i = 1, 2, · · · , n). ���� I ∈ E, ��� d(T ) = max
i

∆ti → 0 �, ‖σ − I‖ → 0, $
� x(t) � [a, b] � Riemann �+, hh I Yi x(t) � [a, b] �� Riemann +�, Z

1
∫ b

a

x(t)dt, 2 ∫ b

a

x(t)dt = I = lim
d(t)→0

n∑
i=1

x(ξi)∆ti. (1.3.1)

�&.X���DZ��X, �
�0.��
!: 1.3.1 �� x(t) � [a, b] ��, $ x(t) � [a, b] � Riemann �+�.

��, �1\g�.� Riemann +�, $��7�� %��
∥∥∥∫ b

a

x(t)dt
∥∥∥ �

∫ b

a

‖x(t)‖dt, (1.3.2)

f
(∫ b

a

x(t)dt
)

=
∫ b

a

f(x(t))dt, ∀f ∈ E∗. (1.3.3)

!" 1.3.2 � x(t) : [a, b] �→ E \g�., t0 ∈ [a, b]. ���� z0 ∈ E, �

lim
∆t→0

∥∥∥x(t0 + ∆t) − x(t0)
∆t

− z0

∥∥∥ = 0,
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$� x(t) � t = t0 ��i, z0 Yi x(t) � t0 ��]., Z1 x′(t0), 2

x′(t0) = lim
∆t→0

x(t0 + ∆t) − x(t0)
∆t

. (1.3.4)

�� x(t) � [a, b] ����I�i (a �W�i, b �j�i), $� x(t) � [a, b] �
�i.

��, ]�. x′(t) : [a, b] �→ E /�\g�..

!: 1.3.2 (i) �� x′(t) � [a, b] �����, $ Newton-Leibniz ^7 
%� ∫ b

a

x′(t)dt = x(b) − x(a). (1.3.5)

(ii) �� x(t) � [a, b] ��, � (a, b) �i, $��� a < ξ < b, ��

‖x(b) − x(a)‖ � (b − a)‖x′(ξ)‖.

(iii) � x(t) � [a, b] ��. < y(t) =
∫ t

a

x(s)ds, a � t � b, $ y(t) � [a, b] �i,

� y′(t) = x(t)(a � t � b).

� (i) �; f ∈ E∗, HT [a, b] ��:�. g(t) = f(x(t)). (� g′(t) =

f(x′(t)), a � t � b, ; g′(t) � [a, b] ��. ;.X���� Newton-Leibniz ^7�∫ b

a

g′(t)dt = g(b) − g(a). LMF (1.3.3) 7, �F

f
(∫ b

a

x′(t)dt
)

=
∫ b

a

f(x′(t))dt = f(x(b) − x(a)).

;1 f ∈ E∗ �M�, ; (1.3.5) 7 %.

(ii) ; f ∈ E∗, �� ‖f‖ = 1, � f(x(b) − x(a)) = ‖x(b) − x(a)‖. < g(t) =

f(x(t)), $;.X�����N^7�, �� a < ξ < b, �

‖x(b) − x(a)‖= g(b) − g(a) = g′(ξ)(b − a)

= f(x′(ξ))(b − a) � ‖f‖ · ‖x′(ξ)‖(b − a) = ‖x′(ξ)‖(b − a).

(iii) � t ∈ [a, b]. �� ε > 0, ; x(s) ������� δ > 0, ��� |s − t| < δ

�, # ‖x(s) − x(t)‖ < ε. 1 0 < |∆t| < δ �, ;^7 (1.3.2) ��
∥∥∥y(t + ∆t) − y(t)

∆t
− x(t)

∥∥∥=
∥∥∥ 1

∆t

∫ t+∆t

t

[x(s) − x(t)]ds
∥∥∥

� 1
|∆t|

∫ t+∆t

t

‖x(s) − x(t)‖ds

<
1

|∆t|
∫ t+∆t

t

εds

= ε



§1.3 _`aQR-S,Tb, · 11 ·

; y′(t) = x(t). .3.

� 1.3.1 �1;N� Banach ����\g�., /�0[% Lebesgue �:
�.� Lebesgue �+�N>, �:B�.���_O.N>�#*, �\g�.
/� %�. §1.1.2 ����4�, /��0iD��@E. AO�N6>? [21].

§1.3.2 Fréchet gf

!" 1.3.3 � E1 � E2  Banach ��, D  E1 ��A�, A : D �→ E2,

x0 ∈ D. ����#����� B : E1 �→ E2, ��

lim
‖h‖→0

‖A(x0 + h) − Ax0 − Bh‖
‖h‖ = 0. (1.3.6)

$��� A �� x0 � Fréchet �i�, B Yi A �� x0 �� Fréchet ]��,

Z1 A′(x0).

�&.X���`G�.S]XDZ�.��X, �0.� (A�6>? [27])

$#4��
!: 1.3.3 � E1, E2, E3 � Banach ��, A� D ⊂ E1, A� H ⊂ E2,

A : D �→ E2, B : H �→ E3,  A(D) ⊂ H . � A �� x0 ∈ D � Fréchet �i, B �
� y0 = Ax0 � Fréchet�i, $`G�� BA : D �→ E3 �� x0 � Fréchet �i, �


(BA)′(x0) = B′(y0)A′(x0).

_` 1.3.1 � A : D �→ E2, A �� x0 ∈ D � Fréchet �i. � B : E2 �→ E3

#�����, $ BA �� x0 �/ Fréchet �i, �

(BA)′(x0) = BA′(x0).

!: 1.3.4 � x0, h ∈ E1, l = {x | x = x0 + th, 0 � t � 1} ⊂ D. $
(i) j�� f : D �→ R1 � l � Fréchet �i, $�� 0 < τ < 1, ��N^7 

%�
f(x0 + h) − f(x0) = f ′(x0 + τh)h; (1.3.7)

(ii) j�� A : D �→ E2 � l � Fréchet �i, $�� 0 < τ < 1, �

‖A(x0 + h) − Ax0‖ � ‖A′(x0 + τh)h‖;

(iii) j�� A : D �→ E2 � l � Fréchet �i, � A′(x) � l ���, $

A(x0 + h) − Ax0 =
∫ 1

0

A′(x0 + th)hdt. (1.3.8)
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� (i)< ϕ(t) = f(x0+th), 0 � t � 1. A.#* 1.3.3(� ϕ(t)� [a, b]��i,

� ϕ′(t) = f ′(x0 + th)h. ;i��N^7��� 0 < τ < 1,� ϕ(1)−ϕ(0) = ϕ′(τ),

2 (1.3.7) 7 %.

(ii) "4���� A(x0 + h) − Ax0 	= θ. ; Hahn-Banach #*��� ψ ∈ E∗,

� ‖ψ‖ = 1, � ψ(A(x0 + h) − Ax0) = ‖A(x0 + h) − Ax0‖. HT�. ϕ(t) =

ψ(A(x0 + th)), 0 � t � 1. �� ϕ′(t) = ψ(A′(x0 + th)h). 1;i��N^7��
� 0 < τ < 1, � ϕ(1) − ϕ(0) = ϕ′(τ), 2 ψ(A(x0 + h) − Ax0) = ψ(A′(x0 + τh)h), =
�

‖A(x0 + h) − Ax0‖ � ‖ψ‖‖A′(x0 + τh)h‖ = ‖A′(x0 + τh)h‖.

(iii) HT\g�. y(t) = A(x0 + th), 0 � t � 1. ;&#� y′(t) = A′(x0 + th)h

� 0 � t � 1 ���, ;;#* 1.3.2 ��
∫ 1

0

y′(t)dt = y(1) − y(0), �2 (1.3.8) 7.

.3.

!: 1.3.5 � D ⊂ E1 A�, A : D �→ E2 C����, ��� x0 ∈ D

� Fréchet �i, $ A′(x0) : E1 �→ E2 C������.

� %�. A′(x0)� E1 �<kQ T = {x | x ∈ E1, ‖x‖ � 1}) E2 ��D�
:� A′(x0)(T ). � A′(x0)(T ) "D�:�, $�� ε0 > 0 � hi ∈ T (i = 1, 2, · · · ),
��

‖A′(x0)hi − A′(x0)hj‖ � ε0 (i 	= j).

; A′(x0) �#/�LMF D A�, �� �� τ > 0, ��� ‖h‖ � τ �, #
x0 + h ∈ D, �

‖A(x0 + h) − Ax0 − A′(x0)h‖ � ε0

3
‖h‖.

1� i 	= j �, #

‖A(x0 + τhi) − A(x0 + τhj)‖
= ‖[A(x0 + τhi) − Ax0 − A′(x0)(τhi)]

−[A(x0 + τhj) − Ax0 − A′(x0)(τhj)] + τ [A′(x0)hi − A′(x0)hj ]‖
� τ‖A′(x0)hi − A′(x0)hj‖ − ‖A(x0 + τhi) − Ax0 − A′(x0)(τhi)‖
−‖A(x0 + τhj) − Ax0 − A′(x0)(τhj)‖

� τε0 − ε0

3
‖τhi‖ − ε0

3
‖τhj‖ � τε0

3
,

�& A �C���\a. .3.

§1.3.3 kl����

!" 1.3.4 � A : D �→ E2, D I/ E1 �0Q��R (2�� R > 0, �
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∀x ∈ E1, ‖x‖ > R �# x ∈ D). j��#����� B : E1 �→ E2, �

lim
‖x‖→+∞

‖Ax − Bx‖
‖x‖ = 0,

$��� A ��Km ∞ � Fréchet �i, B Yi A � ∞ �� Fréchet ]��, Z
1 A′(∞), 2 A′(∞) = B. � A′(∞) ���, � A ]=����.

�&#* 1.3.5 ZY�.��X�
#
!: 1.3.6 �� A : D �→ E2 C���]=����, $ A′(∞) : E1 �→ E2

C������.

� 1.3.2 � D  E1 �A�, A : D �→ E2. �� A � D ���� x ��
Fréchet �i�, $ Fréchet ]�� A′(x) l x �B. F�, A′ : D �→ L(E1, E2) /
���, ,� L(E1, E2) ) E1 6 E2 �Cm#�����n � Banach ��.

�� A′ �� x0 ∈ D � Fréchet �i�, $� A �� x0 �b^ Fréchet �i
�. ]�� (A′)′(x0) Yi�� A �� x0 ��b^ Fréchet]��, Z1 A′′(x0). �
n�. �0#/ n ^ Fréchet �i� n ^ Fréchet ]���N>. �1c^ Fréchet

�i�c^ Fréchet ]���AO��, _d6>? [27], [13].

§1.3.4 Gâteaux gf

!" 1.3.5 � D  E1 �A�, A : D �→ E2, x0 ∈ D. ���1�9 h ∈ E1,

`H

lim
t→0

A(x0 + th) − Ax0

t
(1.3.9)

��� ( E2 �hh), $� A �� x0 � Gâteaux �i�, `H (1.3.9) Yi
A � x0 �o�p h � Gâteaux i�, Z1 D[A(x0)h]. ����#�����
B : E1 �→ E2, �� Gâteaux i��0&1 D[A(x0)h] = Bh, $� A � x0 �##
���� Gâteaux i�, B Yi A �� x0 �� Gâteaux ]��. A �� x0 ��
Gâteaux ]��/Z1 A′(x0)(,���& Fréchet ]��DZ�Ue, �.��$
�#*P'a��"afqbr).

$��#*��� Fréchet �i� Gâteaux �iE���s, �.�6>
? [27].

!: 1.3.7 � D  E1 ��A�, A : D �→ E2, x0 ∈ D. $
(i) �� A � x0 � Fréchet �i, $ A � x0 ��##���� Gâteaux i

�, � A � x0 �� Gâteaux ]��� Fréchet ]��D!;

(ii) j A �� x0 �01C8��##���� Gâteaux i�, � Gâteaux

]�� A′(x) �� x = x0 ����, $ A �� x0 � Fréchet �i�.
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� 1.3.3 =#* 1.3.4 �.��0c�, ��[ Fréchet �id&1 Gâteaux

�i, $#* 1.3.4 �4�t� %.

§1.3.5 ocd!:

$��
[.X����p�.#*�g�.#*@EF Banach ��. E

�.�uv�n1.X����D�#*, F��
%!�#*�8Æ, AO.�
�dc>? [27].

� E1, E2, E3  Banach ��, Ω  E1 × E2 ��A�, F : Ω �→ E3. HT�h

F (x, y) = 0. (1.3.10)

� (x0, y0) ∈ Ω, �� F (x0, y0) = 0.

!: 1.3.8(p�.#*) � F (x, y)�� (x0, y0)�01C8��, E� y �e
]�� (Fréchet ]��)F ′

y(x, y) ��, ��� (x0, y0) ���. K� F ′
y(x0, y0) ,

##�f. $�� r > 0, τ > 0,��� ‖x−x0‖ < r�,�h (1.3.10)� ‖y−y0‖ < τ

�,#\���g y = f(x), � y0 = f(x0).

G1p�.#*�Vh, $#g�.#* %.

!: 1.3.9(g�.#*) � D  E1 ��A�, x0 ∈ D, f : D �→ E2  Fréchet

�i�, f ′(x) �� x0 ���, � f ′(x0) ,##�f. $ f(x) �� x0 �CR
Zi�, 2�� x0 �1C U(x0) � y0 = f(x0) �1C V (y0), �� f(x) � U(x0)

��Hq U(x0) F V (y0) �Zi.

� 1.3.4 �7�8Æ^D>? [27].

§1.4 
j	ij

�7���:�:>�N>��w ��I.

!" 1.4.1 � E  Banach ��, S  E ��#��. <

α(S) = inf{δ > 0 | S #Hrk � δ��GE�},

$� α(S)  S � Kuratowski �:�:>, ���:�:>.

��, 0 � α(S) < ∞.

!: 1.4.1 � S, T  E ��#��, a :., α(S) �:�:>, $$#
4� %�

(i) α(S) = 0 ⇔ S D�:�;

(ii) S ⊂ T ⇒ α(S) � α(T );

(iii) α(S) = α(S);
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(iv) α(S ∪ T ) = max{α(S), α(T )};
(v) α(aS) = |a|α(S), �� aS = {x = az | z ∈ S};
(vi) α(S + T ) � α(S) + α(T ), �� S + T = {x = y + z | y ∈ S, z ∈ T };
(vii) α(coS) = αS, ,� coS  S �PGI;

(viii) |α(S) − α(T )| � 2dh(S, T ), ,� dh(S, T )  S � T E�� Hausdorff E
F, 2 dh(S, T ) = max{sup

x∈S
d(x, T ), sup

x∈T
d(x, S)}, d(·, ·) &%�F�GE��EF.

9: 1.4.1 � {Sn}  E ���##���G�, S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sn ⊃ · · · ,
�� n → ∞ �# α(Sn) → 0. $ S =

∞⋂
n=1

Sn  E ����:�.

� I = [a, b], C[I, E] = {x(t) | x(t) : [a, b] �→ E��}, �m.1 ‖x‖ =

max
t∈I

‖x(t)‖. � H ⊂ C[I, E], <

H(t) = {x(t) | x ∈ H} ⊂ E, H(I) =
⋃
t∈I

H(t) ⊂ E.

$��
[ E � C[I, E] ���:�:>�� α(·) &%.

!: 1.4.2 � H ⊂ C[I, E] #��, !>���, $

α(H) = α(H(t)); α(H(I)) = max
t∈I

α(H(t)).

!: 1.4.3 � D  E ��#��, f : I × D �→ E #��'���, $

α(f(I × B)) = max
t∈I

α(f(t, B)), ∀B ⊂ D.

!: 1.4.4(Ascoli-Arzela) �G H ⊂ C[I, E] D�:��������H 
!>���, ���� t ∈ I, H(t)  E ��D�:�.

!: 1.4.5 � H ⊂ C[I, E] #��0!>���, $ α(H(t)) � I ���,

�

α
({∫

I

x(t)dt | x ∈ H
})

�
∫
I

α(H(t))dt.

� 1.4.1 �7�#4���.�I�0�>? [27], [46], [49] �sF.

§1.5 
�	WYno�fYno

����������*�E�p��1xlq-�#����i��h�
+��hg��I. ,��
��p!����������+��h&i��h
�jr����.
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§1.5.1 ���eftu

���+��h�xlmv1 20 yn 20 os, E�twZ�������
�tw:ppqs��m. z:&�, D�E��#����i��h�0xr 
&E!�����+��h. ,-xr]s 1xli��h^7�����XE
�. ,-xr�u:-, U
'�0$������������+��h�]#
 �.

� G  Rn ��#�GC, k(x, y, u) : G × G × R1 �→ R1. ��

ϕ(x) =
∫
G

k(x, y, ϕ(y))dy = Kϕ(x) (1.5.1)

����+��hv�1Uryson #+��h, ; (1.5.1) 7#/��� K v�
1Uryson#+���.

���+����C������+��h*��7�xl8Æ. ,��

��p���$,t=.

!: 1.5.1 � 0 < mesG < +∞, ���u x ∈ G �!"�#� y ∈ G,

k(x, y, u) �1 u ��, ��u x ∈ G, u ∈ R1, k(x, y, u) �1 y  Lebesgue �:�
.. $Uryson�� K ) C(G) 6D5C������������� a > 0, $
���s ∫

G

sup
|u|�a

|k(x, y, u)|dy < +∞,

lim
|h|→0

x+h∈G

∫
G

sup
|u|�a

|k(x + h, y, u) − k(x, y, u)|dy = 0,

��u x ∈ G  %.

,�#*����R�����R��16>? [60], [138].

_` 1.5.1 � k(x, y, u) : G×G×R1 �→ R1 ��, $Uryson�� K ) C(G)

6D5C��.

Uryson #+��h^7��V{�N�$� Hammerstein #+��h�

ϕ(x) =
∫
G

k(x, y)f(y, ϕ(y))dy = Aϕ(x). (1.5.2)

; (1.5.2) 7#/��� A v�1 Hammerstein #+���.

� fϕ(x) = f(x, ϕ(x)), Kϕ(x) =
∫
G

k(x, y)ϕ(y)dy, $�� Hammerstein #+�

���0&1 A = Kf.

1�xl Hammerstein #+����C���, �0$�#* 1.5.1(E:J�
/���� C(G) ���v1 Hammerstein#+���C����������),

/�0$�$##* (,�#*� %���)�
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!: 1.5.2 � E1, E2, E3  Banach ��, f : E1 �→ E2 #�����,

K : E2 �→ E3 C����, $ Hammerstein #+��� A : E1 �→ E3 C���.

� 1.5.1 #* 1.5.2�M/�1, E[ Hammerstein#+����C����
v1w41Nemyckiǐ ���#������v1&��+����C���v
1. �1���+���C����s|��6>? [48].

� 1.5.2 ,���O��Nemyckiǐ �� f ��	�"�wC���, F
1�0.� (6>? [60])�Nemyckiǐ�� f )��.��FD5C�����
���� f(x, u) & u ��. �,-�N$, f [\�.��)1��.

Uryson#+��h�x�7��V{�N�$� Volterra #+��h�

ϕ(t) =
∫ t

a

k(t, s, ϕ(t))dt = Aϕ(t). (1.5.3)

; (1.5.3) 7#/��� A v�1 Volterra #+���.

§1.5.2 ygftuz{|�}~

Hy@i��h��WNM= (/� Sturm-Liouville M=)

−Lu = g(x), x ∈ [0, 1], (1.5.4)

au(0) + bu′(0) = 0, cu(1) + du′(1) = 0. (1.5.5)

�
��$#&��
(SL1) Lu = (p(x)u′)′ + q(x)u, p(x) ∈ C1[0, 1], p(x) > 0(x ∈ [0, 1]), q(x) ∈

C[0, 1]; a2 + b2 	= 0, c2 + d2 	= 0; ����z'�h −Lu = 0 �W���
(1.5.5) $%#/g.

$�@i��h*�, �0.�0$}B* (.�AOxh6>? [149], [48])�
9: 1.5.1 � (SL1)  %, $�����. ũ(x) � ṽ(x),  8
(i) ũ(x) ∈ C2[0, 1], ṽ(x) ∈ C2[0, 1];

(ii) Lũ(x) = 0, aũ(0) + bũ′(0) = 0;

(iii) Lṽ(x) = 0, cṽ(1) + dṽ′(1) = 0;

(iv) ũ(x) & ṽ(x) ����;

(v) p(x)(ũṽ′ − ũ′ṽ) = −1.

� u, v �B* 1.5.1 ��, <

k(x, y) =

{
ũ(x)ṽ(y), 0 � x � y � 1,

ũ(y)ṽ(x), 0 � y � x � 1.
(1.5.6)

9: 1.5.2 � (SL1)  %, $
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(i) k(x, y) � [0, 1] × [0, 1] ���;

(ii) k(x, y) ���, 2 k(x, y) = k(y, x);

(iii) � 0 � x < y � 1 �2 0 � y < x � 1 � k(x, y) #���e]. k′
x, k

′′
xx;

(iv) �1y#� y ∈ [0, 1], k(x, y)  8

Lk(x, y) = 0, � x ∈ [0, 1], x 	= y�,

ak(0, y) + bk′
x(0, y) = 0, ck(1, y) + dk′

x(1, y) = 0, � y ∈ (0, 1) �;

(v) � x = y � k′
x #z���{�, �

k′
x(y + 0, y) − k′

x(y − 0, y) = − 1
p(y)

, ∀y ∈ (0, 1).

� 1.5.3 Æ(.� 8B* 1.5.2 �I (i)∼(v) ��. k(x, y) \�]#�.

,#B* 1.5.2 �I (i)∼(v) ��. k(x, y) �1 Green �..

� 1.5.4 r{|�&�, �� Lu = u′′, ∆ = bc − a(c + d) 	= 0, $z'�h
−Lu = 0 �W��� (1.5.5) $%#/g, D�� Green �.1�

k(x, y) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(ax − b)(cy − c − d)
∆

, � 0 � x � y � 1�,

(ay − b)(cx − c − d)
∆

, � 0 � y � x � 1�.

�WNM= (1.5.4), (1.5.5), LO�}�
���$#&��
(SL2) q(x) � 0, a � 0, b � 0, c � 0, d � 0.

9: 1.5.3 � (SL1), (SL2)  8, $���. ũ(x) � ṽ(x), ,#B* 1.5.1 �
��I (i)∼(v), ��#�$�I�

(vi) ũ(x) ���>�., � ũ(x) > 0, ∀x ∈ (0, 1];

(vii) ṽ(x) ���d�., � ṽ(x) > 0, ∀x ∈ [0, 1).

1 k(x, y) > 0, ∀0 < x < 1, 0 < y < 1.

9: 1.5.4 � (SL1), (SL2) 8,<M = max{ max
x∈[0,1]

ũ(x), max
x∈[0,1]

ṽ(x)}, v∗(x) =

M−1 min{ũ(x), ṽ(x)}, 0 � x � 1. $

k(x, y) � v∗(x)k(z, y), ∀x, y, z ∈ [0, 1]. (1.5.7)

� �� 0 � x � y � 1, 0 � z � y � 1, $#

k(x, y) = ũ(x)ṽ(y) � M−1ũ(x)ũ(z)ṽ(y) � v∗(x)ũ(z)ṽ(y) = v∗(x)k(z, y),

2 (1.5.7) 7 %. Z*, ��"�N$ (1.5.7) 7/ %. .3.
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!: 1.5.3 �B* 1.5.1 ��� 8, g(x) ∈ C[0, 1], $$#4� %�
(i) WNM= (1.5.4), (1.5.5) ��\��g.

(ii) ���. w(x) ;

w(x) =
∫ 1

0

k(x, y)g(y)dy (1.5.8)

]#, $ w(x) ∈ C2[0, 1], �WNM= (1.5.4), (1.5.5) �g.

(iii) �� w(x) ∈ C2[0, 1] WNM= (1.5.4), (1.5.5) �g, $ w(x) � 8
(1.5.8) 7.

#�0�H|P, �
Hy���@i��h��WNM=

−Lu = f(x, u, u′), x ∈ [0, 1]. (1.5.9)

!: 1.5.4 �B* 1.5.1 ��� 8, f(x, u, p) : [0, 1] × R1 × R1 �→ R1 ��,

$$#4� %�
(i) �� u(x)  8

u(x) =
∫ 1

0

k(x, y)f(y, u(y), u′(y))dy, (1.5.10)

$ u(x) ∈ C2[0, 1], �WNM= (1.5.9), (1.5.5) �g.

(ii) �� u(x) ∈ C2[0, 1] WNM= (1.5.9), (1.5.5) �g, $ u(x)  8�h
(1.5.10).

!: 1.5.5 ��&� (SL1)  8, Ku(x) =
∫ 1

0

k(x, y)u(y)dy $ K ,#��

�VXN2#�
λ1 < λ2 < λ3 < · · · , λn → +∞,

�VXN�s.7.�<7�. ��3�D&# (SL2)  %, $ λ1 > 0,� K

�~}k r(K) = λ−1
1 .

� 1.5.5 @i��h��WN&+��hE���s Hilbert � 1904t-
�. E Hilbert ^#�N� 'E�. =,~GA~, $�+��hxli��
h 1i��h*��^7��^����XE�.

� 1.5.6 �78Æ^D>? [48], [149]. ����������������
6>? [21], [25], [26], [143], [150], ��N?X���6>? [57], [140], @i��h
���6>? [58], [149], ei��h���6>? [24], [142].



��� �����

���������������Æ����, ����������	�

��Æ��. �������������������	���	
. ����
��
������������. 
�	��, ����������, �
�������
����������	������. ���������
��
�����, ��������, �����������������
�. Æ���
������������������Æ��.

§2.1 Brouwer ���������

�Æ��, �����������������. ����������
���� Brouwer ���.

§2.1.1 Rn � C2 ���	���
����

� Rn � n �����, Ω � Rn ������, ∂Ω � Ω ���, f : Ω �→ Rn

���	�, p ∈ Rn\f(∂Ω)(� f(x) �= p, ∀x ∈ ∂Ω). ������������
f, Ω, p ��� �, 
�����	���� f(x) = p �����	.

������ f : Ω �→ Rn� C2	�,� f = (f1, f2, · · · , fn), fi(x1, x2, · · · , xn)

(i = 1, 2, · · · , n) �����������������.

�
 2.1.1 � Ω�Rn������, f : Ω �→ Rn� C2 	�, p ∈ Rn\f(∂Ω),

�� τ = inf
x∈∂Ω

‖f(x) − p‖ > 0. ����� Φ : [0, +∞) �→ R1, 
�

(i) �� 0 < σ < τ∗ � τ , 
� r �∈ (σ, τ∗) �� Φ(r) = 0;

(ii)
∫
Rn

Φ(‖u‖)du = 1.

�� C2 	����� deg(f, Ω, p) ��!

deg(f, Ω, p) =
∫

Ω

Φ(‖f(x) − p‖)Jf(x)dx, (2.1.1)

�� Jf (x) � f(x) � x "� Jacobian  � .

!!, ��������! (i), (ii) ����� Φ��#�. ��""# (2.1.1)

 ��� deg(f, Ω, p)  Φ �"##�, ����� �. �$, ��%	�$�.
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�� 2.1.1 ����� Φ : [0,∞) �→ R1 %'�� 2.1.1��% (i), (��
C1 	� G(u) : Rn �→ Rn, 
�

divG(u) = Φ(‖u‖), ∀u ∈ Rn. (2.1.2)

� ��

G(u) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

u

‖u‖n
∫ ‖u‖

0

rn−1Φ(r)dr,  u �= θ�,

θ,  u = θ�.

(2.1.3)

�" G %'
&. )� Φ %'% (i), ! ‖u‖ < σ �, G(u) = θ. #$* G �
C1 	�. " G(u) = (G1(u), G2(u), · · · , Gn(u)), u = (u1, u2, · · · , un), (# (2.1.3)  
* u �= θ �, )� 1 � i � n, �

∂

∂ui
Gi(u) = Φ(‖u‖) u2

i

‖u‖2
+
∫ ‖u‖

0

rn−1Φ(r)dr ·
( 1
‖u‖n − nu2

i

‖u‖n+2

)
,

 u = θ �, !!� ∂

∂ui
Gi(u) = 0. )$

divG(u) =
n∑
i=1

∂

∂ui
Gi(u) = Φ(‖u‖).

"&.

�� 2.1.2 � f, Φ ��� 2.1.1 ��, (�� C1 	� F : Ω �→ Rn, 
�

divF (x) = Φ(‖f(x) − p‖)Jf(x), ∀x ∈ Ω. (2.1.4)

� ' G # (2.1.3)  ��, Aij(x) *( � Jf (x) �+' ∂fi
∂xj

���,-

 , ��

Fi(x) =
n∑
j=1

Aij(x)Gj(f(x) − p), 1 � i � n,

F (x) = (F1(x), F2(x), · · · , Fn(x)). (2.1.5)

�" F ��&�	�. )� f � C2 	�, G � C1 	�, ! F � C1 	�. # Fi

���*

∂Fi(x)
∂xi

=
n∑
j=1

Aij(x)
∂

∂xi
Gj(f(x) − p) +

n∑
j=1

[ ∂

∂xi
Aij(x)

]
Gj(f(x) − p)

=
n∑
j=1

Aij(x)
n∑
k=1

∂

∂uk
Gj(f(x)−p)

∂

∂xi
fk(x)+

n∑
j=1

[ ∂

∂xi
Aij(x)

]
Gj(f(x)−p).



· 22 · +,. ()&*+

��

divF (x) =
n∑
i=1

∂

∂xi
Fi(x)

=
n∑
j=1

n∑
k=1

[ n∑
i=1

Aij(x)
∂fk(x)

∂xi

] ∂

∂uk
Gj(f(x) − p)

+
n∑
j=1

[ n∑
i=1

∂

∂xi
Aij(x)

]
Gj(f(x) − p).

Æ�)� � �&���/""
n∑
i=1

∂

∂xi
Aij(x) = 0, 1 � j � n.

# � ��!*
n∑
i=1

Aij
∂fk(x)

∂xi
=

{
Jf (x),  j = k�,

0,  j �= k�.

��, Æ�$� 2.1.1, �

divF (x)=
∑
j=k

Jf (x)
∂

∂uk
Gj(f(x) − p) = Jf (x)

n∑
k=1

∂

∂uk
Gk(f(x) − p)

= Jf (x)divG(f(x) − p) = Jf (x)Φ(‖f(x) − p‖).

"&.

�� 2.1.1 �� 2.1.1 ����� deg(f, Ω, p) �� Φ �"##�.

� ����� Φ1 � Φ2 �%'�� 2.1.1 ��% (i), (ii), ( Φ = Φ1 − Φ2

%'% (i), ���
∫
Rn

Φ(‖u‖)du = 0. #�

∫
Rn

Φ(‖u‖)du = Sn−1

∫ ∞

0

rn−1Φ(r)dr,

,� Sn−1 � Rn �-)-���
, !�
∫ +∞

0

rn−1Φ(r)dr = 0. )� r � τ �

Φ(r) = 0, ! x ∈ ∂Ω �, �
∫ ‖f(x)−p‖

0

rn−1Φ(r)dr =
∫ +∞

0

rn−1Φ(r)dr = 0.

# G � F �$� 2.1.1�$� 2.1.2""���, (/* x ∈ ∂Ω �, � F (x) = 0.

)$#$� 2.1.2 �# Gauss $ , ��



§2.1 Brouwer &'�$%�($& · 23 ·

∫
Ω

Φ1(‖f(x)−p‖)Jf(x)dx−
∫

Ω

Φ2(‖f(x)−p‖)Jf(x)dx =
∫

Ω

Φ(‖f(x)−p‖)Jf(x)dx

=
∫

Ω

divF (x)dx =
∫
∂Ω

F (x)dS = 0.

�*" deg(f, Ω, p)  Φ �"##�. "&.

��'
Nf = {x ∈ Ω | Jf(x) = 0}.

#.����*/, . p �∈ f(Nf ), (�� f(x) = p � Ω �0#�����.

�� 2.1.2 . p �∈ f(Nf ), ()�#�� 2.1.1 ��� deg(f, Ω, p) 	*, �

deg(f, Ω, p) =
m∑
i=1

sgnJf (xi). (2.1.6)

,� xi(1 � i � m) ��� f(x) = p � Ω ������.

� #.�����*, )/�� xi(1 � i � m), �� xi ��01 Ωi ⊂ Ω,


� f : Ωi �→ f(Ωi) ���+1. !!�# Ωi, 
� Ωi ⊂ Ω, Ωi ∩ Ωj = ∅(i �= j),

���/�� Ωi � Jf (x) 01�%. )� f(x) = p � D = Ω\
m⋃
i=1

Ωi �#�, !

τ0 = inf
x∈D

‖f(x)− p‖ > 0. �%'�� 2.1.1�% (i), (ii) ��� Φ, 
 r � τ0 �,

Φ(r) = 0. ��

deg(f, Ω, p)=
∫

Ω

Φ(‖f(x) − p||)Jf (x)dx =
m∑
i=1

∫
Ωi

Φ(‖f(x) − p||)Jf (x)dx

=
m∑
i=1

sgnJf (xi)
∫

Ωi

Φ(‖f(x) − p||)|Jf (x)|dx

=
m∑
i=1

sgnJf (xi)
∫
f(Ωi)

Φ(‖u − p||)du

=
m∑
i=1

sgnJf (xi)
∫
Rn

Φ(‖u − p||)du

=
m∑
i=1

sgnJf (xi).

"&.

&'�� 2.1.2,  p �∈ f(Nf ) �, deg(f, Ω, p) � �. ����"" p ∈
f(Nf ) �, deg(f, Ω, p) �� �. �$,
��$�.

�� 2.1.3 (Sard ��) � Ω � Rn ����, f : Ω �→ Rn � C1 	�, (
f(Nf ) � Rn �� Lebesgue 2��2.
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��$��""�32���, ,""��Æ-��#�, !43, �.4�
5��6(/0 [27].

�� 2.1.3 #�� 2.1.1 ���� deg(f, Ω, p) ��� �.

� &'�� 2.1.2 *, deg(f, Ω, p)  p ∈ Rn\(f(Nf ) ∪ f(∂Ω)) �� 2�
�. # (2.1.1)  *, deg(f, Ω, p) �� p ∈ Rn\f(∂Ω) ����. 3# Sard ��,

Rn\(f(Nf) ∪ f(∂Ω)) � Rn\f(∂Ω) �75, )$ deg(f, Ω, p)  p ∈ Rn\f(∂Ω) �
� 2��. "&.

�� 2.1.4 #�� 2.1.1 ���� deg(f, Ω, p) ����1%�Æ�!!
(i) 4)�: . p ∈ Ω, ( deg(I, Ω, p) = 1, �� I �-)2-;

(ii) +6�8�: � H : [0, 1] × Ω �→ Rn � C2 	�, ��)7� t ∈ [0, 1],

x ∈ ∂Ω, �� H(t, x) �= p, ( deg(H(t, ·), Ω, p) =9�, ∀0 � t � 1;

(iii) 81�*�!� Ω1, Ω2 ⊂ Ω � Rn ������, Ω1 ∩ Ω2 = ∅, ��)7
� x ∈ Ω\(Ω1 ∪ Ω2), �� f(x) �= p, (:�

deg(f, Ω, p) = deg(f, Ω1, p) + deg(f, Ω2, p);

(iv) 93�8�:deg(f, Ω, p) = deg(f − p, Ω, θ).

� (i) 4)�#�� 2.1.2 4%.

(ii) +6�8�!' τ1 = inf
t∈[0,1],x∈∂Ω

‖H(t, x)− p‖, ( τ1 > 0. ;�� 2.1.1 �%

 (i), (ii) "# Φ(,�# τ = τ1), (

deg(H(t, ·), Ω, p) =
∫

Ω

Φ(‖H(t, x) − p‖)JH(t,·)(x)dx. (2.1.7)

# (2.1.7)  * deg(H(t, ·), Ω, p) �� t ����. #� deg(H(t, ·), Ω, p) � 2
��, 4<� t ∈ [0, 1] ��9�.

(iii) 81�*���#�� 2.1.1 5+4% (��� 2.1.1 �# τ = inf{‖f(x)

−p‖ |x ∈ Ω\(Ω1 ∪ Ω2)}).
(iv) 93�8�#�� 2.1.1 5+4%. "&.

§2.1.2 Rn � Brouwer ���
����

��� 2.1.1 ���� f � C2 	�, ���=���6.

�
 2.1.2 � Ω � Rn ������, f ∈ C(Ω,Rn), p ∈ Rn\f(∂Ω), ��
ε = inf

x∈∂Ω
‖f(x) − p‖ > 0. # g ∈ C2(Ω,Rn) %'

sup
x∈Ω

‖f(x) − g(x)‖ < ε, (2.1.8)


