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学的基本概念和理论方法（包括新近发展的量子随机轨迹方法） ，其中包括

作者本人的研究结果 ．

本书内容大致分为两部份 ：一是有关光场和电子场（相对论性）的量子

化 ，光子的基本性质（如自旋 、宇称 、动量和角动量 、能量等） ，狄拉克方程的

物理内涵和正反电子对的概念 ，量子电动力学的基本方程组 ，洛伦兹条件问

题 ，散射算符和费曼图 ，原子对光子的吸收 ，电多极辐射和磁多极辐射 ，原子

在强光下的拉比振荡 ，共振荧光等 ；二是光场的相干态和挤压相干态 ，光场

的量子统计描述 ，光学测量与光场的相关函数 ，原子和光场与库的作用 ，耗
散与涨落的量子统计理论（主方程和量子朗之万方程） ，激光的量子理论等 ．

本书可作为光学专业 、物理专业和量子电子学专业研究生教材 ，也可供

从事激光理论 、非线性光学理论 、量子光学和量子电子学以及量子信息学理

论的专业人员参考 ．
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前 　 　 言

辐射和光场的量子统计理论是量子光学的理论基础 ．
量子光学是近代光学的重要组成部分 ，它是 ２０ 世纪中后期才发展起来的 ，距

今不过 ５０ 年 ．其创始标志是 Hanbury Brow n唱Twiss 关于光场强度相关性的实验和

对它的量子解释 ，以及对激光量子统计性的研究 ．众所周知 ，相位相关性显示了光

场的波动性质 ，而强度的相关性则显示出光子的量子统计性质 ．对激光的动力学

研究进一步发展了光场与原子相互作用的量子统计理论方法 ．
量子光学的研究对象正是光场的量子统计特性以及光场与物质相互作用的微

观过程 ，以探索新的特征量子光场（例如反群聚光场 ，光场的挤压态）和发展新的发

光器件 ．
量子光学与光学中其他分支如激光物理 ，信息光学和非线性光学等有着紧密

联系 ，例如 ：探讨新机制的激光器 ，发展量子信息学 ，从量子统计的深度来研究非线

性光学过程 ．其他如量子测量以及对量子力学基本理论的验证（通过量子光学来

进行有它的优越性）也是量子光学的内容 ．量子计算机的研究是目前国际上很受

重视的方向 ，但难度很大 ，其中也涉及许多量子光学范畴内的问题 ，目前正在进行

多方面的探索 ．最后想指出的是 ，过去光场与物质的相互作用主要是指光场与原

子分子的作用 ．现在又延伸到与半导体中的电子 、空穴以及激子的作用 ，派生出半

导体微腔量子电动力学（QED）这一分支 ．它发展出的微型光学器件 ，有可能在集

成光电路方面发挥重要作用 ．至于新开始研究的原子波学（将光子场替换成原子

场 ，通常又称为原子光学）也常是量子光学研究的范围 ，但已不是原来意义上的量

子光学领域 ．
以上情况表明 ：具有较深厚的辐射和光场量子统计理论基础 ，可能对培养 ２１

世纪的创新人才具有重要意义 ，正是在这种认识下 ，北京大学物理系决定为光学专

业开设这门必修课 ，选修此课的还有部分理论物理专业和电子学系的研究生 ．
本书内容大致分为两部分 ，一是有关光场和电子场的量子化 ① ，光子的基本性

质（如自旋 、宇称 、动量和角动量 、能量） ，狄拉克方程的物理内涵 ，量子电动力学的

① 考虑到以后量子光学过程可能会扩展到高能电子 ，本课中将采用相对论性的电子场 ．
其实对于重原子的内层电子 ，其束缚能的相对论修正已不小 ，达到了 １０ ％ 左右 ．原子物理中的
自旋 轨道耦合项 ，也需从相对论性理论来推导 ．更重要的是 ，不通过相对论性理论就得不出双
光子作用项 ，而此作用项对光子 原子散射过程极为重要 ．



基本方程组 ，对洛伦兹条件的处理 ，散射算符 ，费曼对正电子的处理和费曼图规则 ，
原子对光子的吸收 ，电多极辐射和磁多极辐射 ，原子和自由电子对光子的散射等

（原子的拉比振荡和共振荧光也可算在这一部分 ，但亦与第二部分相关） ．二是光

场的相干态与挤压相干态 ，光场的量子统计描述 ，光学测量与光场的相关函数 ，原
子和光场与库的作用 ，耗散与涨落的量子统计理论（主方程与量子朗之万方程） ，简
单激光系统的量子理论等 ．

由此可见 ，本书包括了量子电动力学基础和量子光学的基本概念和理论方法

（含新近发展的量子随机轨迹方法） ．正文后并有若干附录 ，其中包含了作者本人

与合作者的一些研究成果 ．
本书是作者在十多年来于北京大学讲授此课的讲稿的基础上写成的 ，具有教

材的性质 ，注重可读性 ，并特别着重于对基本概念的深入阐述 ．因此本书的第一部

分也可作为量子力学和量子场论的参考书 ．
在从讲稿写成书时 ，又补充了一些内容 ，其分量已超出教学的要求（文中用小

字号表示） ，有些章节作了较大的修改 ，几个附录完全是新加的（具有简介的性质 ，
不是按教材写的） ．学生在学本门课程以前 ，已经学过分析力学 、电动力学 、统计物

理和量子力学 ，这些都是本课的先备课程 ，其中电动力学和量子力学尤其重要 ．在

本书中 ，电磁单位采用高斯制 ．高斯单位制在理论物理中具有明显的优点 ，其中 ，
E ，B ，D 和 H 都具有相同的量纲 ，真空的介电常数和导磁系数都等于 １ ．高斯制中

有三个基本量纲 ，比国际单位制少 ，比自然单位制多（后者只有一个基本量纲） ，数
目比较适中 ．作者认为 ，学物理的人如果只知有国际单位制 ，不知其他 ，则犹如枟桃
花源记枠中的人“不知有汉 ，无论魏晋” ，连阅读国际科学文献都可能会遇到困难 ，是
很不合适的 ．

本课程主要参考书前后共计有 ：阿希叶泽尔和别列斯捷茨基枟量子电动力学枠
（有中译本和英译本） ；Louisell ：Quantum Statistical P roperties of Radiation ， Loud唱
on ：The Quantum Theory of Light （有中译本） ；Haken ：Light Vol１ ，２ ；Sangent Ⅲ ，
Scully and Lamb ：Laser Physics ；Haken ：Laser Theory ；Nussenzveig ：In troduction to
Quantum Optics ；Walls and Milburn ：Quantum Optics ；Carmichael ：An Open System
Approach to Quantum Optics ；Scully and Zubairy ：Quantum Optics ；Carmichael ：Sta唱
tistical Methods in Quantum Optics ；Master Equations and Fokker唱Plank Equations
等 ．

本书是作者枟理论物理三卷集枠之三 ，其一为枟电动力学枠 ，其二为枟量子规范场

论枠 ，这两本曾于 １９６１ 年和 １９９０ 年由人民教育出版社和高等教育出版社分别出

版 ，修定后将归入三卷集重新出版 ．
作者最初学习半导体物理 ，研究生毕业后分配到兰州大学任教 ，研究方向改成

基本粒子物理 ．１９５７ 年调回到北京大学物理系 ，仍继续这一方向 ．但 １９５８ 年后 ，

　 · ii · 　 辐射和光场的量子统计理论



正常科研工作受到极大干扰 ．再加上“科学革命” 、“三年困难” 、“下放劳动” 、“社教

四清”以及“文革”动乱 ，华年蹉跎而去（聊寄数语 ，是为青年读者共勉） ．２０ 世纪 ９０
年代初 ，转到量子光学方向 ，在此领域工作不过十年多 ，认识甚为有限 ．书中不当

和疏误之处在所难免 ．如蒙指正 ，不胜感谢 ．来信请寄北京大学物理学院 ．

曹昌祺

２００４ 年 ５ 月于密歇根湖畔

（时值在美国西北大学任访问教授）

前 　 言 　 · iii · 　



目 　 　 录

前言

第一章 　 电磁场的量子化 　 自由光子的状态 １… … … … … … … … … … … … … …
§ １ ．１ 　 对量子力学的简单概括 １… … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
§ １ ．２ 　 场的广义坐标和它的量子化 ８… … … … … … … … … … … … … … … … … …
§ １ ．３ 　 电磁场的量子化 　 吸收和发射算符 １４… … … … … … … … … … … … … … …
§ １ ．４ 　 光子的自旋 　 具有确定动量和螺度的自由光子态 ２４… … … … … … … … … …
§ １ ．５ 　 具有确定能量 、总角动量和宇称的自由光子态 ３２… … … … … … … … … … …

第二章 　 狄拉克方程 　 电子场的量子化 ４５… … … … … … … … … … … … … … … …
§ ２ ．１ 　 狄拉克方程和旋量波函数 ４６… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
§ ２ ．２ 　 动量和螺度确定的态函数 ５２… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
§ ２ ．３ 　 能量 、角动量和宇称确定的自由电子态 ５７… … … … … … … … … … … … … …
§ ２ ．４ 　 狄拉克方程的非相对论近似和它的物理内涵 ５９… … … … … … … … … … … …
§ ２ ．５ 　 电子场的量子化和负能级问题的最终解决 ６４… … … … … … … … … … … … …

第三章 　 量子电动力学的基本方程组 　 S 算符的协变微扰论 ７２… … … … … … …
§ ３ ．１ 　 电子场与电磁场的相互作用 　 量子电动力学的基本方程组 ７２… … … … … … …
§ ３ ．２ 　 作用图象和演化算符的微扰展开 ８４… … … … … … … … … … … … … … … …
§ ３ ．３ 　 S 算符（ S 矩阵）和它的约化 ９１… … … … … … … … … … … … … … … … … …
§ ３ ．４ 　 自由场的传播子 　 推迟格林函数和超前格林函数 ９９… … … … … … … … … …
§ ３ ．５ 　 S 矩阵元的计算和费曼图形表示 １０９… … … … … … … … … … … … … … … …

第四章 　 微扰论的应用 ——— 电磁跃迁 １２０… … … … … … … … … … … … … … … … …
§ ４ ．１ 　 原子对光子的吸收和辐射 １２０… … … … … … … … … … … … … … … … … …
§ ４ ．２ 　 电多极辐射和磁多极辐射 １３０… … … … … … … … … … … … … … … … … …
§ ４ ．３ 　 高速电子在库仑势中的轫致辐射 １４０… … … … … … … … … … … … … … … …
§ ４ ．４ 　 光子与自由电子的散射 １４６… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
§ ４ ．５ 　 光子在原子上的散射和双光子辐射 １５５… … … … … … … … … … … … … … …

第五章 　 量子光场的相干态 　 光场的量子统计描述 １６８… … … … … … … … … … …
§ ５ ．１ 　 光场的相位因子算符 １６８… … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
§ ５ ．２ 　 量子光场的相干态和它的基本性质 １７４… … … … … … … … … … … … … … …
§ ５ ．３ 　 光场态矢量按相干态的展开 　 相干态全纯表象 １８５… … … … … … … … … … …
§ ５ ．４ 　 量子混合态的统计描述 　 光场密度算符的全纯表示和 P 表示 １９０… … … … …



§ ５ ．５ 　 量子光场的分布函数与特征函数 ２０３… … … … … … … … … … … … … … … …
§ ５ ．６ 　 纯态经典电流的量子辐射场 　 半经典理论的近似性问题 ２１７… … … … … … …

第六章 　 原子与光场相互作用的过程 　 开放系统的主方程 ２２４… … … … … … … …
§ ６ ．１ 　 二能级原子的自发辐射过程 　 马尔可夫近似 ２２４… … … … … … … … … … …
§ ６ ．２ 　 单模光与原子的作用 　 拉比振荡和缀饰原子 ２３４… … … … … … … … … … …
§ ６ ．３ 　 强相干光激励下的共振荧光 ２４３… … … … … … … … … … … … … … … … …
§ ６ ．４ 　 二能级原子与热光场的作用 　 原子运动的主方程 ２５２… … … … … … … … … …
§ ６ ．５ 　 热光驱动下的单模腔场 　 量子主方程 　 福克尔 普朗克方程和随机微分方程

２６０… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
第七章 　 光学测量和光场相关函数 　 光场的挤压相干态 ２６８… … … … … … … … …

§ ７ ．１ 　 光场一阶相关函数和光强测量的量子理论 ２６８… … … … … … … … … … … …
§ ７ ．２ 　 HanburyBrown唱Tw iss 实验和高阶相关函数 ２７９… … … … … … … … … … … …
§ ７ ．３ 　 条件检测率 　 光子群聚及反群聚和光子计数问题 ２８７… … … … … … … … … …
倡 § ７ ．４ 　 等待时间分布 　 遍举多重检测和随机量子轨迹 ３０１… … … … … … … … … …
倡 § ７ ．５ 　 光场的正交挤压相干态 ３１０… … … … … … … … … … … … … … … … … … …
倡 § ７ ．６ 　 经典源与双光子的耦合 　 挤压相干态的生成 ３２４… … … … … … … … … … …

第八章 　 耗散与涨落的量子朗之万理论 　 简单的激光系统 ３３２… … … … … … … …
§ ８ ．１ 　 量子阻尼振子问题 　 耗散与涨落 ３３２… … … … … … … … … … … … … … … …
§ ８ ．２ 　 开放光学系统的量子朗之万方程 ３４２… … … … … … … … … … … … … … … …
§ ８ ．３ 　 浸渐近似 　 激光的量子速率方程 ３５４… … … … … … … … … … … … … … … …
§ ８ ．４ 　 激光的半经典理论 　 光子数的饱和 、阈值和稳恒态 ３６４… … … … … … … … …
§ ８ ．５ 　 激光稳恒态的涨落 　 功率谱与威纳 亨钦定理 ３７３… … … … … … … … … … …
§ ８ ．６ 　 激光涨落的功率谱 、谱线宽度和输出场的流强度 ３７９… … … … … … … … … …
§ ８ ．７ 　 原子束流与腔内场的作用 　 Scully唱Lamb 的激光模型 ３８９… … … … … … … … …

附录 ４００… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
A 　 耗散介质中爱因斯坦 A 系数的修正和谱线的附加宽度 ４００… … … … … … … … …
B 　 原子自发辐射的非马尔可夫理论 ４０８… … … … … … … … … … … … … … … … …
C 　 介质中原子自发辐射的局域场修正因子 ４１９… … … … … … … … … … … … … … …
D 　 原子集合的相干态和全纯表象 ４２５… … … … … … … … … … … … … … … … … …
E 　 半导体微腔 QED 　 激子的概念和局域激子的共振荧光 ４３２… … … … … … … … …
F 　 超辐射的基本概念 　 自由激子的超辐射 ４４１… … … … … … … … … … … … … … …
G 　 超辐射微激光器的随机量子轨迹理论 ４５８… … … … … … … … … … … … … … … …
H 　 规则注入原子对无阻尼腔内相干光场的挤压 ４６３… … … … … … … … … … … … …
I 　 Golubev唱Sokolov 主方程 　 生成函数的精确解 ４６８… … … … … … … … … … … … …
J 　 生成函数方法在阻尼腔中规则注入原子问题中的应用 ４７７… … … … … … … … … …

　 · vi · 　 辐射和光场的量子统计理论



第一章 　 电磁场的量子化 　 自由光子的状态

光的量子性是历史上奠定量子论的第一个基本事实 ．所谓光子就是指光场或

电磁场的量子 ．光子的动量和能量分别与电磁场的波矢量 k 和角频率 ω 成正比 ：
P ＝ 砽k ，E ＝ 砽ω ．除此而外光子还有角动量和宇称 ． 角动量包括自旋角动量和轨

道角动量 ，光子的自旋量子数为 １ ．相应地 ，宇称分为内禀宇称和轨道宇称 ，光子的

内禀宇称为 － １ ．
我们知道 ，自旋量子数为半整数的粒子（场量子）服从费米统计 ，因此这种粒子

统称为费米子 ，自旋为整数的粒子服从玻色统计 ，因而统称为玻色子 ．现在已知的

基本费米子分为轻子和夸克子两类 ，它们的自旋量子数都是 １桙２ ．在我们通常所熟

悉的粒子中 ，电子和中微子属于轻子 ，而质子 、中子和 π 介子等则是由夸克子构成

的复合粒子 ．至于现在已知的基本玻色子 ，除了人们熟悉的光子（它传递电磁作

用）以外 ，还有传递强作用的色胶子以及传递弱作用的 W ±
玻色子和 Z０

玻色子 ．它
们的自旋量子数都等于 １ ．

现代物理学认为 ，场是物质存在的基本形式 ，所有的粒子实际上都是场的量

子 ．场量子与量子力学中的粒子相比 ，并不完全相同 ，只有在非相对论近似下 ，才
能把两者拟合起来（参见第二章） ．对于光子 ，由于不存在非相对论近似 ，故光子在

任何情况下都不能看作是某种量子力学意义下的粒子 ．
在本章中 ，我们将讨论电磁场的量子化 ，并通过这种讨论来阐明光子的基本性

质和自由光子的一些重要状态 ．讨论将主要采用海森伯图象（ § １ ．１ 除外） ．

§ １ ．１ 　 对量子力学的简单概括

如上文所述 ，按照现代物理学的观点 ，量子理论的根本形式是量子场论 ．量子

力学基本上是在非相对论情况下它的一种近似形式 ：在非相对论情况 ，电子场的狄

拉克方程近似为薛定谔方程 ，场的量子化对应于薛定谔波函数的量子化即通常所

说的二次量子化 ，它等价于多体的量子力学 ．然而从历史上说 ，先建立起来的是量

子力学 ．在物理教学中也是先学习量子力学 ．因此在这一节中我们将从量子力学

出发 ，总结量子理论的一般特点 ，以便在此基础上建立量子场的理论 ．
什么是量子力学与经典力学的基本差别 ？ 只要学过初等量子力学的人都会知

道 ：
i） 在经典力学中 ，一个（无自旋）粒子的状态由它的坐标和动量（普通意义的



或广义的）的一组值 ，例如（ x１ ，x２ ，x３ ，p１ ，p２ ，p３ ）来确定 ，对应于相空间中的一个

点 ．该粒子的一切物理量均可表示为它们的函数 ．而在量子力学中 ，粒子的状态

则由一个波函数 φ（ x１ ，x２ ，x３ ）来确定 ，有关该粒子的一切可能的物理知识 ，都可

从该波函数得出 ．
ii） 在经典力学中 ，任一个力学量都是用一个普通数（称为 c 数）来表示 ，而在

量子力学中则是用一个运算在波函数上的算符（又称 q 数）来表示 ．
然而上述回答只说明了（在最简单的单粒子情况下）两者在数学表述上的差

别 ，并没有阐明这种差别的物理内涵 ．
首先要指出 ，量子力学中的波函数并不就是现实三维坐标空间中实质性的波

（在这一点上它与场不同 ，场是现实三维空间中实质性的波） ，这可从多粒子或刚体

（如多原子分子）的波函数即可看出 ．对双粒子体系 ，波函数为 φ（ x１ ，x２ ，x３ ，x′１ ，

x′２ ，x′３ ） ，它是六维空间中的函数 ．刚体的广义坐标则可取为其质心坐标（ xc
１ ，xc

２ ，

xc
３ ）和三个取向角（ θ１ ，θ２ ，θ３ ） ，其量子波函数为 φ（ xc

１ ，xc
２ ，xc

３ ，θ１ ，θ２ ，θ３ ） ，即刚体

位形空间中的函数 ．就是对单粒子而言 ，它的波函数也可用动量空间（或其他广义

空间）中的函数如 ψ（ p１ ，p２ ，p３ ）来表示 ．动量空间是一种作为数学表示手段的抽

象空间 ，并不是现实的三维空间 ．
那么量子力学波函数的本质意义是什么呢 ？ 应该说 ，它在本质上是状态叠加

表示中的系数 ，属粒子量子状态的一种数学表示 ．例为对单粒子 ，若用抽象代数符

号｜ A枛表示它的任意一个状态 ，用｜ x１ ，x２ ，x３ 枛和｜ p１ ，p２ ，p３ 枛分别表示具有确定

坐标（ x１ ，x２ ，x３ ）和确定动量（ p１ ，p２ ，p３ ）的状态 ，则根据状态叠加原理 ，｜ A枛可表

示为各个｜ x１ ，x２ ，x３ 枛态的叠加 ，也可表示为各个｜ p１ ，p２ ，p３ 枛态的叠加 ，而波函数

φ（ x１ ，x２ ，x３ ）和 ψ（ p１ ，p２ ，p３ ）就是相应叠加表示中的系数 ：

| A枛 ＝ ∫ φ（ x１ ，x２ ，x３ ） | x１ ，x２ ，x３ 枛d３ x ，

或

| A枛 ＝∫ ψ（ p１ ，p２ ，p３ ） | p１ ，p２ ，p３ 枛d３ p ．

　 　 要进一步说明上式的物理内涵 ，就要涉及量子力学中两个最主要的新概念 ，一
是与“测不准关系”相联系的概念 ，它表明在量子理论中并非所有力学量都可以同

时准确地测量 ，另一是“状态叠加”的概念 ，这也是经典理论中所没有的 ．力学量之

所以要用算符表示也同这些问题相关 ．
量子力学究竟在物理概念上与经典力学有哪些基本差别 ？ 它的理论框架是怎

样建立的 ？ 我们简单列举如下 ：
１） 在微观物理中 ，力学量的取值可能受到经典理论所没有的限制 ，例如角动
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量和原子的束缚能级就只能取某些特定的离散值 ．量子力学把一个力学量全部可

能取的值称作它的本征值 ．
２） 对于一个经典状态 ，所有的力学量的值都是确定的 ，而对于微观体系的量

子状态 ，不可能所有的力学量都具有确定的（测量）值 ．换句话说 ，对该态作某些力

学量的测量时 ，所得出的结果将具有随机性 ：它的各个本征值以一定概率出现 ．如

果某个力学量 M 在该态的值是确定的 ，则该态就称为力学量 M 的本征态 ，相应

的值 m 则称为该力学量的本征值 ．若干个可同时测准的力学量将具有共同的本

征态 ．
３） 量子力学认定 ：可同时测准的独立的力学量的最大数目等于该体系的自由

度 n ．此值比经典理论中的值少一半 ．在经典理论中 ，所有的力学量原则上都可测

准 ，但独立的数目为 ２ n ，可取为 n 个广义坐标和 n 个广义动量 ．其他力学量都可

表为它们的函数因而不是独立的 ．
在量子力学中 ，由 n 个可同时测准的独立力学量所构成的集合将称为力学量

的一个完全集合 ，如果它们的本征值集合能完全确定体系的一个状态 ，不再有简

并 ．按此标准 ，（ p１ ，p２ ，p２
３ ）就不构成单粒子力学量的完全集合 ．完全集合有不同

的选取方案 ，如（ x１ ，x２ ，x３ ） ，（ p１ ，p２ ，p３ ） ．

４） 状态的叠加 ，这是量子力学新引入的另一个基本概念 ．仍以单粒子为例 ，
对于能量 、角动量的平方和角动量的第 ３ 分量的本征态（以下简称“能量和角动量”
的本征态）｜ E ，l ，l３ 枛 ，当我们测这些力学量时 ，得出的值确定地等于 E ，l（ l ＋ １） 砽２

和 l３ 砽 ．但是当我们对该态测量动量时 ，结果具有随机性 ，可能出现各种 p１ ，p２ 和

p３ 的值 ．这一情况使得我们把状态｜ E ，l ，l３ 枛看作是各种动量本征态｜ p１ ，p２ ，p３ 枛

的叠加 ．值得强调的是 ，这并不意味着一个“能量和角动量”态“包含”各种动量的

子态 ．因为当我们对上述测量后出现的某个动量本征态再进行能量和角动量测

量 ，其结果并不一定就是原来的（ E ，l（ l ＋ １） 砽２ ，l３ 砽） ，而可能取其他的一系列值 ．

这就表明 ，当初的态｜ E ， l ， l３ 枛是由各种动量本征态以某种方式叠加而成的单纯

态 ，而任一个动量本征态又是各种“能量和角动量”态叠加而成的单纯态 ．为了强

调这一特性 ，我们常把这种叠加称作相干叠加 ，它不同于若干个状态的混合 ．或者

说 ，它不同于一个统计系综 ． 一个状态并可以多种方式表成其他状态的叠加 ，如
｜ E ，l ，l３ 枛又可表成各种坐标本征态｜ x１ ，x２ ，x３ 枛的叠加 ．

需要强调的是 ，只有同一个体系的状态才能叠加在一起 ，两个体系的状态是不

能叠加在一起的 ．
很显然 ，在经典力学中不存在这种状态叠加 ，经典波的叠加与量子状态叠加也

有着本质差别 ．对于经典波 ，叠加出来的波并不部分地处于原来各个波的状态 ，当
对叠加波的任何力学量进行测量时 ，都不会以一定概率显示原来各个波的值 ．
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以上四条都属于量子力学引入的新概念 ，其中第 ２ ，４ 条是对经典概念的根本

性变革 ．
５） 设 S 为体系力学量的一个完全集合 ，则它们全部的共同本征态｜ sj 枛将构成

体系状态的完备集（其中 sj 代表集合 S 的任一组本征值） ．于是体系的任何状态

｜ A枛都可表示为它们的叠加 ．在 j 取分立值的情况下 ，叠加式可表为

A枛 ＝ 钞
j
a（ sj ） sj 枛 ， （１ ．１ ．１）

a（ sj ）一般为复数 ，在｜ A枛和｜ sj 枛都归一的情况下 ，a（ sj ）称为概率幅 ，它的绝对值

平方 P（ sj ）等于“对状态｜ A枛进行力学量集合 S 的测量时 ，得出结果为 sj 的概

率” ．要特别指出的是 ，a（ sj ）不能简单地取成 P（ sj ）的平方根 ．否则 ，（举例来说）

当｜ E ，l ，l３ 枛表成各动量本征态｜ p１ ，p２ ，p３ 枛的叠加 ，而每个动量本征态又表成各

种能量角动量的叠加时 ，就不能还原到原来的｜ E ，l ，l３ 枛 ．引入复数的概率幅正是

叠加的相干性的体现 ，也显示出“量子叠加”与“混合”的区别 ．
两个相同状态如两个｜ sj０ 枛的叠加结果将为 c｜ sj０ 枛 ．在归一化后 ，与原态｜ sj０ 枛

最多差一个因子 ei θ ．而｜ si０ 枛与 e iθ ｜ sj０ 枛在物理上没有什么不同 ，因为对 S 测量的结

果未变 ．上述情况也反映量子状态的叠加与经典波叠加的差异 ．在经典力学中 ，
两个相同波叠加后 ，其能量和动量等物理量都与原波不同 ．

（１ ．１ ．１）式中的 a（ sj ）又称为｜ A枛在｜ sj 枛上的投影 ，并记作枙 sj ｜ A枛 ．若 a（ sj ） ＝ ０

则称｜ A枛与｜ sj 枛正交 ，代表对态｜ A枛进行 S 的测量时 ，得出测量值为 sj 的概率为

零 ．显然 ，集合 S 的两个不同本征态｜ si 枛和｜ sj 枛是正交的 ．因而 S 的本征态集合构

成体系状态的正交完备集 ．利用｜ sj 枛的正交归一性 ，不难验证（１ ．１ ．１）式左方的

｜ A枛确是归一的 ．
量子状态的上述性质使它类似于矢量 ，因而量子态的数学表示被称为态矢量

（抽象代数意义下的矢量） ．全部态矢量｜ sj 枛的集合构成态矢量空间（无穷维）中的

一组基矢 ．“系数集合” a（ sj ）称为状态在 S 表象中的表示 ．对于单粒子（在不改变

其自旋时） ，状态在坐标表象中的表示就是通常所谓的波函数 φ（ x１ ，x２ ，x３ ） ．由

此可见 ，量子波函数的本质意义是与状态的叠加性相联系的 ① ．
６） 关于表示系数的相因子 ．如上所述 ，（１ ．１ ．１）式中｜ A枛的表示系数 a（ sj ）的

绝对值由概率 P（ sj ）确定 ，因而具有客观性 ．至于各个 a（ sj ）的相位因子 ei θ j ，则情

况与｜ a（ sj ）｜不同 ，它们既含有客观性因素又含有约定性因素 ．这是因为作为基矢
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① 以上讨论表明 ，早期的提法“微观粒子具有波粒二象性”并不妥当 ． 因为它把 “波”和
“粒”各作一象并提 ，暗含着“波”是现实三维空间中的实体波 ．我们在第 ２ 页还曾指出 ：对于刚

体（如多原子分子） ，波函数为 φ（ xc
１ ，xc

２ ，xc
３ ，θ１ ，θ２ ，θ３ ） ，并不就是三维空间坐标的函数 ．



的｜ sj 枛乘上任一个相位因子 ei Θ j 后仍代表同一状态（为前所述 ，它仍为力学量集合

S 的“本征值为 sj 的”本征态 ，而且仍是归一的） ，于是当用｜ sj 枛′ ≡ ei Θ j ｜ sj 枛来代替

｜ sj 枛作基矢进行展开时 ，原来的系数 a（ sj ）即变换成 a′（ sj ） ＝ a（ sj ）e － i Θ j ． 新的

a′（ sj ）同样是状态｜ A枛在 S 表象中的表示 ．这表明状态表示中的位相因子含有约

定性因素 ．但是两个态｜ A枛和｜ B枛在基矢｜ sj 枛上的投影 a（ sj ）和 b（ sj ）之间的位相

差在上述变换下保持不变 ．这个结果是必须的 ，因上述位相差具有客观性意义 ：在
｜ A枛和｜ B枛的叠加态中测出 S 的本征值为 sj 的概率就与上述位相差的取值有关 ．

７） 关于力学量的数学表示 ．定义线性算符 M
∧

如下 ：它作用到力学量 M 的本

征态｜ mj 枛上的结果即定义为 mj ｜ mj 枛 ，而作用到任意状态｜ A枛上时 ，要先将｜ A枛按
｜ mj 枛展开 ，再按上面的定义作用到展开的各项上 ． 例如当 ｜ A 枛 ＝ 钞

j
aj ｜ mj 枛时 ，

M
∧

｜ A枛 ＝ 钞 aj mj ｜ mj 枛 ． 根据这一定义 ，力学量 M 在任意态 ｜ A 枛中的期望值

钞
j
｜ aj ｜２ mj 就可表示成枙 A｜ M

∧

｜ A枛 ．而且 M 的任意函数 f（ M）在状态｜ A枛中的期

望值就等 于 枙 A ｜ f （ M
∧

） ｜ A 枛 ［ f （ M
∧

） 作 用 到 ｜ mj 枛 上 的 结果 ，按 定义 就 是

f（ mj ）｜ mj 枛］ ．在上述意义下 ，算符 M
∧

成为力学量 M 的数学表示 ．

我们看到 ，在量子力学中力学量之所以要用算符表示是与前面所阐述的第 ２ ，
４ 点相关 ．在经典力学中 ，由于各力学量在所有可能的状态中都具有确定值 ，也不

存在状态的叠加 ，故力学量只需用普通数（ c 数）表示即可 ．
力学量算符像态矢量一样可以用不同表象来表示 ．算符 M

∧

在它自己的表象中

的表示矩阵是对角的 ，即 Mj k ＝ 枙 mj ｜ M
∧

｜ mk 枛 ＝ δj k mj ．在其他表象中则有非对角

元 ，如在 S 表象中 Ms
j k ＝ 枙 sj ｜ M

∧

｜ sk 枛一般不为零 ．当我们将基矢｜ sj 枛乘上任意相因

子即用｜ sj 枛′ ＝ ei Θ j ｜ sj 枛来代替｜ sj 枛时 ，Ms
j k 将相应地变为 Ms′j k ＝ Ms

j k e － i（ Θ j － Θ k ） ．这表

明非对角元的相因子同样含有约定性因素 ，情况与态矢量相应 ．
８） 根据 ５） ～ ７）的讨论 ，可以得出 ：两个“可同时测准”的力学量所对应的算符

是可以对易的 ．对于任意两个力学量 L
∧

１ 和 L
∧

２ ，如令 δ
∧

≡ １i （ L
∧

１ L
∧

２ － L
∧

２ L
∧

１ ） ，则在

任意态中 ，L
∧

１ 和 L
∧

２ 测量值的均方差将满足下述测不准关系 ：

Δ L１ Δ L ２ ≥ １
２ | 枙 δ

∧

枛 | ， （１ ．１ ．２）

其中 Δ L 代表（枙 L
∧

２ 枛 － 枙 L
∧

枛２ ）
１
２ ，称为算符 L

∧

在该态中的测不准度 ，枙 δ
∧

枛代表 δ
∧

在该

态中的期望值 ． L
∧

１ L
∧

２ － L
∧

２ L
∧

１ 称作两算符的对易子并记作［ L
∧

１ L
∧

２ ］ ．在 δ
∧

的定义

中将对易子除以 i 是使 δ
∧

成为厄米算符 ．
在体系的力学量可表为广义坐标算符 q

∧

j 和广义动量算符 p
∧

j 的代数函数情况

下 ，只要知道 q
∧

j 和 p
∧

k 之间的对易子就可确定这些力学量之间的对易子 ，例如
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［ p
∧ ２

k ，q
∧

j ］ ＝ p
∧

k ［ p
∧

k ，q
∧

j ］ ＋ ［ p
∧

k ， q
∧

j ］ p
∧

k ．量子理论的基本假设是（指在薛定谔图象

中 ．若取海森伯图象 ，则应为等时对易子）

［ q
∧

j ，p
∧

k ］ ＝ i 砽δj k ，　 ［ q
∧

j ，q
∧

k ］ ＝ ［ p
∧

j ，p
∧

k ］ ＝ ０ ． （１ ．１ ．３）

这就是说在不同自由度之间 ，q
∧

与 p
∧

是可对易的（从而不同自由度的任何力学量算

符都是可对易的） ，只有同一自由度的 q∧与 p∧才不可对易 ，即不可同时完全测准 ．相
应的测不准度关系为

Δ qj Δ pj ≥ １
２ 砽 ． （１ ．１ ．４）

（１ ．１ ．３）式通常称作量子化条件 ．对于单粒子系 ，上述基本假设（即量子化条件）的
物理基础就是德布罗意关系 p ＝ 砽k（以及平面波的表式要用 ei k · x 的形式而不是

sin（ k· x ＋ θ）的形式 ．原因是 ：这时电子在空间各点的概率密度是均匀的） ．这样 ，

在 x 表象 p∧ i 的表示就是 － i 砽 抄
抄 xj

，以使（１ ．１ ．３）式成立 ．狄拉克从另一角度普遍

地论证了这一基本假设 ．他引入量子泊松括号｛ L
∧

，M
∧

｝ Q ．要求它与经典的泊松括

号满足相同的交换 、分配和结合等规则 ，由此即得出｛ L
∧

，M
∧

｝ Q 与
１
i （ L

∧

M
∧

－ M
∧

L
∧

）

成正比 ．比例系数为一普适常数并具有［作用量］ － １ 的量纲 ，因而与普朗克常数成

反比 ．将它记作 砽 － １ ，并称 砽 为约化的普朗克常数 ．狄拉克再假定 q 与 p 之间的

量子泊松括号与经典泊松括号的值相等 ，这样就得出（１ ．１ ．３）式及 砽 ＝ h桙２π ．
物理学中所引入的物理量原则上都是从守恒律定出来的 ，否则引入的量就没

有什么意义 ．而守恒律又与物理规律具有的对称性相联系 ：动量（指平动量）守恒

来自空间坐标架平移对称性 ，能量守恒来自时间原点平移的对称性 ．角动量守恒

来自空间坐标架转动对称性 ．在量子理论中 ，情况也一样 ，并且还引入宇称这个新

物理量 ，其守恒与空间坐标架的反射对称性（即从右手坐标系变成左手坐标系）相
联系 ．对于角动量守恒和能量守恒 ，有时也简单地通过它们的经典表达式 ，将其中

动量换成算符来给出 ．
９） 在薛定谔图象中 ，状态随时间的变化可由德布罗意另一关系式 E ＝ 砽ω 来

确定 ．对能量本征态于是有 ①

| t枛 ＝ | t０ 枛e－ i
砽 E （ t － t

０
） ． （１ ．１ ．５）

对任意态 ，可先将｜ t０ 枛按能量算符 H
∧

的本征态｜ Ej 枛来展开 ，再按上式确定每项随时

间的变化 ．这样 ，若

| t０ 枛 ＝ 钞
j
a（ Ej ） | Ej 枛 ，
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则有

| t枛 ＝ 钞
j
a（ Ej ）e－ i

砽 E j（ t － t
０
） | Ej 枛 ．

两边对 t 微商即得

i 砽 抄
抄 t | t枛 ＝ 钞

j
E j a（ Ej ）e－ i

砽 E j （ t － t
０
） | Ej 枛 ＝ H

∧ | t枛 ， （１ ．１ ．６）

这就是薛定谔方程 ．它是时间的一阶方程 ，而且是一个线性方程因此状态之间的

叠加关系并不随时间而改变 ．
薛定谔方程虽然表明状态随时间连续地变化 ，但它并不与量子跃迁的概念相

矛盾 ．将此两者统一起来的关键就是状态叠加原理 ．例如若

| t枛 ＝ 钞
j
aj （ t） | mj 枛 ，　 　 aj （０） ＝ δj０ ，

其中｜ mj 枛为一组正交归一的完备态集合 ．则当 t ＝ ０ 时 ，体系完全处于｜ m０ 枛态 ，而

当 t ＝ ε（ε 为任意正值小量）时 ，就会出现从｜ m０ 枛到｜ mj 枛 j ≠ ０ 态的跃迁 ，只是跃迁的

概率为相应的小量 ．在这里 ，状态｜ t枛随时间的连续变化只是表明跃迁到｜ mj 枛的

概率幅是连续变化的 ．
由于量子力学课程中通常采用薛定谔图象 ，下面将对读者较不熟悉的海森伯

图象作一些说明 ．
１０） 在海森伯图象中 ，态矢量与 t 无关 ．这时体系的每个态矢量｜ s枛可视为标

志它的一个运动过程 ．该态矢量可通过该过程在初始时或其他某个时刻的状况来

描述 ．例如“在给定力场中运动”的单粒子 ，可用｜ x０ ，t０ 枛来标志这样一个过程 ，即

t ＝ t０ 时粒子具有确定的位置 x０ ．因此在海森伯图象中态矢量的作用相当于给出

某种“初”条件 ，而体系的运动体现在力学量算符随时间的变化上（好比经典物理中

力学量随时间变化） ，任意 t 时刻的算符要作用到态矢量上 ，先要通过运动方程将

它用 t０ 时刻的算符表示出来 ，然后再对态矢量作用 ．

在海森伯图象中 ，状态之间同样存在叠加关系 ．而量子化条件（１ ．１ ．３）应写成

等时的对易关系 ，即为

［ q
∧

j （ t） ， p
∧

k （ t）］ ＝ i 砽δj k ，　 ［ q
∧

j （ t） ，q
∧

k （ t）］ ＝ ［ p
∧

j （ t） ， p
∧

k （ t）］ ＝ ０ ．　 （１ ．１ ．７）

注意当 t′ ≠ t 时 ，［ q
∧

j （ t） ，q
∧

k （ t′）］和［ p
∧

j （ t） ，p
∧

k （ t′）］一般都不等于零 ，即使 j ≠ k ．
如果两个算符的时间不同 ，可通过运动方程将它们化成同一时刻的算符再应

用［ A
∧

，B
∧

１ B
∧

２ ］ ＝ ［ A
∧

，B
∧

１ ］ B
∧

２ ＋ B
∧

１ ［ A
∧

，B
∧

２ ］等关系来求其对易关系 ．算符满足的运

动方程为

i 砽 dd t L
∧

（ t） ＝ ［ L
∧

（ t） ，H
∧

］ ． （１ ．１ ．８）

（１ ．１ ．８）式可通过海森伯图象与薛定谔图象间的变换 ，由薛定谔图象中的运动方程
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导出 ，因此它的实验基础仍是关系式 E ＝ 砽ω ．
另外 ，（１ ．１ ．７）和（１ ．１ ．８）式可以写成量子泊松括号形式 ．两个算符 A

∧

，B
∧

的量

子泊松符号｛ A
∧

，B
∧

｝ Q 定义即为［ A
∧

，B
∧

］ ．于是有

｛ q
∧

j （ t） ，p
∧

k （ t）｝ Q ＝ δj k ，　 ｛ q
∧

j （ t） ，q
∧

k （ t）｝ Q ＝ ｛ p
∧

j （ t） ，p
∧

k （ t）｝ Q ＝ ０ ，

（１ ．１ ．９）

和

d
d t L

∧

（ t） ＝ ｛ L
∧

（ t） ，H
∧

｝ Q ． （１ ．１ ．１０）

它们与经典力学中的方程形式相同 ．
以上十个基本点从一般的角度概括了量子力学的物理内涵和它的理论构架 ，

进行这种抽象概括的目的是为了对场进行量子化 ，以在经典场论的基础上建立量

子场论 ．

§ １ ．２ 　 场的广义坐标和它的量子化

从经典的拉格朗日 哈密顿理论体系来看 ，场（指有经典意义的场 ，如标量场 、
矢量场和张量场等）与粒子系的主要差别是自由度数的差别 ．质点系的自由度数

是有限的 ，而场的自由度数则是无限的（参见下文说明） ．在经典理论中 ，对于自由

度数为 n 的粒子系 ，它在某个时刻的运动状态可由 ２ n 个数来表示 ，它们可取为 n
个广义坐标 qj 和 n 个广义动量 pj （ j ＝ １ ，２ ，… ，n） ，当然这 ２ n 个数也可取作广义

坐标和相应的广义速度 痹qj ．场的情况则不同 ，它的运动状态要用若干个场函数来

表示 ．下面先来看标量场 φ（ x１ ，x２ ，x ３ ）的情况 ，然后再转到电磁场的问题上来 ．

1 ．标量场的广义坐标和广义动量 　 标量场的量子化

在经典理论中 ，标量场在某个时刻的状态要用两个函数 φ（ x１ ， x２ ，x ３ ）和

痹φ（ x１ ，x２ ，x３ ）来描述 ． φ 和 痹φ 分别对应于粒子系的广义坐标 q 和广义速度 痹q ，

（ x１ ，x２ ，x３ ）对应于自由度指标 j ． 换句话说 ，空间每一点 ，对应于场的一个自由

度 ．该点的场值 φ 代表场的一个 “广义坐标” ，该点的 痹φ 代表场的一个 “广义速

度” ．
但量子化理论所需要的是正则动量 ．与广义坐标 φ（ x ，t）对应的正则动量可

通过场的拉格朗日量 L（ t）来确定 ，而 L（ t）可表成场的拉格朗日函数（也就是拉

格朗日量密度）L（ x ，t）的体积分形式

L（ t） ＝∫L（ x ，t）d３ x ． （１ ．２ ．１）

·８· 辐射和光场的量子统计理论



L对 x 和 t 的依赖是通过 φ（ x ，t）来体现的 ，即

L（ x ，t） ＝ L（ φ（ x ，t） ， Δφ（ x ，t） ，痹φ（ x ，t）） ． （１ ．２ ．２）

与 φ（ x ，t）共轭的正则动量函数 π（ x ，t）的定义为

π（ x ，t） ＝
抄L（ φ（ x ，t） ， Δφ（ x ，t） ，痹φ（ x ，t））

抄 痹φ（ x ，t）
， （１ ．２ ．３）

即拉格朗日量密度L对“广义速度”的偏微商 ．自由标量场满足的方程为克莱因

戈登方程

Δ２ － １
c２

抄２

抄 t２ － κ２
φ（ x ，t） ＝ ０ ， （１ ．２ ．４）

写成协变形式即为抄２ φ
抄 x２

μ
－ κ２ φ ＝ ０ ，其中 κ 为量纲等于 L － １

的参量 ．相应的标量场

的拉格朗日量密度L应为

L ＝ １
２ － （ Δφ）２ ＋ １

c２
抄 φ
抄 t

２

－ κ２ φ２
＝ － １

２
抄 φ
抄 xμ

抄 φ
抄 xμ

－ １
２ κ２ φ２ ，

（１ ．２ ．５）

因为将它代入拉格朗日方程

抄
抄 x μ

抄L
抄

抄 φ
抄 x μ

＝ 抄L
抄 φ （１ ．２ ．６）

中 ，正好化出场方程（１ ．２ ．４）（参见电动力学书 ：注意 ，在上式的计算中 抄 φ
抄 x μ

和 φ 都

要看成独立变量） ．
有了（１ ．２ ．５）式 ，将它代入（１ ．２ ．３）式右方得

π（ x ，t） ＝ １
c２

抄 φ（ x ，t）
抄 t ， （１ ．２ ．７）

即 π 与“广义速度”成正比 ．场的哈密顿量为

H ＝∫H（ π ，φ ， Δφ）d３ x ， （１ ．２ ．８）

其中

H ＝ π痹φ － L （１ ．２ ．９）

称为哈密顿量密度 ．通常H要用 φ ， Δφ 和 π 来表示 ，将（１ ．２ ．９）式右方所含的 痹φ 用

c２ π 代替 ，即得出

H ＝ １
２ ［ c２ π２ ＋ （ Δφ）２ ＋ x２ φ２ ］ ． （１ ．２ ．１０）
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场的哈密顿方程可由H求出 ：

痹φ（ x ，t） ＝ 抄H（ x ，t）
抄 π（ x ，t） ＝ c２ π（ x ，t） ， （１ ．２ ．１１）

及

痹π（ x ，t） ＝ － 抄H（ x ，t）
抄 φ（ x ，t） ＋ 抄

抄 xi

抄H（ x ，t）
抄

抄 φ（ x ，t）
抄 xi

． （１ ．２ ．１２a）

值得注意的是H中真正的独立变量只有两个即 φ（代表广义坐标）和 π（代表广义

动量） ， Δφ 不过是广义坐标随自由度 x 的变化率 ，因此 H中含 φ 的项不仅是

（１ ．２ ．１０）式中的第三项还有第二项 ． （１ ．２ ．１２a）式右方就是这两项的贡献 ． 将

（１ ．２ ．１０）式代入（１ ．２ ．１２a）式后 ，即得

痹π（ x ，t） ＝ Δ２φ（ x ，t） － κ２ φ（ x ，t） ． （１ ．２ ．１２b）
不难看出哈密顿方程（１ ．２ ．１２b）与拉格朗日方程（１ ．２ ．４）一致 ．

下面来对标量场进行量子化 ．这时 ，场的广义坐标和与之共轭的广义动量都

变成了算符 ．再将上节（１ ．１ ．７）式推广应用到此系统 ，即得出

［ φ
∧

（ x ，t） ，π
∧

（ x′ ，t）］ ＝ i 砽δ（ x － x′） ，

［ φ
∧

（ x ，t） ，φ
∧

（ x′ ，t）］ ＝ ［ π
∧

（ x ，t） ，π
∧

（ x′ ，t）］ ＝ ０ ． （１ ．２ ．１３）

此即海森伯图象中标量场的量子化条件 ．在自由标量场情况 φ
∧

（ x ，t）和 π
∧

（ x ，t）满
足的方程与（１ ．２ ．１１）和（１ ．２ ．１２b）形式相同 ． φ

∧

（ x ， t）并满足像（１ ．２ ．４）式一样的

克莱因 戈登方程 ．任意场算符满足的运动方程为

i 砽 d
d t θ

∧

（ t） ＝ ［ θ
∧

（ t） ，H
∧

］ ． （１ ．２ ．１４）

量子化条件（１ ．２ ．１３）和运动方程（１ ．２ ．１４）就构成标量场量子方程的基本方程组 ．
由于在本课程中并不需要用到量子标量场 ，因此不再对它作进一步的讨论 ．

下面将转到电磁场的情况 ．

2 ．经典电磁场的独立动力学变量

电磁场属于规范场的一类 ，与标量场相比 ，它有一些复杂的情况 ．我们先就经

典电磁场进行讨论 ．
在经典的牛顿方程中 ，电磁场对带电粒子的作用以洛伦兹力的形式出现 ．洛

伦兹力只与电磁场的场强有关 ．另外 ，电磁场的能量和动量等物理量也可以用场

强表示出来 ，这就使得在很长一段时间内 ，人们认为具有物理意义的场量就是场强

E 和 B ，矢势 A 和标势 A０ 只是一种辅助的数学工具 ，特别是在一般的动态情况 ，

它们的值不是唯一确定的（不是可测量的量） ．通过规范变换改变后的值与原来的

值对应于同一场强分布 ．
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在量子力学中 ，情况有所不同 ．尽管 A 和 A０ 的取值仍由于规范变换而不唯

一确定 ，但它独立于场强的物理效应却可显示出来 ．这是因为在量子力学中电磁

场的作用不仅影响带电粒子波包的整体运动 ，还影响其中波函数位相变化 ．Bohm唱
Aharanov 效应就是一个例子 ．它表明在电子波的双缝干涉实验中 ，即使在电子波

经历的全部区域内都不存在磁场强度 B ，但有无矢势 A 的存在 ，干涉条纹将不同 ．
按上所述 ，描述电磁场的场变量应取为电磁势 A 和 A０ ，它们合起来可写成

A μ （ x ，t） ，μ ＝ １ ，２ ，３ ，４ ，其中 A４ ＝ i A０ ．这样电磁场的自由度将不仅由 x 来标志 ，

还要用 μ 来标志 ．后者称为内部自由度 ．但在下面的讨论中我们将指明 ，由于规

范任意性和电磁场运动方程的特点 ，电磁场的内部自由度实际不是 ４ ，而是 ２ ．
我们先来确定电磁场的拉格朗日函数L．
本书将采用高斯单位制 ．在此单位制中 ，场强 E 和 B 满足的麦克斯韦方程为

Δ× E ＋ １
c

抄
抄 tB ＝ ０ ，　 　 Δ· E ＝ ４πρ ，

Δ× B － １
c

抄
抄 tE ＝ ４π

c J ，　 Δ· B ＝ ０ ． （１ ．２ ．１５）

电磁势与场强的关系为

E ＝ － ΔA０ － １
c

抄
抄 tA ，　 B ＝ Δ× A ． （１ ．２ ．１６）

方程（１ ．２ ．１５）的协变形式是

抄
抄 x μ

Fμ ν ＝ － ４π
c Jν ， （１ ．２ ．１７）

其中 Fμ ν 代表场强张量的分量 ：

Fμ ν ＝
抄 Aν

抄 x μ
－
抄 A μ

抄 xν
． （１ ．２ ．１８）

　 　 在 Jμ 给定的情况下 ，电磁场的拉格朗日函数 L可取成

L ＝ １
８π（ E２ － B２ ） ＋ １

c A μ Jμ ＝ － １
１６π Fμ ν Fμ ν ＋ １

c A μ Jμ ， （１ ．２ ．１９）

因为将它代入电磁场的拉格朗日方程

抄
抄 xν

抄L

抄
抄 A μ

抄 xν

＝ 抄L
抄 Aμ

， （１ ．２ ．２０）

就得出（１ ．２ ．１８）式 ．
仿照标量场的情况 ，与场量 Aμ 共轭的正则动量场应为

πμ ＝ 抄L
抄 抄 Aμ

抄 t
． （１ ．２ ．２１）
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将（１ ．２ ．１９）式代入后得到

πj ＝ １
４π c

抄 A ０

抄 x j
＋ １

c
抄 Aj

抄 t ＝ － １
４π cEj ，　 j ＝ １ ，２ ，３ ，

π４ ＝ ０ ． （１ ．２ ．２２）

　 　 此式表明场强 E 与电磁场的广义动量成正比 ．至于场强 B 由于同矢势 A 对

空间坐标（它代表场的自由度）的微商相关 ，从而与“电磁场的广义坐标”相联系（对
空间坐标微商 ，只涉及场的不同广义坐标间的差值） ．

由（１ ．２ ．２２）式可见 ，第 ４ 个内部自由度的正则动量场恒为零 ．不仅如此 ，前三

个 πj 之间还存在一个约束关系

抄 πj

抄 x j
＝ － １

４π c Δ· E ＝ － １
c ρ ． （１ ．２ ．２３）

对于电磁场来说 ，电荷密度 ρ 代表外源 ，从而三个 π j 并非都是独立的动力学变量 ．

如果把 π 分解成横场部分 πT 和纵场部分 π L ，那么 π L 将完全由 ρ 确定（ Δ· π L ＝

－ １
c ρ ， Δ· πL ＝ ０） ，于是只有 πT 是独立的动力学变量 ． 下面我们还将说明在 A μ

的四个分量中 ，AL 可通过规范变换消去 ，随之 A ４ 也由 ρ 确定 ．这就表明真正独

立的电磁场动力学变量只是 AT 和与它共轭的 πT ，即电磁场实际的“内部自由度”

只等于 ２ ．
由于 Δψ 为纵场 ，故规范变换

A′ ＝ A ＋ Δψ ，　 A′０ ＝ A０ － １
c
抄 ψ
抄 t （１ ．２ ．２４）

只改变 AL 而不影响 AT ．我们并可选择适当的 ψ 使 AL 消去 ，这样矢势 A 中就只

剩下横场 ，满足横场条件

Δ· A ＝ ０ ． （１ ．２ ．２５）

这一规范称为库仑规范（见后）或横场规范 ．（１ ．２ ．２５）式就是它的规范条件 ．
为了考察库仑规范中的标势 A ０ ，我们先写出 A 和 A０ 所满足的方程 ． 将

（１ ．２ ．１６）式代入麦克斯韦方程组后 ，除去两个恒等式就只剩下

Δ２A － Δ（ Δ· A） － １
c

抄
抄 t ΔA０ － １

c２
抄２ A
抄 t２ ＝ － ４π

c J ，

Δ２A０ ＋ １
c

抄
抄 t（ Δ· A） ＝ － ４π ρ ． （１ ．２ ．２６）

此式是对任意规范都成立的 ．在库仑规范条件（１ ．２ ．２５）成立的情况下 ，（１ ．２ ．２６）

式化为
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Δ２A － １
c２

抄２ A
抄 t２ ＝ － ４π

c J － １
４π

抄
抄 t Δ A０ ，

Δ２A０ ＝ － ４πρ ． （１ ．２ ．２７）

（１ ．２ ．２７）第二式的解即为瞬时库仑势

A ０ （ x ，t） ＝∫ ρ（ x′ ，t）
r d３ x′ ． （１ ．２ ．２８）

此式表明 ，标势 A０ （ x ，t）完全由同时刻的电荷分布确定 ，因而不再代表场的动力

学变量 ．这一结果表明 ，在没有电荷时 ，消去矢势中的纵场部分 AL ，也就同时消去

了标势 A０ ．另外 ，（１ ．２ ．２８）式还表明（１ ．２ ．２７）第一式右方实际只与电荷和电流有

关 ．
下面来求（１ ．２ ．２７）第一式右方的散度 ：

Δ· J － １
４π

抄
抄 t ΔA ０ ＝ Δ· J － １

４π
抄
抄 t（ Δ２A ０ ） ＝ Δ· J ＋ 抄 ρ

抄 t ．

在最后一个等式中我们利用了（１ ．２ ．２７）第二式 ．根据电荷守恒定律 ，上式右方等

于零 ．这表明 J － １
４π

抄
抄 t ΔA０ 为横场 ．换句话说 ，J 中的纵场部分可通过减去库仑

规范中的 １
４π

抄
抄 t ΔA ０ ＝ － １

４π∫
痹ρ（ x′ ，t） r

r３ d３ x′ 而消去 ．于是库仑规范中的矢势满足

的方程可写作

Δ２A － １
c

抄２

抄 t２ A ＝ － ４π
c JT ． （１ ．２ ．２９）

　 　 （１ ．２ ．２９）式与泊松方程［（１ ．２ ．２７）第二式］不同 ，它是波动方程 ，A 的解不完

全由 JT 和 A 的边条件决定 ，还要看 A 的初条件 ． 即使在全空间 JT 恒为零 ，

（１ ．２ ．２９）式的解也并不就等于零而是自由的电磁波 ． 存在电流时 ，电磁波的分布

和演化将受到影响 ，也就是说受到电流的作用 ．

在电动力学中 ，我们曾得到电磁能量 Ue ．m 的表达式为 １
８π∫（ E２ ＋ B２ ）d３ x ．利

用 EL 可表成（ － A０ ）的梯度 ，可得

∫ ET · EL d３ x ＝ －∫ Δ· （ A０ ET ）d３ x ＋∫ A０ Δ· ET d３ x ＝ ０ ．

因散度在全空间的体积分可化成在无穷远面上的面积分从而等于零 ． 另外 ，在库

仑规范中∫ E２
L d３ x ＝ －∫ ΔA０ · EL d３ x ＝ ４π∫ A０ ρd３ x ，于是即化出

U e ．m ＝ １
８π∫（ E２

T ＋ B２ ）d３ x ＋ １
２∫ A０ ρd３ x ． （１ ．２ ．３０）
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上式右方第一项只与 AT 有关（在库仑规范中 A T 也就是整个 A） ，而 AT 又是场的

动力学变量 ，故该项可解释为电磁场的能量 ．上式右方第二项则应代表电磁场与

带电体的相互作用能 ． 当 A０ 用 （１ ．２ ．２８）式代入后 ，此项即化成瞬时库仑能

１
２∫d３ x∫d３ x′ ρ（ x ，t） ρ（ x′ ，t）

r 的形式 ．

通过以上讨论我们看到 ：在 Aμ 的诸分量中 ，只有规范不变的 AT 才是电磁场

的动力学变量 ．库仑规范最直接地显示出这一点 ，但可惜的是该规范不是协变的

规范 ．

3 ．关于电磁场量子化的问题

如果 A 和 E 的三个直角分量都代表场的动力学变量 ，那么量子化条件就很简

单 ，在将它们都转化成算符后 ，在海森伯图象中即为

［ A
∧

j （ x ，t） ，π
∧

l （ x′ ，t）］ ＝ － １
４π c［ A

∧

j （ x ，t） ，E
∧

l （ x′ ，t）］ ＝ i 砽δj l δ（ x － x′） ，

［ A
∧

j （ x ，t） ，A
∧

l （ x′ ，t）］ ＝ ［ π
∧

j （ x ，t） ，π
∧

l （ x′ ，t）］ ＝ ０ ，

但如上面讨论所指出的 ，只是 A T 和 πT 才是场的独立动力学变量 ，而 AT 的三个

直角分量并不互相独立而是由横波条件（１ ．２ ．２５）互相连系 ．这就使得在坐标空间

（指 x 的三维空间）写出电磁场的量子化条件不那么直截了当 ．在下节中我们将通

过平面波展开 ，把 A 中横波分量与纵波分量分开来 ，即可方便地写出电磁场的量

子化条件 ．在第三章中我们还将考虑协变规范下的量子化方案 ．

§ １ ．３ 　 电磁场的量子化 　 吸收和发射算符

电磁场的运动可分解为一系列基本模式的振动 ． 在自由电磁场情况 ，各个模

式的振动都是自由的 ，当有电荷电流时 ，即变成受迫振动 ．无论是哪种情况 ，每个

模式都代表电磁场的一个独立自由度 ．
最简单的模式是平面波 ．当将 AT 和 ET 用平面波展开时 ，我们很容易找出各

个独立自由度所对应的动力学变量 ，并写出量子化条件 ．

1 ．经典电磁波按平面波的展开

平面波可分为平面行波和平面驻波 ．设想电磁场是局限在一个体积为 V ＝

L ３
的正方腔内 ，这时平面行波应取周期性边界条件 ．归一化的波函数 ① 为
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fks （ x） ＝ １
V
eks ei k· x ，　 k ＝ ２π

L （ m１ n１ ＋ m２ n２ ＋ m３ n３ ） ， （１ ．３ ．１）

其中 n１ ，n２ ，n３ 为坐标轴基矢 ，取得与正方腔的三个边线平行 ． m１ ，m２ ，m３ 为整

数 ，从而上述行波解满足周期性边条件 ． eks 为（实）偏振基矢 ，由于 AT 为横场 ，故

eks 的方向须与 k 垂直（可由（１ ．２ ．２５）式得出） ，即

eks · k ＝ ０ ， （１ ．３ ．２）

从而对每个 k ，只有两个独立的偏振基矢 ，我们将 s 取为 １ 和 ２ ，并取 ek １ ，ek２ ，k 三

者构成右手螺旋关系 ．对于传播方向相反 、波长相同的两个行波 ，相应的两组偏振

基矢取得满足下列关系 ：

e（ － k ） s ＝ （ － １） s eks ，　 s ＝ １ ，２ ． （１ ．３ ．３）

　 　 正方腔内满足周期性边条件的任意 AT （ x ，t）可用上述平面行波来展开 ：

AT （ x ，t） ＝ １
V 钞

ks
αks （ t） eks ei k · x ． （１ ．３ ．４）

这样展开的系数 αks （ t）一般为复数 ．我们可把上述行波集合换成驻波集合 ．波矢

为 k 和 － k 的两个行波转换为下述两个驻波

fks１ （ x） ＝ ２
V eks cos（ k · x） ，　 fk s２ ＝ ２

V ek s sin（ k · x） ． （１ ．３ ．５）

这样 AT 用驻波展开的表达式即为

　 　 AT （ x ，t） ＝ ２
V 钞

k s
eks ［ q（ １ ）

ks （ t）cos（ k · x） ＋ q（ ２ ）
ks （ t）sin（ k · x）］ ，　 （１ ．３ ．６）

但要注意的是 k 的取值范围只是（１ ．３ ．４）求和中的一半 ，或者说只在半个 k 空间

内取值 ．
（１ ．３ ．６）式中的 q（ １ ）

ks 和 q（ ２ ）
ks 都是实数（直接可观测的物理量） ，代表该驻波模上

的广义坐标 ，其量纲为 M１ 桙２ L２ T － １ ．相应地

ET （ x ，t） ＝ － １
c 痹AT （ x ，t）

＝ － ２
V

１
c 钞ks eks ［痹q（ １ ）

ks （ t）cos（ k · x） ＋ 痹q（ ２ ）
ks sin（ k · x）］ ．　 　（１ ．３ ．７）

　 　 由于正则动量场 πT （ x ，t）按驻波展开的系数即为该驻波模的正则动量 ，而

πT （ x ，t）等于 － １
４π cET （ x ，t） ，故有

p（ １ ）
ks （ t） ＝ １

４π c２ 痹q
（ １ ）
k s （ t） ，　 p（ ２ ）

ks （ t） ＝ １
４π c２ 痹q

（ ２ ）
ks （ t） ． （１ ．３ ．８）
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代回（１ ．３ ．７）式 ，即将该式表示为

ET （ x ，t） ＝ － ４π c ２
V 钞

k s
eks ［ p（ １ ）

ks （ t）cos（ k · x） ＋ p（ ２ ）
ks （ t）sin（ k · x）］ ．

（１ ．３ ．９）

磁场强度 B 的展开式可通过 Δ× A得出 ，即

BT （ x ，t） ＝ ２
V 钞

ks
k × eks ［ － q（ １ ）

k s （ t）sin（ k · x） ＋ q（ ２ ）
ks cos（ k · x）］ ．

（１ ．３ ．１０）

　 　 我们看到 ，在电场强度展式中的系数与各个模的广义动量成正比 ，而磁场强度

展式中所出现的系数则与各个模的广义坐标相关 ，具体地说 ，

BT （ x ，t） ＝ 钞
ks r

q（ r）
ks （ t） Δ× fks r （ x） ，　 　 s ＝ １ ，２ ； r ＝ １ ，２ ，

ET （ x ，t） ＝ － ４π c 钞
ks r

p（ r）
ks （ t） fxs r （ x） ，　 　 s ＝ １ ，２ ； r ＝ １ ，２ ．（１ ．３ ．１１）

fk s r 由（１ ．３ ．５）式表示 ．

对于自由电磁场情况 ，ET 就是整个的 E ，在库仑规范中 ，AT 也就是整个的 A ．

再由 π ＝ － １
４π cE ＝ １

４π c２
抄 A
抄 t ，即得哈密顿函数

H ＝ π · 抄 A
抄 t － L ＝ １

８π（ E
２ ＋ B２ ） ， （１ ．３ ．１２）

与电磁能量密度一致 ．总哈密顿量等于H的体积分即

H ＝ ∫H（ x ，t）d３ x ．

将 E 和 B 的展式代入后化出

H ＝ １
２ 钞

k s r
４π c２ p（ r）

k s （ t）２ ＋ １
４π c２ ω２ q（ r）

k s （ t）２
，　 ω ≡ kc ． （１ ．３ ．１３）

上式表明 ，电磁场的能量等于各个模式振动能量的和 ．
矢势 A（ x ，t）所满足的齐次波动方程（在自由场情况）可以表示为各个模的广

义坐标的简谐振动方程 ：

q̈（ r ）
ks （ t） ＋ ω２ q（ r）

k s （ t） ＝ ０ ． （１ ．３ ．１４）

这也就是我们把每个模式称为一个振动模式的原因 ． （１ ．３ ．１４）式也等价于由

（１ ．３ ．１３）式导出的哈密顿方程 ：

痹q（ r）
ks （ t） ＝ 抄 H

抄 p（ r）
ks （ t） ＝ ４π c２ p（ r ）

ks （ t） ，
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痹p（ r）
ks （ t） ＝ － 抄 H

抄 q（ r ）
ks （ t） ＝ － １

４π c２ ω２ q（ r）
ks （ t） ． （１ ．３ ．１５）

（１ ．３ ．１５）中的第一式就是（１ ．３ ．８）式 ，将它代入第二式就化出（１ ．３ ．１４）式 ．这进一

步显示出 ，q（ r ）
ks 和 p（ r ）

ks 代表振动模式（ k ，s ，r）的一对共轭正则变量 ，从而也就是该

模式的动力学变量 ．
电磁场的平动量（指普通意义下的动量即与平移对称性相对应的守恒量 ，不是

说各自由度的正则动量） P ＝ １
４π c∫ E × Bd３ x 也可用 q（ r）

ks 和 p（ r）
ks 表示出来 ，结果为

P ＝ 钞
k s

［ p（ ２ ）
ks （ t） q（ １ ）

ks （ t） － p（ １ ）
k s （ t） q（ ２ ）

ks （ t）］ k ． （１ ．３ ．１６）

（１ ．３ ．１３）和（１ ．３ ．１６）式就是自由电磁场总体的能量和动量用各个模的正则变量表

达的公式 ．

总结起来 ，原本是用 A（ x ，t）和 － １
４π cE（ x ，t）代表电磁场在各个 x 点上的广

义坐标和广义动量 ，但由于横场条件的限制 A 和 E 的三个分量并不代表独立的自

由度 ．通过把自由度指标 x 换成 k（指行波 ，如果换用驻波 ，k 的取值要少一半 ，但
须增加指标 s）并把沿坐标轴基矢的三个分量指标换成与 k 垂直的两个分量指标

（ r ＝ １ ，２） ，就得出电磁场的独立自由度的指标 ． q（ r）
ks （ t）和 p（ r）

ks （ t）反过来用

A（ x ，t）和 E（ x ，t）表示的公式如下 ：

q（ １ ）
ks （ t） ＝ ２

V∫ eks · A（ x ，t）cos（ k · x）d３ x ，

p（ １ ）
ks （ t） ＝ － １

４π c
２
V∫ eks · E（ x ，t）cos（ k · x）d３ x ． （１ ．３ ．１７）

对于 q（ ２ ）
k s （ t）和 p（ ２ ）

ks （ t） ，只需把上式中的 cos（ k· x）换成 sin（ k· x）即可 ．

有了以上的理论准备 ，我们即可来把电磁场量子化 ．

2 ．电磁场的量子化条件

在 § １ ．１ 中我们对量子力学作了概括 ，所列出的基本点实际上是量子理论的

基本点 ，因而可以用到场的量子化上来 ：首先要把场的量子状态看成是可以叠加的

态矢量（抽象意义的矢量） ，并可用一个完全集合的物理量的本征态来展开 ．每个

物理量都对应于一个作用在态矢量上的算符 ．然后根据量子化条件引入场的（互
相共轭的）正则变量间的对易关系 ．再由总哈密顿量的表达式给出这些正则变量

在海森伯图象中的运动方程 ．场的其他物理量可通过对称性或“对应原则”来确

定 ．具体做法如下 ：
既然（ k ，s ，r）代表电磁场的独立自由度的指标 ，而 q（ r）

ks （ t）和 p（ r ）
ks （ t）代表该
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自由度的广义坐标和广义动量 ，量子化后 ，相应的算符应满足下列对易关系 ，在海

森伯图象中即为

［ q
∧ （ r）

ks （ t） ，p
∧（ r′）

k′s′ （ t）］ ＝ i 砽δk k′ δss′ δr r′ ，

［ q
∧ （ r ）

ks （ t） ，q
∧ （ r′ ）

k′s′ （ t）］ ＝ ［ p
∧ （ r）

k s （ t） ，p
∧ （ r′ ）

k′s′ （ t）］ ＝ ０ ． （１ ．３ ．１８）

注意 ，在这里 k 只在一半 k 空间格点上取值 ．在自由电磁场情况 ，每个振动模的哈

密顿量为

H
∧

（ r ）
ks （ t） ＝ １

２ ［４π c２ p
∧ （ r ）

ks （ t）２ ＋ １
４π c２ ω２ q

∧ （ r ）
ks （ t）２ ］ ，ω ≡ kc ， （１ ．３ ．１９）

而总哈密顿量即为各个模的哈密顿量之和 ：

H
∧

＝ 钞
k s r

H
∧

（ r ）
ks ． （１ ．３ ．２０）

由对易关系（１ ．３ ．１８）和哈密顿量的表达式所给出的运动方程与（１ ．３ ．１５）式相同 ，
只是其中 q（ r）

k s 和 p（ r）
ks 换成了算符 q

∧ （ r）
ks 和 p

∧ （ r）
ks ．这里就不再列出 ．

在量子力学中已经知道 ，从 H
∧

（ r）
k s 的表达式（１ ．３ ．１９）和同一模中的两个正则变

量间的对场关系

［ q
∧ （ r）

ks （ t） ，p
∧（ r ）

ks （ t）］ ＝ i 砽 ，

可以得出 H
∧

（ r ）
ks 的本征值为

n（ r）
ks ＋ １

２ 砽ω ，　 n（ r ）
ks ＝ ０ ，１ ，２ ，… ，

与量子力学中谐振子的能级相同 ．关于这一结果的推导可参见（１ ．３ ．３６）式以下的

讨论 ．
我们看到电磁场每个振动模的能量是量子化的 ，相邻能级的间隔为 砽ω ．这就

是电磁场量子性的第一个显示 ．
在量子电磁场论中 ，更常用的是光子的吸收算符和发射算符 ，也称为光子的产

生算符和湮灭算符 ．它们的定义是

b
∧

（ r）
ks （ t） ＝ ２π c

砽k
k

４π c q∧（ r ）
ks （ t） ＋ i p∧（ r ）

ks （ t） ，

b
∧

（ r）
ks （ t）报 ＝ ２π c

砽k
k

４π c q
∧ （ r）

ks （ t） － i p
∧ （ r ）

ks （ t） ． （１ ．３ ．２１）

从（１ ．３ ．１８）式不难求出下列对易关系 ：

［ b
∧

（ r ）
ks （ t） ，b

∧
（ r）
k′s′ （ t）报 ］ ＝ δk k′ δss′ δr r′ ，

［ b
∧

（ r）
ks （ t） ，b

∧
（ r′）
k′s′ （ t）］ ＝ ［ b

∧
（ r ）
ks （ t）报 ，b

∧
（ r′ ）
k′s′ （ t）报 ］ ＝ ０ ． （１ ．３ ．２２）

关于吸收算符 b
∧

和发射算符 b
∧

报
的物理意义参见后面的讨论 ．另外 ，q

∧

和 p
∧

也可用
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b
∧

和 b
∧

报 表示出来 ，结果为

q
∧ （ r ）

ks （ t） ＝ ２π 砽c
k ［ b

∧
（ r ）
ks （ t） ＋ b

∧
（ r）
k s （ t）报 ］ ，

p
∧ （ r ）

ks （ t） ＝ 砽k
８π c i［ b

∧
（ r）
ks （ t）报 － b

∧
（ r）
ks （ t）］ ． （１ ．３ ．２３）

A
∧

T （ x ，t）和 E
∧

T （ x ，t）用 b
∧

和 b
∧

报 表示的表达式为（其中 fks r （ x）由（１ ．３ ．５）式表示）

A
∧

T （ x ，t） ＝ 钞
ks r

２π 砽c
k ［ b

∧
（ r ）
ks （ t） ＋ b

∧
（ r）
k s （ t）报 ］ fks r （ x） ，

E
∧

T （ x ，t） ＝ － １
c 钞ks r

２π 砽c
k ［ b

∧
·

（ r ）
ks （ t） ＋ b

∧
·

（ r）
k s （ t）报 ］ fks r （ x） ． （１ ．３ ．２４）

附带指出的是 ，此式对于非自由电磁场仍成立 ．自由场与非自由场的区别只在于

b
∧

（ r ）
ks （ t）等如何随时间变化 ．另外 ，要指出的是吸收和发射算符都不是厄米算符 ，

但它们互为厄米共轭 ．在自由场情况 ，b
∧

（ r ）
ks 的运动方程化为

b
∧
·

（ r）
ks （ t） ＋ i ω b

∧
（ r ）
ks （ t） ＝ ０ ，　 ω ≡ kc ， （１ ．３ ．２５）

由此解出

b
∧

（ r ）
ks （ t） ＝ b

∧
（ r ）
ks e－ i ω t ． （１ ．３ ．２６）

这样 ，（１ ．３ ．２４）式在自由场情况下就化为

A
∧

T （ x ，t） ＝ 钞
ks r

２π 砽c
k ［ b

∧
（ r）
ks e－ i ω t ＋ b

∧
（ r） 报
k s ei ω t ］ fks r （ x） ，

E
∧

T （ x ，t） ＝ i 钞
ks r

２π ω［ b
∧

（ r）
k s e－ i ω t － b

∧
（ r ） 报
ks ei ω t ］ fks r （ x） ． （１ ．３ ．２７）

　 　 为了得出 AT 和 ET 按行波模的展开 ，我们只需要将

cos（ k · x） ＝ １
２ （ei k· x ＋ e－ i k· x ） ，

sin（ k · x） ＝ １
２i（ei k · x － e－ i k · x ） ．

代入（１ ．３ ．２４）式中的 fks r （ x） ，并令

b
∧

（１ ）
k s （ t） － i b

∧
（２ ）
ks （ t） ＝ ２ a

∧

ks ，　 b
∧

（ １ ）
ks （ t） ＋ i b

∧

ks （ t） ＝ ２（－ １） s a
∧

－ ks （ t） ，

（１ ．３ ．２８）

即可化出

A∧ T （ x ，t） ＝ 钞
ks

２π 砽c
V k eks ［ a∧ ks （ t）ei k · x ＋ a∧ 报

k s （ t）e－ i k · x ］ ，
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E
∧

T （ x ，t） ＝ － 钞
ks

２π 砽
Vkc eks ［ a

∧
·

ks （ t）ei k · x － a
∧
·

报
ks （ t）e－ i k · x ］ ． （１ ．３ ．２９）

注意 ，在（１ ．３ ．２９）式中 ，对 k 的求和已恢复为整个 k 空间中的格点 ．从（１ ．３ ．２２）及

（１ ．３ ．２８）式不难求出 a
∧

ks （ t）与 a
∧
·

报
k′s′ （ t）之间的对易关系 ：

［ a
∧

ks （ t） ，a
∧ 报

k′s′ （ t）］ ＝ δk k′ δs s′ ，

［ a
∧

ks （ t） ，a
∧

k′s′ （ t）］ ＝ ［ a
∧ 报

k s （ t） ，a
∧ 报

k′s′ （ t）］ ＝ ０ ． （１ ．３ ．３０）

下面将指出 a
∧

ks （ t）和 a
∧ 报

ks （ t）分别代表吸收和发射一个动量为 砽k ，偏振方向为 eks

的光子的算符 ① ． （１ ．３ ．２８）式即为驻波算符和行波算符之间的变换关系 ．
在自由场情况 ，a

∧

k s （ t）满足与（１ ．３ ．２５）式一样的方程

a
∧
·

ks （ t） ＋ i ω a
∧

ks （ t） ＝ ０ ，　 ω ≡ kc ， （１ ．３ ．３１）

于是其解亦形如

a
∧

ks （ t） ＝ a
∧

ks e－ i ω t ． （１ ．３ ．３２）

这样在自由场的情况下 ，展式（１ ．３ ．２９）就化为

A
∧

T （ x ，t） ＝ 钞
ks

２π 砽c
V k ek s ［ a∧ ks ei k · x － i ω t ＋ a∧ 报

k s e－ i k· x ＋ i ω t ］ ，

E
∧

T （ x ，t） ＝ i 钞
ks

２π 砽ω
V eks ［ a

∧

ks ei k · x － i ω t － a
∧ 报

ks e－ i k · x ＋ i ω t ］ ． （１ ．３ ．３３）

磁场强度的展式亦易立即得出

B
∧

（ x ，t） ＝ i 钞
ks

２π 砽ω
V

k
k × ek s ［ a

∧

k s ei k · x － i ω t － a
∧ 报

ks e－ i k· x ＋ i ω t ］ ．

值得一提的是 ，ET 和 B 中的展开系数
２π 砽ω
V 在数值上等于体积 V 中半个光子能

量所对应的电场（或磁场）强度 ．

3 ．光子数的本征态 　 吸收算符和发射算符

在 § １ ．１ 中已经指出 ，一个体系的状态空间中的基矢可取为“其物理量的一个

完全集合”的共同本征态 ．该完全集合中物理量的数目等于体系的自由度数 ，因此

可以从每个自由度中取一个物理量来构成完全集合 ．
在电磁场的量子理论中 ，常用的一个完全集合为“各个模的光子数算符 n∧ ks 的

总和” ．在海森伯图象中这些 n∧ ks 应取在同一时刻 ．由于不同模代表不同自由度 ，

·０２· 辐射和光场的量子统计理论

① 从（１ ．３ ．２９）第一式看 ， a
∧

ks （ t）也可称作是（ k ，s）模的无量纲振幅算符 ．因而它的本征

态（即量子相干态）将相当于经典光学中具有确定振幅的态 ，见 § ５ ．２ ．



故在同一时刻不同模的光子数算符显然是互相可对易的 ．对于自由场 ，不同时刻

的各个模光子算符也是可对易的 ．但对非自由场 ，t１ 时刻某个模的物理量可能通

过运动方程影响 t２ （ t２ ＞ t１ ）时刻其他模的物理量 ，从而不同时刻各个模光子数算

符不一定可对易 ．用光子数本征态作为基矢所建立的表象就称作光子数表象 ，或
称作福克表象 ．

先来看驻波模的情况 ．定义每个模的光子数算符为

n∧ （ r）
k s ＝ b

∧
（ r ） 报
ks b

∧
（ r）
ks ． （１ ．３ ．３４）

在海森伯图象中上式各算符都取在同一时刻 t ．容易看出 n∧ （ r）
ks 为厄米算符 ．

下面来证明它的本征值为零和正整数 ．为书写简单计 ，我们将模指标略去不

写 ，并用 ν 表示它的本征值 ，｜ν枛为相应的本征态 ，于是有

n∧ ν枛 ＝ ν ν枛 ． （１ ．３ ．３５）

先来证明｜ α枛 ≡ b
∧

｜ ν枛也是算符 n∧的本征态（但未归一化） ，本征值为 ν － １ ．将 n∧ 作
用到｜ ν枛上并利用 b

∧

与 b
∧

报
的对易关系得

n∧ α枛 ＝ （ b
∧

报 b
∧

） b
∧

ν枛 ＝ （ b
∧

b
∧

报 － １） b
∧

ν枛 ＝ b
∧

n∧ ν枛 － b
∧

ν枛 ，

再由（１ ．３ ．３５）式即将上式右方化为（ ν － １） b
∧

｜ ν枛 ＝ （ ν － １）｜ α枛 ．这表明｜ α枛是 n∧ 的
本征值为 ν － １ 的本征态 ．为了归一化需将｜ α枛乘上一个因子 ．由

枙 α α枛 ＝ 枙 ν b
∧

报 b
∧

ν枛 ＝ 枙ν n∧ ν枛 ＝ ν

即得归一化的｜ ν － １枛 ＝ １
ν
｜ α枛 ，亦即

b
∧

ν枛 ＝ ν ν － １枛 ． （１ ．３ ．３６）

　 　 通过继续地用 b
∧

作用下去 ，可得本征值为 ν － ２ ，ν － ３ ，… 的本征态 ．但是 n∧ 的
本征值不能为负 ，因 ν ＝ 枙 ν｜ n∧ ｜ ν枛 ＝ 枙 α｜ α枛 ≥ ０ ．由此即可得出 ν 必定为零或正整

数 ，使得上述过程从｜ n枛 → ｜ n － １枛 → … ｜０枛后即中止 ，因按（１ ．３ ．３６）式 ，b
∧

｜０枛 ＝ ０ ．
证毕 ．

利用（１ ．３ ．２１）式不难得出

n∧ （ r）
ks （ t） ＋ １

２ ＝ １
２ 砽ω ４π c２ p

∧ （ r）
k s （ t）２ ＋ １

４π c２ q
∧（ r ）

ks （ t）２ ， （１ ．３ ．３７）

于是（ k ，s ，r）模的哈密顿量可由 n∧ （ r）
k s 表示出来 ，结果即为

H
∧

（ r ）
ks （ t） ＝ n∧（ r ）

ks （ t） ＋ １
２ 砽ω ． （１ ．３ ．３８a）

这就论证了前面所说的每个驻波模能量的本征值都为 砽ω 的 n ＋ １
２ 倍的结论 ．

电磁场的总哈密顿量相应地为
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H
∧

（ t） ＝ 钞
ks r

n∧ （ r ）
k s （ t） ＋ １

２ 砽ω （１ ．３ ．３８b）
　 　 下面仍略去模指标不写 ．利用对易关系 ，可以得知｜ β枛 ＝ b

∧
报 ｜ n枛也是 n∧的本征

态 ，本征值为 n ＋ １ ，并具体地有

b
∧

报 n枛 ＝ n ＋ １ n ＋ １枛 ． （１ ．３ ．３９a）
因此 b

∧
报
称作光子的发射算符 ，它的作用使光子数从 n 增加到 n ＋ １ ．同样 b

∧

称作

光子的吸收算符 ，当 ν 取为正整数（或零）后 ，（１ ．３ ．３６）式化为

b
∧

n枛 ＝ n n － １枛 ． （１ ．３ ．３９b）
　 　 n ＝ ０ 的本征态为该模电磁场的基态 ，也称为该模的真空态（如果所有模的光

子数都为零 ，那就是整个电磁场的真空态） ．利用（１ ．３ ．３９a）式可得出｜ n枛的一个常

用的表达式

n枛 ＝ １
n ！

（ b
∧

报 ） n ０枛 ， （１ ．３ ．４０）

即粒子数的任一本征态可通过多次用 b
∧

报 作用到真空态｜０枛上而得出 ．
对于行波模 ，结果完全相同 ．因为在以上的推导中只用了吸收算符与发射算

符间的对易关系 ． 而这种对易关系对于行波模和驻波模是完全一样的 ． 于是

（１ ．３ ．３９）和（１ ．３ ．４０）式中的 b
∧

和 b
∧

报
在换成 a

∧

和 a
∧

报
后仍成立 ．另外 ，利用驻波模与

行波模吸收和发射算符间的关系（１ ．３ ．２８） ，不仅可将电磁场总能量用行波模算符

表示成

H
∧

（ t） ＝ 钞
ks

n∧ k s （ t） ＋ １
２ 砽ω ， （１ ．３ ．４１a）

还可将电磁场的总动量（１ ．３ ．１６）在量子化以后的算符写成

P
∧

（ t） ＝ 钞
ks

n∧ k s （ t） ＋ １
２ 砽k ， （１ ．３ ．４１b）

以上结果表明 ，对于波矢为 k 的行波模 ，每个光子具有能量 砽ω 和动量 砽k ．
我们以前曾指出过 ，所谓光子其本质的意义就是电磁场的量子 ，表现在电磁场

的能量和动量是一份份改变的 ，如（１ ．３ ．４１）式所示 ．光子与量子力学中的粒子在

概念上有很大的不同（例如它不能在空间准确地定位） ．在下一章中我们还将看

到 ，就是电子 ，在相对论情况下也与量子力学中的粒子有一定的差别 ．
即便如此 ，有时仍可借用量子力学中的说法把对应光子状态的 A （ x ，t）称作光子的波函

数 ，具体说明如下 ：

在量子力学中常用薛定谔波函数的二次量子化来表述多体理论 ． 这时 ，在二次量子化后的

算符 ψ
∧

（ x ，t）的展式中作为吸收算符 Λ
∧

j （ t）的系数 φj （ x）即为该粒子在状态 j 的波函数 ．仿照

这种情况 ，A
∧

（ x ，t）展式中 Λ
∧

ks （ t）的系数也有时称作该模式光子的“波函数” ．这样按（１ ．３ ．２９）

·２２· 辐射和光场的量子统计理论


