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内 容 简 介

　 　矩阵计算不仅是一门数学分支学科 ，也是众多理工科的重要的数学工
具 ，计算机科学和工程的问题最终都变成关于矩阵的运算 ．

本书主要针对计算机科学 、电子工程和计算数学等学科中的研究需求 ，
以各种类型的线性方程组求解为主线进行阐述 ．内容侧重于分析各种矩阵
分解及其应用 ，而不是矩阵的理论分析 ．介绍了各类算法在计算机上的实现
方法 ，并讨论了各种算法的敏感性分析 ．在广度上和深度上较同类教材都有
所加强 ．

本书适合相关领域广大研究生与高年级本科生阅读 ，也可作为这些领
域中学者的参考书 ．
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前 　 　言

随着计算机硬件的发展和处理复杂算法能力的提高 ，近 ３０ 年来 ，以人工智能
为核心的相关学科群 ：计算机视觉 、模式识别（含机器学习） 、数字图像处理 、数字信
号处理和计算机图形学得到了迅速的发展 ．２０世纪 ９０ 年代 ，这些学科的发展逐步
走向成熟 ，相关技术的融合和实际应用显著增长 ．而且 ，随着计算机应用深入到社
会科学和生物学等学科 ，加之计算机网络的迅速扩展 ，数据的维数激增和数据量按
指数增长 ，计算机所处理的数据发生了根本性的变化 ，这些都将进一步推动相关学
科向纵深发展 ．

在这些学科研究的过程中 ，涉及数学知识的广度和深度都超出了人们的想象 ．
在广度上 ，几乎所有数学科目都在这些学科的研究中出现过 ，而不像传统的学科 ，
如物理主要应用微分几何 、偏微分方程和群论 ；不仅如此 ，这些学科研究过程中所
用的数学理论往往是当前数学界最新的研究成果 ，比如图像处理中所用的偏微分
方程理论 ．这对没有受过严格数学训练的计算机学者提出了严峻挑战 ．

传统的计算机学科研究所用到的数学主要集中在离散数学 、算法设计 、数值计
算和组合数学 ，这些 １９ 世纪的数学已经无法满足当前计算机科学发展的要求 ．为
此 ，众多的计算机学者一方面呼吁数学工作者加入到计算机科学的研究中 ，同时也
积极地将相关的数学理论引入到研究中 ．近年来 ，在国外著名大学的计算机系（或
学院）都开设了介绍近代数学基础的课程 ，在这些学科近年出版的专著中 ，加入了
相当篇幅的数学知识 ，另外在各类学术网站上 ，像著名的计算机视觉网站 ht tp ：／／
homepages畅 inf畅 ed畅 ac畅 uk／rbf／CVonline／ ，开设有专门介绍相关数学知识的网页 ．
但这些介绍仅是零散的 ，缺乏系统性 ．另外 ，在这些学科专著中介绍数学知识往往
是菜单式的 ，很少给出证明 ，因此相关研究人员如果没有很强的数学背景 ，是难以
理解其中的内容的 ，这为他们理解和设计算法带来了困难 ，使他们难以将理论研究
的成果尽快地转化到实际应用中 ．

由于这些学科涉及众多数学知识 ，且分散在数学的不同学科中 ，所以要求计算
机和工程专业的研究人员去学习和掌握这些知识是困难的 ．另外数学的理论研究
与应用学科的研究对象不同 ，即使有学者愿意到数学学科去参考这些资料 ，也难以
找到需要的内容 ．对于作者 ———一个有较强的数学背景（从本科到博士所学专业都
是基础数学）的学者来说 ，这些问题也常常让他感到困惑 ．特别是要为计算机视觉
和模式识别方向的研究生补充相关数学知识时 ，却苦于没有这方面的教材 ．鉴于
此 ，作者最近几年以来 ，主要以计算机视觉和模式识别理论研究中所涉及的数学为



主线 ，将相关的数学知识收集起来 ，初步完成了枟空间和变换枠（已出版） 、枟矩阵计算
与应用枠 、枟优化算法枠 、枟数据分析枠等四本作为计算机科学中的数学基础读本 ．另外
三本书枟图论和组合优化枠 、枟几何分析与计算枠和枟偏微分方程在计算机科学中的应
用枠（题目暂定）也将争取尽快完成 ．这部丛书着重介绍计算 ，而不是理论分析 ．这样
有助于计算机等相关学科的研究人员和研究生能在最短的时间内掌握现代数学的

一些知识和方法 ，为计算机科学的理论研究打下坚实的数学基础 ．
为了使丛书适合计算机及其相关学科的研究者阅读 ，所选内容基本是作者阅

读计算机科学论文和专著中遇到过的 ．写作方式优先参考计算机学科的专著和论
文 ，然后是工程类图书和论文 ，最后加以补充数学方面的材料使其完整 ．虽然丛书
作为计算机科学中的数学基础读本 ，但并不表示书中的数学内容是简单的 ，只不过
是把它们收集起来 ，方便相关人员参考而已 ．

最后 ，材料的选取是以作者个人对计算机学科的认识为主 ，加之涉及内容比较
广泛 ，成书的时间较短 ，难免有疏漏和不适之处 ，希望读者给予批评和指正 ，以便再
版时改进 ．

胡茂林

２００７年 １２月
于中国科学院上海微系统与信息技术研究所
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枟矩阵计算与应用枠内容介绍

矩阵计算又称为数值线性代数 ．作为一门数学学科 ，它是众多理工学科重要的
数学工具 ．矩阵理论既是经典数学的基础课程 ，是数学的一个重要且目前仍然非常
活跃的领域 ，又是一门最有实用价值的数学理论 ，是计算机科学与工程计算的核
心 ，已成为现代各科技领域处理大量有限维空间形式与数量关系强有力的工具 ，计
算机科学和工程的问题最终都转化成矩阵的运算与求解 ．特别是计算机的广泛应
用为矩阵论的应用开辟了广阔的前景 ．例如 ，系统工程 、优化方法以及稳定性理论
等 ，都与矩阵论有着密切的联系 ．目前 ，国内外已经出版了许多深受读者喜爱的有
关矩阵理论的著作 ，但是大部分都以介绍理论为主 ，很少给出应用和算法实现上的
说明 ，面向对象主要是数学专业 ．本卷只介绍了计算机科学应用中所涉及的矩阵理
论 ，详细地讨论了具体的计算方法 ．与一般著作不同的是 ，本书更强调了矩阵的应
用 、算法 、分解及其实际中非常重要的敏感性分析 ．

本书包含 １７ 章 ，分为五个部分 ．第一部分包含第 １ ～ ３ 章 ，这是矩阵计算的基
础 ，也是高等代数有关内容的复习和深入 ．第二部分包含第 ４ ～ ７ 章 ，介绍矩阵的各
种分解 ，这是矩阵计算的核心 ．如果从线性方程组的求解角度看 ，这可以看做是系
数矩阵从方阵求解开始 ，到最小二乘问题 ，到约束二次优化 ，到最后对任何类型的
线性方程组（含过定和欠定）给出统一的描述 ．第三部分包含第 ８ ～ １２章 ，是关于矩
阵的特征值和特征向量求解问题 ．第四部分包含第 １２ ～ １４ 章 ，是关于系数矩阵是
大规模稀疏矩阵的迭代求解算法 ．第五部分包含第 １５ ～ １７章 ，是三个独立的内容 ，
分别为矩阵函数 、矩阵的点积和直积及非负矩阵 ．后面三个部分 ，相对比较独立 ，读
者在阅读第一 、二部分后 ，可以根据需要 ，选读后面的任意一部分 ．以下是这些章的
内容介绍 ．

第 １ 章介绍了本书所用到矩阵的记号和定义 ，详细研究了方阵的特征问题 ，尤
其是求方阵的特征值所涉及的有关内容 ．基于这些讨论 ，给出了矩阵的实 、复
Schur 分解 ．然后介绍了许多特殊的矩阵 ，简单描述了它们的性质 ．最后讨论了分
块矩阵的计算及其应用 ，给出了矩阵逆和线性方程组的更新算法 ．

第 ２ 章详细地讨论了对称矩阵和正定矩阵的性质 ，相对一般矩阵 ，对称矩阵具
有非常好的性质 ，实际应用时通常可以看做是对角矩阵 ．给出了广义特征值问题的
定义 ，在此基础上给出了对称和正定矩阵同时对角化的方法 ．然后介绍了对称矩阵
的变分原理 ，这是研究对称矩阵的特征值问题的好的载体 ，基于这个工具 ，讨论了
对称矩阵扰动的特征值问题 ．再介绍了约束特征问题和广义特征问题的变分原理 ，



利用正交补空间将约束问题化成无约束问题 ，给出了约束特征问题与一般特征问
题之间的关系 ．最后给出了广义特征问题的变分原理 ．

第 ３章介绍了向量和矩阵范数的各种定义 ，同时给出了与范数有关的一些定
义 ，比如误差和收敛率 ．对矩阵范数 ，着重讨论了诱导范数 ，给出了计算机科学中常
用的三种范数表达式 ．最后介绍了向量和矩阵范数在线性方程组求解和方阵逆中
的敏感性分析的应用 ．

第 ４章首先给出了矩阵的三角分解和满秩分解 ，三角分解是求解阶数不太大
的线性方程组的主要手段 ．虽然理论上这两个分解是基于初等变换 ，但在计算机科
学中的应用却非常广泛 ，且具有计算代价低的优点 ．根据 Gauss 消去法给出矩阵
可以三角分解的充分必要条件 ，介绍选主元法 ，并给出了实际的执行方法 ．然后介
绍对称正定矩阵的 Cholesky 分解 ，这虽然可以看做三角分解的特例 ，但具有独特
的性质 ，因此给出了 Cholesky 分解的更新算法 ．最后介绍矩阵的满秩分解 ．

第 ５章给出了矩阵的 QR分解 ，即正交三角分解 ，它是矩阵计算中大多数算法
的基础 ：包括最小二乘问题 、特征值和奇异值问题的求解 ．这些迭代算法中的关键
步骤就是 QR 分解 ．首先给出了两个正交变换 ——— Givens 变换和 Householder 变
换 ，讨论了它们的性质 ．然后给出了各种形式的 QR 分解算法 ，尤其是修正的
Gram唱Schmidt ，这是目前求矩阵的 QR 分解的通用算法 ，研究矩形矩阵的 QR 分
解 ；最后介绍了矩阵的 QR分解的更新算法和在最小二乘法中的应用 ．

第 ６章介绍了矩阵的奇异值分解 ，奇异值分解就是将矩阵分解成最简化形式
的矩阵 ———对角矩阵与正交矩阵的乘积 ，因此在欧氏范数下 ，矩阵可以看做是对角
矩阵 ．首先给出矩阵的奇异值分解的标准方法 ，然后解释分解的几何意义 ，讨论了
其性质 ．在矩阵的奇异值分解下 ，给出一些矩阵范数的表达式 ．其次给出了如何利
用奇异值分解来研究子空间之间的关系 ，基于矩阵奇异值分解来简化一些二次规
划的问题 ．最后讨论了奇异值的极性和扰动理论 ．

第 ７ 章介绍了广义逆和伪逆 ，它们可以给出线性方程组求解的统一理论 ．首先
从单边逆开始引入广义逆的概念 ，给出了基于广义逆的线性方程组的通解表达式 ．
然后给出了伪逆的定义 ，讨论了伪逆的性质和不同的计算方法 ．基于伪逆给出了欠
定和过定线性方程组具有特殊性质解的表达式 ，将伪逆的定义推广到有线性约束
的情形 ．最后给出了伪逆的扰动理论 ，分析了最小二乘问题的敏感性 ．

第 ８ 章首先介绍了求特征向量的幂法 ，逆迭代和移位逆迭代 ，详细分析了
Rayleigh商迭代 ，这些算法虽然比较简单 ，但它们是后来介绍的高级算法的重要成
分和思想 ．然后简单介绍求矩阵特征值和特征向量最常用的 QR 算法 ，目前这个算
法还在发展中 ．最后给出了基于移位的 QR算法加速收敛方法 ，讨论了不同情况下
的移位策略 ．

第 ９ 章介绍了 QR 算法具体实现问题 ．首先介绍了常用 QR 算法的执行方
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法 ———隐 QR 算法 ，即不显示地进行移位 ；为了在实域中来解实矩阵的特征值 ，对
实矩阵讨论了双步 QR算法 ．其次介绍了运用 QR算法计算特征向量的方法 、矩阵
奇异值分解的有效计算方法 ，最后介绍了线性子空间的迭代 ，这是在高层次上讨论
矩阵特征值和特征向量的计算方法 ．并且介绍了子空间的迭代 ，说明了同时迭代和
QR算法之间的关系 ．

第 １０章是关于特征值的估计和敏感性分析 ．首先对矩阵的特征值所在复平面
上的位置进行估计 ，介绍了著名的 Gershgorin 定理和它在对角占优矩阵中的应
用 ．然后给出了特征值整体和单个的敏感性分析 ．最后讨论了特征向量的敏感性 ．

第 １１章介绍了对称矩阵的特征计算方法 ．针对矩阵的对称性 ，给出了有些独
特且有效的算法 ．首先给出求对称矩阵特征值经典的 Jacobi 算法 ，介绍了这个算
法的各种推广 ．然后介绍三对角矩阵的特征求解算法 ，因为一般对称矩阵都可以很
容易化简到三对角矩阵 ，这些是目前求对称矩阵常用的方法 ；对三对角矩阵给出了
特征值不同的求解方法 ．最后给出用逆迭代计算对称矩阵的特征向量的各种方法 ．

第 １２章介绍了线性方程组的迭代求解方法 ．首先给出了线性方程组求解的一
些经典迭代方法 ——— Jacobi方法 、Gauss唱Seidel 以及超松弛迭代 ．其次对这些迭代
方法进行了收敛性分析 ，给出了基于迭代矩阵的范数的判断收敛的充分条件 ．最后
给出了迭代收敛的例子 ，主要讨论了对角占优矩阵超松弛迭代的最佳收敛参数 ，也
简单地给出了关于正定矩阵的结论 ．

第 １３章对系数矩阵是对称正定矩阵的线性方程组介绍了最速下降方法 ，这是
优化问题基于下降方法的重要求解方法和推广其他算法的基础 ；同时介绍了预优
化的重要思想 ，通过应用预优方法 ，下降方法的收敛率将显著提高 ．然后描述了计
算上非常有效的共轭梯度法 ．共轭梯度方法只是 Krylov子空间方法这一大类中的
一个 ．本章以对非正定和非对称问题进行简单的 Krylov 子空间方法的讨论作为
结束 ．

第 １４章给出了大规模稀疏矩阵的线性方程组求解和特征问题的计算 ．首先讨
论了如何有效地对大规模稀疏矩阵进行 LU 分解 ，介绍缩减矩阵带宽的 CM 算法
和将矩阵分解为块矩阵的结构分解矩阵 ．然后介绍经典的 Arnoldi 算法及其矩阵
表达式 ；对对称矩阵给出了 Lanczos 计算方法 ．最后介绍特殊的隐重新开始的
Arnoldi算法 ．

第 １５章是关于矩阵函数的 ．首先定义了矩阵序列收敛性 ，说明收敛矩阵序列
具有一般收敛数列所具有的性质 ．给出了幂级数的定义 ．其次利用函数的 Taylor
级数展开 ，引入了矩阵函数 ．最后给出了矩阵的微积分及其应用 ．

第 １６章介绍了矩阵之间的特殊运算 ——— Hadamard积和直积（或称 Kroneck唱
er 积） 畅 它们不仅在实际中经常出现 ，而且在矩阵的理论研究和计算方法中都有
十分重要的应用 畅 特别地 ，运用矩阵的直积 ，能够将线性矩阵方程转化为线性代数
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方程组进行讨论或计算 畅
第 １７章介绍了非负矩阵的某些性质 ，包括著名的关于正矩阵的 Perron 定理

和不可约非负矩阵的 Frobenius 定理 ；介绍了素矩阵 ，它对应于正矩阵的结论 ，是
非负矩阵的中心理论 ．在实际应用中 ，矩阵的逆是非负矩阵也非常重要 ，称为单调
矩阵 ，对此也进行了简单介绍 ．

　 · vi · 矩阵计算与应用
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第 1章 　 矩阵的基本知识

本章和第 ２ 、３ 章主要讨论有关矩阵的一些基础知识 ，它们是高等代数中有关
矩阵知识的总结和提高 ．在 １畅１节 ，首先给出本书有关矩阵的记号和定义 ，对矩阵
知识进行了简单总结 ，讨论了矩阵计算的复杂度问题 ，然后详细地研究了方阵特征
值的问题 ，给出了基于已知特征向量和特征值的矩阵简化方法 ．在 １畅 ２节研究了一
些特殊矩阵及其性质 ，最后讨论了分块矩阵的计算及其应用 ．本章是本书以后各章
的思想和知识基础 ．

１畅１ 　基 本 概 念

在高等代数中 ，我们已经学习过矩阵的一些基本概念和性质 ，为了以后行文方
便和避免不必要的重复 ，首先对本书所用的一些记号和术语做简要说明 ．

基本定义和符号 　 本书的记号采用国际标准记号 ．大写字母 R表示实数 ，Rn

表示实 n维向量空间 ，所有 m × n实矩阵的集合用 R m× n 表示 ；与实元素对应的复元
素集合分别用 C ，Cn 和 Cm× n 表示 ．记号 diag（ a１ ，… ，an）表示对角元素为 a１ ，… ，an
的 n阶对角阵 ，当 ai 被方阵 A i 代替后 ，表示块对角阵 ，见 １畅 ２节 ．矩阵 A的秩表示
A的列（或行）向量中最大线性无关个数 ，记为 rankA ．Rm× nr 表示 R m× n 中所有秩为 r
的矩阵集合 ．

对矩阵 A ∈ Rm × n ，AT 表示矩阵 A的转置 ．对复矩阵 A ∈ Cm × n ，A和 AH 分别表

示它的共轭和共轭转置矩阵 ．本书主要讨论实矩阵 ，对于复矩阵的情形 ，只要将转
置换成共轭转置 ，通常就可以进行类似推导 ．

当 m ＝ n时 ，矩阵 A ∈ Rn × n称为 n阶方阵 ，方阵比长方阵具有更多的代数性质 ．
In 表示 n阶单位方阵 ，它的第 k列记为 e（ n）k ，即

In ＝

１ ０ … ０
０ １ … ０
  
０ ０ … １

，　 e（ n）k ＝ （０ ，… ，０ ，１ ，０ ，… ，０）T ∈ Rn

当维数在上下文中是清楚的 ，就略去指标 n ，简记为 I和 ek ．
n阶方阵 A 的行列式和迹分别记为 detA和 trA ．如果 detA ≠ ０ ，则 A是可逆

的 ，它的逆矩阵用 A－ １表示 ，即 A－ １ A ＝ AA－ １ ＝ I ．可逆矩阵也称为非奇异的 ，不可



逆矩阵也称为奇异的 ．
若 A ∈ Cn × n满足 AH A ＝ I ，则称 A是酉矩阵 ，n阶酉矩阵的全体记作 U（ n） ；如

果 AH ＝ A ，则称 A是 Hermite矩阵 ；如果 AH A ＝ AAH ，则称 A是正规矩阵 ．显然 ，酉
矩阵和 Hermite矩阵都是正规矩阵 ．实酉矩阵称作实正交矩阵 ，n阶实正交矩阵的
集合记为 O（ n） ；实 Hermite 矩阵称作实对称矩阵 ．如果 A ＝ － AH ，则称 A为反
Hermite矩阵 ，对应的实矩阵就是反对称矩阵 ．对于一个 Hermite矩阵 A ，如果对任
意的非零向量 x ∈ Cn ，都有 xH Ax ＞ ０ ，则称 A是正定的 ；如果对任意向量 x ∈ Cn ，都
有 xH Ax ≥ ０ ，则称 A是半正定的 ．

如果向量 ak ∈ Rm 为 A ∈ Rm × n的第 k列 ，则 A可记为

A ＝ ［a１ ，… ，an］

同样 ，如果 rk ∈ Rn 表示 A的第 k行的 n维列向量 ，则 A可记为

A ＝
rT１

rTm

下面的内容在文献（胡茂林 ，２００７）中介绍过 ，现在简单回顾一下 ．设 L 炒 Rn 是
一个子空间 ．L ⊥ 记为 L的正交补空间 ，即 L ⊥ ＝ ｛ x ∈ Rn ∶ xT y ＝ ０ ，橙 y ∈ L｝ ．给定 m
个向量 a１ ，… ，am ∈ Rn ，a１ ，… ，am 所有线性组合构成的集合称为 a１ ，… ，am 的扩张
子空间 ，记为 span｛a１ ，… ，am｝ ．

给定矩阵 A ∈ Rm × n ，与 A有关的两个重要的子空间是 A 的值域（或像空间） ，
定义为

R（A） ＝ ｛ y ∈ Rm ∶ y ＝ Ax ，x ∈ Rn｝

根据扩张子空间的定义 ，R（A） ＝ span｛ a１ ，… ，an｝ ，即 A的值域是 A 的列的扩张子
空间 ；A的零空间（或核） ，定义为

kerA ＝ ｛ x ∈ Rn ∶ Ax ＝ 0｝

特别地 ，kerAT 表示 A的左零空间 ．这两个子空间的维数与 A的秩有如下关系 ：

dim ker（A） ＝ n － rank（A） ，　 dim ker（AT ） ＝ m － rank（A） （１ ．１）

具体请参见文献（胡茂林 ，２００７） ．
算法复杂度 　 计算机科学和工程中问题的求解最终都归结为矩阵运算 ．在本

书中 ，将介绍各种与矩阵有关的算法 ．算法一般分成直接法和迭代法两类 ．直接法
是指在没有误差的情况下 ，可在有限步得到所计算问题精确解的算法 ，比如 ，将在
第 ３章介绍的求解线性方程组 Ax ＝ b的 Gauss 消去法和求解最小二乘问题等方
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法都是直接方法 ．相对地 ，另一类算法是迭代法 ，即采取逐次逼近的方法来逼近问
题的精确解 ，而在任意有限步都不能得到精确解的算法 ．迭代法产生的是一序列收
敛到问题真正解的逼近解 ，算法的每一步或迭代都产生一个新的逼近 ．理论上逼近
序列是无限的 ，但在实际中 ，算法不能永远进行下去 ．一旦逼近解足够好 ，或可以被
接受时 ，算法就停止 ，见第 ３章 ．达到这一目标的迭代步骤通常预先是不知道的 ，虽
然有时能估计出 ．

对给定的算法来说 ，算法的快慢是衡量其性能优劣的一个重要标志 ．对于直接
法 ，其运算量的大小通常可作为其快慢的一个主要标志 ．算法复杂度分析就是计算
或估计算法的运算量 ，它是一个算法的所有运算次数的总和 ，即所有四则运算 ＋ ，
－ ，× ，÷的总和 ．运算量是基于 flop（floating octal point ，浮点八进制）来计量的 ，
一个 flop就是一个浮点运算 ．例如 ，计算两个长度为 n的向量内积需要 n 次乘法
和 n － １ 次加法 ，因此需要 ２n － １个 flops ．对于 A ∈ Rm × n ，x ∈ Rn ，b ∈ Rm ，计算 Ax ＋
b需要 ２mn个 flops ，同样 ，矩阵 A秩一更新 A ＋ xyT ，其中 x ∈ Rm ，y ∈ Rn 也需要
２mn个 flops ，因此 ，对 A ∈ Rm × p ，B ∈ Rp × n和 C ∈ Rm × n ，计算 AB ＋ C需要 ２mnp 个
flops ．

flops数的计算可以通过对算法最基本循环的运算数相加得到 ，例如 ，对矩阵
乘法和加法 ，基本的算法是 aik bk j ＋ ci j ，它有 ２ 个 flops ．通过简单的循环计数得到此
计算需要进行 mnp次 ，所以一般矩阵相乘和加法的计算需要 ２mnp flops ．

现在考虑两个上三角矩阵乘积的运算量 ．矩阵 A称为上三角的 ，如果 A的元
素 a i j在 i ＞ j时为零（见 １畅２节） ．因为对任意上三角矩阵 A ，B ∈ Rn × n ，乘积 C ＝ AB
也是上三角的 ，即对任何 k ＜ i或 j ＜ k ，都有 aik bk j ＝ ０ ，因此

ci j ＝ ∑
j

k ＝ i
a ik bk j

所以 ，计算 ci j （ i ≤ j）需要 ２（ j － i ＋ １）个 flops ．两个矩阵乘积的运算量是

∑
n

i ＝ １
∑
n

j ＝ １
２（ j － i ＋ １） ＝ ∑

n

i ＝ １
∑
n－ i＋ １

j ＝ １
２ j ≈ ∑

n

i ＝ １

２（n － i ＋ １）２

２ ＝ ∑
n

i ＝ １
i２ ≈ n

３

３

因此三角矩阵乘积的计算量仅是一般稠密矩阵的六分之一 ．
对较大的 n ，低阶项对 flops 数的影响较小 ，因此通常被舍去 ．例如 ，通过精确

的浮点运算数的计算 ，上述算法需要 ３n３ ＋ n２ ＋ ２n个 flops ．当 n ＝ １０３ 时 ，精确的浮
点数 ３００１０００２００与近似数 ３０００００００００相对误差非常小 ．因此精确的 flops数与近
似估计 ３ n３ 相比 ，多出的两项没有实质的意义 ．

应该指出 ，虽然运算量在一定程度上反映了算法的快慢程度 ，但它不是确定算
法快慢的唯一因素 ．现代计算机的运算速度远远高于数据传输速度 ，因此 ，一个算
法实际运行的效率在很大程度上依赖于数据传输量的快慢 ．基于 flops 数来衡量
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算法的效率是粗糙的 ，因此讨论计算的效率不能过分地依赖于 flops 数的比较 ．例
如 ，不能断定三角矩阵相乘要比满矩阵快 ６倍 ．flops数只是一种简洁 、但不一定完
全准确的评价方式 ，它仅是影响效率的多个因素之一 ．

对于迭代法 ，除了对每步所需的运算量进行分析外 ，还需要对其收敛速度进行
分析 ，将在第 ３章介绍向量范数后 ，讨论迭代的收敛速度问题 ．

特征值和特征向量 　 特征值和特征向量的求解是矩阵计算的基本问题之一 ，
这里复习一下矩阵特征值和特征向量的一些基本性质 ，相关的求解算法将在第８ ～
１２章介绍 ．

设 A ∈ Cn × n ，如果对于 λ∈ C ，存在非零向量 x ∈ Cn 使得

Ax ＝ λx （１畅２）

则称 λ是 A的特征值 ，x是 A属于 λ的特征向量 ，偶对（λ，v）称为 A的特征对 ．求解
一个方阵的特征值和特征向量称为特征问题 ．式（１ ．２）表示 ，A对 x 的作用等价于
用标量乘以 x．如果 x是 A对应 λ的特征向量 ，则 x的非零数乘也是 A对应 λ的特征
向量 ，即特征向量是与尺度无关的 ，通常取特征向量为单位向量 ，即 x^ ＝ x／ ‖ x‖ ．

A的全体特征值组成的集合称为 A的谱 ，记作 λ（A） ．由式（１ ．１） ，λ∈ λ（A）的充
要条件是

det（λI － A） ＝ ０

这是关于 λ的 n次多项式 ，称 p（λ） ＝ det（λI － A）为 A的特征多项式 ．因为特征多
项式的根一般是复数 ，所以研究矩阵的特征问题一般是在复域中进行的 ．

根据方阵的行列式和它的转置的行列式是相同的 ，则 det（λI － A） ＝ det（λI －
AT ） ，因此 λ（A） ＝ λ（AT ） ．于是 ，对任意的 λ∈ λ（A） ，一定存在非零向量 y ∈ Cn ，使得
AT y ＝ λy ，即 yT A ＝ λy T ，称 y为 A属于 λ的左特征向量 ；相对应地 ，属于 λ的特征向
量亦称作 A属于 λ的右特征向量 ．需要注意的是虽然矩阵和它的转置的特征值是
相同的 ，但是通常左 、右特征向量是不相等的 ，读者可以举例说明 ．

几何重数与代数重数 　方阵 A的代数重数就是它的特征多项式根的重数 ，即
如果 A有 r 个互不相同的特征值 λ１ ，λ２ ，… ，λr ，且

p（λ） ＝ ∏
r

i ＝ １
（λ － λi）n（ λi） ，　 λi ≠ λj（ i ≠ j） ，　 ∑

r

i ＝ １
n（λi） ＝ n

正整数 n（λi）称为 λi 的代数重数 ．
对应 λ的特征向量组成的子空间称为 A 的特征空间 ，即 λi I － A的零空间 ，记

为 Lλ ，它是 A的不变子空间 ，即 AL λ 彻 Lλ ．由式（１ ．１） ，λi 的特征空间的维数是

m（λi） ＝ n － rank（λi I － A）
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称为 λi 的几何重数 ，它表示属于 λi 的线性无关特征向量的个数 ．显然有

１ ≤ m（λi） ≤ n（λi） ≤ n

即几何重数总不大于代数重数 ．例如 ，矩阵 A ＝
１ 　 １
０ 　 １

的特征值 １ 的代数重数是

２ ，而几何重数是 １ ，因此几何重数和代数重数是两个不同的概念 ．习惯上 ，将代数
重数简称为重数 ．在今后的叙述中 ，说 λ是 A 的 k 重特征值 ，是指 λ的代数重数是
k ．通常将代数重数为 １的特征值称作单特征值 ．

代数重数等于几何重数的特征值称为半单特征值 ，否则称为亏损特征值 ．如果
A的所有特征值都是半单的 ，则称 A为半单矩阵（或非亏损的） ，有一个或多个亏
损特征值的矩阵称为亏损矩阵 ．所有对角矩阵都是非亏损的 ，对于这样的矩阵 ，特
征值 λ的代数重数和几何重数均等于 λ在对角线上出现的个数 ．

相似矩阵 　 下面介绍矩阵的相似变换 ，相似变换保持矩阵的谱 ，因此是一个非
常重要的变换 ，矩阵的特征值求解算法的思想就是用相似变换将矩阵变换到特征
值容易求解的形式 ．

两个矩阵 A ，B ∈ Cn × n称为相似的 ，如果存在 n阶非奇异方阵 X ，使得 A ＝
X － １ BX ．与对角矩阵相似的矩阵称为可对角化矩阵 ．
容易验证 ，如果 A与 B相似 ，则 det（λI － A） ＝ det（λI － B） ．因此 ，相似矩阵有

相同的特征多项式 ，从而有相同的特征值和代数重数 ．事实上 ，由于 X是非奇异
的 ，可以得到 ，相似矩阵也有相同的几何重数 ．

基于相似矩阵就能证明特征值的代数重数不小于几何重数 ．假设 A的特征值
λ的几何重数为 k ，取特征空间 Lλ 的 k 个标准正交基 x１ ，… ，xk ．由 Axi ＝ λx i ，得

xH
i Ax j ＝

λ ，　 i ＝ j
０ ，　 i ≠ j

再补充 n － k个向量 ，使它们构成 Cn 的一组标准正交基 ．因此 ，它们按列组成一个
酉矩阵 V ，则由上式得

B ＝ VH AV ＝
λI C
0 D

其中 I ∈ Ck × k是单位矩阵 ，C ∈ Ck × （ n － k） ，D ∈ C（ n － k） × （ n － k） ．根据行列式的定义 ，有

det（ zI － B） ＝ det（ zI － λI）det（ zI － D） ＝ （ z － λ） kdet（ zI － D）

因此 ，B的特征值 λ的代数重数至少为 k ．由于相似变换保持重数不变 ，因此 A的
特征值 λ的代数重数至少为 k ，即矩阵特征值的代数重数大于几何重数 ．

特征值求解和多项式求解等价性 　 上面说明了求矩阵 A的特征值等价于求
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解多项式det（λI － A） ＝ ０ 的根 ．因此 ，如果能有方法求任意多项式的根 ，则理论上
就能求出任意矩阵的特征值 ．下面的定理 １表明反过来也是正确的 ，即如果能有方
法求任意矩阵的特征值 ，则理论上能求任意阶多项式的根 ．

给定 n次多项式 q（λ） ＝ bnλn ＋ bn － １ λn － １ ＋ … ＋ b０ ，其中 bn ≠ ０ ．如果 q（λ）的所有
的系数除以 bn ，则得到新的方程 p（λ） ＝ λn ＋ an － １ λn － １ ＋ … ＋ a０ （ ak ＝ bk／ bn） ，它与原
方程有相同的根 ．因为 p（λ）的首项系数 an ＝ １ ，所以称为首一多项式 ．因为多项式
q（λ） ＝ ０总是能被等价的 p（λ） ＝ ０ 代替 ，所以只要考虑首一多项式就可以了 ．给定
首一多项式 p ，定义它的 n × n友矩阵为

A ＝

－ an－ １ － an－ ２ － an－ ３ … － a０
１

１



１

（１ ．３）

其中次对角上元素全为 １ ，第一行元素依次由多项式 p的后 n项系数的负值组成 ，
其余元素都是零 ．

定理 1 　设 p（λ） ＝ λn ＋ an － １ λn － １ ＋ … ＋ a０ 是次数为 n的首一多项式 ，且它的友
矩阵 A为式（１ ．３） ，则 A的特征多项式是 p （λ） ，即方程 p（λ） ＝ ０ 的根是 A的特
征值 ．

迭代的必要性 　 定理 １给出了求矩阵的特征值问题和多项式求解问题的等价
性 ．多项式求解是一个古老的问题 ，引起了许多著名科学家的兴趣 ．特别地 ，在
１８２４ 年 ，Abel证明了对 n ＞ ４ 的 n次多项式 ，没有类似于二次多项式的求根公式 ．
Abel理论表明 ，没有直接的方法求解矩阵的特征值 ．因为如果存在有限步的方法
将表明存在任意多项式方程的求解公式 ，即使很复杂 ．因此 ，由定理 １ ，对 n ＞ ４ 的
n × n矩阵的特征值没有解的表达式 ，必须用迭代的方法求解 ．
矩阵多项式 　 因为方阵的任何正整数幂和线性组合都是同阶的矩阵 ，所以多

项式

q（ t） ＝ ak t k ＋ ak－ １ tk－ １ ＋ … ＋ a１ t ＋ a０

在矩阵 A ∈ Rn × n处取值是有意义的 ．定义矩阵多项式为

q（A） ≡ akAk ＋ ak－ １ Ak－ １ ＋ … ＋ a１ A ＋ a０ I

矩阵多项式 q（A）与 A的特征向量是相同的 ，而其特征值与 A的特征值有如下的
简单关系 ．

定理 2 　 给定多项式 q（ t） ，如果 λ是 A ∈ Rn × n的特征值 ，x是对应的特征向量 ，
那么 q（λ）是矩阵 q（A）的特征值 ，且 x是对应 q（λ）的特征向量 ．
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证明 　首先 ，反复应用特征值唱特征向量方程（１ ．２） ，得

Aj x ＝ Aj － １ （Ax） ＝ λA j － １ x ＝ … ＝ λj x

于是

　 　 　 　 q（A） x ＝ akAk x ＋ ak－ １ Ak－ １ x ＋ … ＋ a１ Ax ＋ a０ x
＝ akλk x ＋ … ＋ a１ λx ＋ a０ x
＝ （ akλk ＋ … ＋ a１ λ ＋ a０ ） x ＝ q（λ） x

因此 ，q（A）的特征值是 q（λ） ，而特征向量是相同的 ． □
矩阵的对角化 　 根据代数基本定理 ，特征多项式 p（λ）最多有 n个根 ，它们分

别是 A ∈ Rn × n的特征值 ．
如果 A有线性独立的特征向量｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝ ，它们构成了 Rn 的基称为完备

特征向量系 ．在这个基下 ，矩阵 A是可对角化的（胡茂林 ，２００７） ．此时有下面的
定理 ．

定理 3 　 n阶矩阵 A 与对角矩阵相似 ，当且仅当 A有 n 个线性无关的特征
向量 ．

证明 　如果 A与对角矩阵相似 ，即存在非奇异矩阵 X ＝ ［ x１ ，x２ ，… ，xn］ ，使得

X－ １ AX ＝ diag（λ１ ，λ２ ，… ，λn）

两边左乘以 X ，得

A［x１ ，x２ ，… ，xn］ ＝ Xdiag（λ１ ，λ２ ，… ，λn） ＝ ［λ１ x１ ，λ２ x２ ，… ，λn xn］

即

Ax i ＝ λi x i ，　 i ＝ １ ，２ ，… ，n

这就表明 X的列向量是 A 的特征向量 ．又因为 X是非奇异的 ，所以 x１ ，x２ ，… ，xn
是 A的 n个线性无关的特征向量 ．

反之 ，如果 A有 n个线性无关的特征向量 x１ ，x２ ，… ，xn ，则

Ax i ＝ λi x i ，　 i ＝ １ ，２ ，… ，n

记 X ＝ ［ x１ ，x２ ，… ，xn］ ，显然 X是非奇异的 ．又因为

　 　 　 　 AX ＝ ［Ax１ ，Ax２ ，… ，Axn］ ＝ ［λ１ x１ ，λ２ x２ ，… ，λn xn］
＝ ［ x１ ，x２ ，… ，xn］diag（λ１ ，λ２ ，… ，λn） ＝ Xdiag（λ１ ，λ２ ，… ，λn）

所以

X－ １ AX ＝ diag（λ１ ，λ２ ，… ，λn）
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故 A与对角矩阵 diag（λ１ ，λ２ ，… ，λn）相似 ． □
需要指出 ，在 X的构造中 ，应该保证 λ１ ，λ２ ，… ，λn 与 x１ ，x２ ，… ，xn 的排列顺序

保持一致 ，否则 X就不是原来的形式 ．矩阵 A有 n个特征向量 ，即映射 A有 n个不
变子空间 ，根据不变子空间的理论 ，A一定可对角化（胡茂林 ，２００７） ，因此这个定理
是这个结论的不同叙述 ．

现在说明 ，如果 A有 n 个不同的特征值 λ１ ，λ２ ，… ，λn ，则对应的特征向量 x１ ，
x２ ，… ，xn 是线性独立的 ．这可以通过反证法证明 ．如果 x１ ，x２ ，… ，xn 是线性相关
的 ，不妨假设其最大线性无关向量个数是 k ，且前 k个向量是线性无关的（如有必
要 ，可以重排编序） ．因此存在 α１ ，… ，αk ∈ C ，使得

xk ＋ １ ＝ α１ x１ ＋ … ＋ αr x k

用 A对上式作用 ，得

λk ＋ １ xk ＋ １ ＝ Axk ＋ １ ＝ A（α１ x１ ＋ … ＋ αk x k） ＝ α１ λ１ x１ ＋ … ＋ αkλk x k

将 xk ＋ １的表达式代入到上式 ，得

α１ （λ１ － λk ＋ １ ） x１ ＋ … ＋ αk（λk － λk ＋ １ ） xk ＝ 0

而 x１ ，… ，xk 线性无关 ，且 λi － λk ＋ １ ≠ ０ ，i ＝ １ ，… ，k ，因此 α１ ＝ … ＝ αk ＝ ０ ．这与 xk ＋ １

线性依赖于 x１ ，… ，xk 矛盾 ，因此假设是错误的 ，x１ ，x２ ，… ，xn 线性无关 ．
因此 ，由定理 ３ ，如果 n阶矩阵有 n个不同的特征值 ，则它与对角矩阵相似 ．
特征问题简化 　在特征值求解过程中 ，通常是把一个给定的问题分解为若干

小的问题来逐一解决 ，即将矩阵分块为较小的矩阵 ，对小矩阵求解特征问题 ，得到
对大的矩阵特征求解 ．下面是相关的简化理论 ．

定理 4 　 如果 A ∈ Cn × n有如下分块形式 ：

A ＝
A１１ 　 A１２

0
k
　 A２２

n － k

k
n － k

则 λ（A） ＝ λ（A１１ ） ∪ λ（A２２ ） ．
证明 　若 λ ，x是 A的特征对 ，则

Ax ＝
A１１ A１２

0 A２２

x１
x２

＝
A１１ x１ ＋ A２２ x２

A２２ x２
＝ λ

x１
x２

其中 x１ ∈ Ck 和 x２ ∈ Cn － k是 x的分划 ．如果 x２ ≠ 0 ，那么 A２２ x２ ＝ λx２ ，因此 λ是 A２２的

特征值 ，即 λ ∈ λ（A２２ ） ．如果 x２ ＝ 0 ，则 A１１ x１ ＝ λx１ ，此时 λ是 A１１的特征值 ，即 λ ∈
λ（A１１ ） ．由此可得

λ（A） 彻 λ（A１１ ） ∪ λ（A２２ ）
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又因为 λ（A）和 λ（A１１ ） ∪ λ（A２２ ）的个数都是 n ，所以 ，上面的集合包含关系应该是等
价的 ，得到结论 ． □

注意这个结论只是关于特征值的 ，对特征向量没有类似的结果 ，特征向量的求
解必须整体地考虑 ；但是如果知道特征值 ，求矩阵的特征向量并不是特别困难的 ，
见第 ９章 ．

我们知道相似变换可以将矩阵简化 ，且简化后的矩阵与原矩阵的特征值相同 ．
将这个事实与定理 ４ 结合起来 ，有下面的结论 ．

定理 5 　 如果矩阵 A ∈ Cn × n ，B ∈ Ck × k和 X ∈ Cn × k ，其中 rank X ＝ k ，满足

AX ＝ XB （１ ．４）

则存在 Hermite矩阵 Q∈ Cn × n ，使得

QH AQ＝ T ＝
T１１ 　 T１２

0
k
　 T２２

n － k

k
n － k

（１ ．５）

且 λ（T１１ ） ＝ λ（A） ∩ λ（B） ．
证明 　记 X ＝ ［ x１ ，… ，xk］ ，由 rank X ＝ k ，AX ＝ XB说明 AX 的每一列可以用

X 的列向量的线性组合表示 ，即子空间 span｛ x１ ，… ，xk｝是 A的不变子空间 ．对向
量 x１ ，… ，xk 进行 Gram唱Schmidt 正交化 ，得

x１ ＝ r１１ q１
x２ ＝ r２１ q１ ＋ r２２ q２

xk ＝ rk１ q１ ＋ rk２ q２ ＋ … ＋ rkk qk

因此

X ＝ ［q１ ， ，qk］

r１１ r１２ … r１ k
r２２ … r２ k

筹 
rkk

记

R１ ＝

r１１ r１２ … r１ k
r２２ … r２ k

筹 
rkk

由 x１ ，… ，xk 是线性无关的 ，得 R１ ∈ Ck × k是非奇异的 ．将向量 q１ ，… ，qk 扩展到 Cn
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的标准正交基 q１ ，… ，qk ，qk ＋ １ ，… ，qn ，且记 Q＝ ［q１ ，… ，qn］ ，则

X ＝ QR （１ ．６）

其中 R ＝
R１

0
．上式称为 X的 QR 分解（见第 ５ 章） ．将式（１ ．６）代入到式（１ ．４）

中 ，得

T１１ 　 T１２

T２１ 　 T２２

R１

0
＝

R１

0
B

其中

QH AQ＝ T ＝
T１１ 　 T１２

T２１ 　 T２２

因此得到两个方程组 T２１ R１ ＝ 0和 T１１ R１ ＝ R１ B ．因为 R１ 是非奇异的 ，由前一个方程
得 T２１ ＝ 0 ，后一个方程表示 T１１与 B是相似矩阵 ，因此 λ（T１１ ） ＝ λ（B） ．由定理 ４ ，
λ（A） ＝ λ（T１１ ） ∪ λ（T２２ ）得到结论 ． □

式（１ ．５）实际上表示由不变子空间可以将矩阵简化 ．
Schur分解 　下面在复空间中 ，介绍将给定的向量变换成与坐标向量 e１ 平行

的线性变换 ．对于任意的 x ＝ （ x１ ，… ，xn）T ∈ Cn ，x ≠ 0 ，记

p ＝
‖ x ‖ ２ ，　 　 　 　 x１ ＝ ０
－ ei ar g x１ ‖ x ‖ ２ ，　 x１ ≠ ０

其中 ‖ x ‖ ２ ＝ x２１ ＋ … ＋ x２n是复平面上的欧氏范数 ．定义

H（ ω） ＝ I － ２ ω ωH （１ ．７）

其中

ω ＝ （ x － pe１ ）／ ‖ x － pe１ ‖ ２

则可以直接验证有

H（ ω） x ＝ pe１

容易证明 ，式（１ ．７）所定义的矩阵 H（ ω）既是 Hermite矩阵又是酉矩阵 ，即

H（ ω）H ＝ H（ ω） ＝ H（ ω） － １

在实空间中 ，H（ ω）对应的是 Housholder 矩阵 ，其几何意义见第 ４ 章 ．利用变换
H（ ω）和数学归纳法可以证明下面的定理 ．
定理 6（Schur 分解） 　给定 A ∈ Cn × n ，则存在酉矩阵 U ，使得
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UH AU ＝ T （１ ．８）

其中 T是上三角矩阵 ，且适当选取 U ，可使 T的对角元素按任意指定的顺序排列 ．
证明 　用数学归纳法对矩阵的阶数 n进行归纳证明 ．
当 n ＝ １ 时 ，定理显然成立 ．下面考虑 n ＞ １ 的情形 ，并假设定理在 n － １ 时

成立 ．
如果 λ∈ λ（A）是排在左上角的特征值 ，且 x ∈ Cn是对应 λ的特征向量 ，即 Ax ＝

λx ．构造 Hermite酉矩阵 H和非零常数 p ，使得 Hx ＝ pe１ ．由 H ＝ H － １得

He１ ＝ １
p x

因此

HAHe１ ＝ HA １
p x ＝ λe１

这表明 HAH有如下形式 ：

HAH ＝ HAHI ＝
λ 　 倡
0 　 A１

其中 A１ 是 n － １阶方阵 ．由定理 ４ ，λ（A１ ） ＝ λ（A） － ｛λ｝ ，再由归纳假设知 ，存在 U１ ∈
U（n － １）使得

UH
１ A１U１ ＝ T１

其中 T１ 是上三角矩阵 ，而且 T１ 的对角元素可以按指定的次序排列 ．记

U ＝ H
１ 　 0
0T 　 U１

则 U是酉矩阵 ，且 UH AU是上三角矩阵 ． □
定理 ６ 的证明过程给出了求一个矩阵特征值的思想 ：可以依次求一个阶数较

低的矩阵 ，来得到原矩阵的其余特征值 ．具体地说 ，在已知矩阵 A的一个特征值和
对应的特征向量时 ，如果需要求其他的特征值和特征向量 ，可以对低一阶的矩阵
A１ 进行处理 ，这个方法称为收缩 ．

分解式（１ ．８）称作 A的 Schur 分解 ，其右端的 T称作 A 的 Schur 标准型 ，可
记为

T ＝ D ＋ M ，　 D ＝ diag（λ１ ，… ，λn）

其中 M为严格上三角矩阵 ，λ（A） ＝ ｛λ１ ，λ２ ，… ，λn｝ ．
如果 A 是 Hermite 矩阵 ，即 A ＝ AH ，则 （UH AU）H ＝ UH AH UH H ＝ UH AU ，即
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UH AU也是 Hermite矩阵 ，而 Hermite上三角矩阵一定是对角矩阵 ，因此 T是对角
矩阵 ．又因为上三角正规矩阵也是对角矩阵 ，所以从定理 ６ 可立即得到下面的
结论 ．

推论 1 　 设 A ∈ Cn × n ，则 ：
（１） A是正规矩阵当且仅当存在酉矩阵 U ，使得 UH AU ＝ diag（λ１ ，λ２ ，… ，λn） ．
（２） A是 Hermite 矩阵当且仅当存在酉矩阵 U 和实对角矩阵 D ，使得

UH AU＝ D ．
实 Schur分解 　 在实际问题中 ，大部分特征问题的求解都是关于实矩阵的 ，因

此给出实的 Schur 分解是有意义的 ．所谓实 Schur 分解就是分解式（１ ．８）中的矩阵
元素都是实的 ．因为实矩阵的特征值可能是复的 ，所以不会有“特征值显现”的三角
阵 ，必须降低要求 ．

定理 7（实 Schur 分解） 　 若 A ∈ Rn × n ，则存在正交矩阵 Q∈ Rn × n ，使得

QT AQ＝

R１１ R１２ … R１ k

0 R２２ … R２ k

  
0 0 … Rkk

（１ ．９）

其中每个 Rii （ i ＝ １ ，… ，k）是实数或二阶实矩阵 ．
证明 　因为 A的特征多项式 det（λI － A）的系数都是实数 ，所以复特征值一定

是共轭出现的 ．记 λ（A）中复共轭对的个数为 l ．对 l进行归纳证明 ．当 l ＝ ０时 ，此时
特征值都是实的 ，且特征向量也是实向量 ，这就是分解式（１ ．８） ，其中元素都是实
的 ．现在假设 l ≥ １ ，如果 λ＝ α ＋ βi ，且 β≠ ０ ，那么一定存在线性无关向量 y ，z ∈ Rn ，
使得

A（ y ＋ i z） ＝ （α＋ iβ）（ y ＋ i z）
否则 β＝ ０ ，即

A［ y ，z］ ＝ ［ y ，z］
α β
－ β α

因此 y和 z张成 A的一个二维不变子空间 ．由定理 ５ ，存在正交矩阵 U ∈ Rn × n ，使得

UT AU ＝
T１１ 　 T１２

0
２

　 T２２

n － ２

２
n － ２

其中 λ（T１１ ） ＝ ｛λ ，λ｝ ．由归纳法 ，存在正交矩阵 珟U ∈ R（ n － ２） × （ n － ２）使得 珟UT T２２ 珟U具有所

需的结构 ．记 Q＝ U
I２ × ２ 0
0 珟U

，则分解式（１ ．９）成立 ． □
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实 Schur 分解式（１ ．９）的右边称为拟上三角阵 ，这是一个简单的拟上三角阵
（见 １畅 ２节） ．这个定理表明任一实阵可以正交相似于一个拟上三角阵 ，显然复特征
值的实部和虚部都可以由 ２ × ２的对角块阵得到 ．

１ ．２ 　特殊矩阵及其性质

在计算机科学和工程研究中 ，经常会遇到一些特殊形式的矩阵 ，其中矩阵元素
之间存在着一定关系 ．了解这些矩阵的内部结构 ，有助于灵活地使用这些矩阵 ，简
化一些问题的表达和求解 ．本节将介绍本书所用到的一些特殊矩阵 ．

对角矩阵 　如果矩阵 D ＝ ［ di j ］ ∈ Rn × n ，当 i ≠ j时 ，有 di j ＝ ０ ，就称 D为对角矩
阵 ，即对角矩阵的主对角线以外的元素全为零 ，主对角线上的元素也可以为零 ，如
果全部是零 ，则为零矩阵 ．通常记对角矩阵为 D ＝ diag（ d１１ ，… ，dnn ）或 D ＝ diag d ，其
中 d是由 D的对角元素组成的 n维向量 ．对一般的矩阵 X ∈ Cn × n ，diagX表示取 X
的对角元素组成的对角矩阵 ．如果一个对角矩阵的所有对角元都是正（非负）实数 ，
就称它为正（非负）对角矩阵 ．注意 ，术语正对角矩阵指的是 ，矩阵是对角的 ，且对角
元素是正的 ，而不是指所有对角元素是正的一般矩阵 ．正对角矩阵的一个例子是单
位矩阵 ．如果对角矩阵 D的各对角元素都是相等的 ，就称 D为纯量矩阵 ，即存在数
α∈ C ，有 D ＝ αI ．矩阵左乘或右乘纯量矩阵等价于数乘矩阵 ．

对角矩阵的行列式正好是对角元素的乘积 ，即 detD ＝ ∏
n

i ＝ １
dii ．因而 ，一个对角

矩阵是非奇异的 ，当且仅当所有对角元素非零 ．对角矩阵 D左乘 A ∈ Rn × n ，即 DA ，
就是用 D的各对角元素乘 A的各行 ，即 A的第 i 行乘 d ii ，i ＝ １ ，２ ，… ，n ．而 D右乘
A ，即 AD ，就是用 D的各对角元素乘 A的各列 ．特别地 ，两个对角矩阵的乘积是可
交换的 ．

分块对角矩阵 　 具有形式

A ＝

A１１ 0
A２２

…

0 Akk

的矩阵 A ∈ Rn × n称为分块对角矩阵 ，其中 Aii ∈ Rni × ni ，i ＝ １ ，２ ，… ，k且 ∑
k

i ＝ １
ni ＝ n ．

由文献（胡茂林 ，２００７）知 ，这样的矩阵对应的映射有 k个不变子空间 ，因此 ，这个矩

阵一般用 A ＝ A１１ 磑 A２２ 磑 … 磑 Akk来表示 ，简记作 磑 ∑
k

i ＝ １
Aii ，称矩阵 A是 A１１ ，… ，Akk
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的直和 ．从乘法角度来考虑分块矩阵 ，分块对角矩阵的许多性质是对角矩阵的推

广 ，例如 ，det（ 磑 ∑
k

i ＝ １
Aii ） ＝ ∏

k

i ＝ １
det（Aii） ，因而 ，A ＝ 磑 ∑

k

i ＝ １
Aii是非奇异的 ，当且仅

当每个 Aii ，i ＝ １ ，… ，k是非奇异的 ．另外 ，给定矩阵 A ＝ 磑 ∑
k

i ＝ １
Aii与 B ＝ 磑 ∑

k

i ＝ １
Bii ，

其中 Aii ，Bii都是同阶的 ，则 A ＋ B ＝ 磑 ∑
k

i ＝ １
（Aii ＋ Bii ） ，AB可交换当且仅当 A ii和 B ii

的乘积可交换 ．
三角矩阵 　如果当 i ＞ j时 ，ri j ＝ ０ ，称矩阵 R ＝ ［ ri j ］ ∈ Cn × n为上三角矩阵 ，如果

当 i ≥ j时 ，ri j ＝ ０ ，就称 R是严格上三角矩阵 ，类似地 ，L称为下三角（或严格下三
角）矩阵 ，是指它的转置是上三角（或严格上三角）矩阵 ．如果实三角矩阵 R的主对
角元素全为正数 ，则称为正线上三角矩阵 ．与对角矩阵类似 ，三角矩阵的行列式是
它的各对角元素的乘积 ，因此 R是非奇异的当且仅当主对角元素全不为零 ．上三
角矩阵的乘积是上三角矩阵 ，上三角矩阵的逆是上三角矩阵 ．三角矩阵的秩至少是
（可能大于）主对角线上非零元的个数 ．以上这些性质对下三角矩阵也成立 ．

分块三角矩阵 　 矩阵 A ∈ Cn × n称为分块上三角矩阵 ，如果它具有形状

A ＝

A１１ 倡
A２２

筹
0 Akk

其中 Aii ∈ Cni × ni ，i ＝ １ ，… ，k ， ∑
k

i ＝ １
ni ＝ n ，而“ 倡 ”表示可以为任意的元素 ，分块上三

角矩阵称为严格分块上三角矩阵 ，如果它的所有对角子块都是零方阵 ．类似地 ，可
以定义分块下三角矩阵 、严格分块下三角矩阵 ．分块三角矩阵的行列式是各对角子
块的行列式的乘积 ．分块三角矩阵的秩至少是（可能大于）诸对角子块秩的和 ．

三角方程组 　经典线性方程组的求解通常是将给定的方程组转化为具有同解
的两个三角方程组 ，即 Gauss 消元法（见第 ４ 章） ．下面讨论三角方程组的求解
算法 ．

前代法 　考虑如下非奇异的 ３ × ３下三角方程组 ：

l１１ ０ ０
l２１ l２２ ０
l３１ l３２ l３３

x１
x２
x３

＝
b１
b２
b３

因为矩阵是非奇异的 ，对角元素 lii ≠ ０ ，i ＝ １ ，２ ，３ ，所以未知数 xi ，i ＝ １ ，２ ，３ 可依次
确定为
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x１ ＝ b１ ／ l１１
x２ ＝ （ b２ － l２１ x１ ）／ l２２
x３ ＝ （ b３ － l３１ x１ － l３２ x２ ）／ l３３

这就是方程组的前代算法 ，此算法可以立即推广到非奇异的 n × n三角方程组
Lx ＝ b ．这个算法的一般形式是

x１ ＝ b１l１１

xi ＝ １
lii bi － ∑

i－ １

j ＝ １
li j x j ，　 i ＝ ２ ，… ，n

算法所需要的 ＋ ，－ ，× ，÷运算次数是 ∑
n

i ＝ １
（２ i － １） ＝ ２ × n（ n ＋ １）

２ － n ＝ n２ ，因此该

算法计算量是 n２ flops ．
回代法 　类似地 ，给定 n（ n ≥ ２）阶非奇异的下三角矩阵 R ，从下到上解上三角

方程组 Rx ＝ b的算法叫回代法 ．其计算公式为

xn ＝ bnr nn

xi ＝ １
rii bi － ∑

n

j ＝ i＋ １
ri j x j ，　 i ＝ n － １ ，… ，１

此算法计算量也是 n２ flops ．
从上述讨论可以看出 ，对三角方程组 ，解有非常简单的表达式 ，因此对一般的

线性方程组 ，一般都是将它们转化为三角方程组来求解 ，转化的方法有三角（或
LU）分解和 QR分解 ，将分别在第 ４ 、５ 章介绍 ．

Hessenberg矩阵 　 在矩阵的特征值求解中 ，Hessenberg 矩阵起着重要的作
用 ．矩阵 A ＝ ［ai j ］ ∈ Cn × n称为上 Hessenberg矩阵 ，如果对任何 i ＞ j ＋ １ ，都有 ai j ＝
０ ，即

A ＝

a１１ a１２ … a１ ，n － １ a１ n
a２１ a２２ … a２ ，n － １ a２ n
０ a３２ … a３ ，n － １ a３ n
０ ０
   
０ ０ … ０ an ，n － １ an ，n

如果 AT 是上 Hessenberg 矩阵 ，就称 A是下 Hessenberg矩阵 ．如果 A的所有次对
角元素非零 ，则称为不可约的（见第 １０章 ，不可约矩阵部分） ．
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在实际问题中 ，主要研究不可约的上 Hessenberg 矩阵 ，因为当某个次主对角
元素为零时（对超大规模矩阵 ，这是常有的） ，上 Hessenberg 矩阵能被看做是两个
不可约上 Hessenberg 矩阵 ，所以可以分别处理 ，这样就可以简化问题 ，即它能被分
割成两个小问题 ．比如求某个上 Hessenberg 矩阵 A的特征值问题 ，如果 ai ，i ＋ １ ＝ ０ ，
即

A ＝
B１１ B１２

0 B２２

其中 B１１ ∈ C j × j ，B２２ ∈ Ck × k ，j ＋ k ＝ n ．由定理 ４ ，可以分别求 B１１和 B２２的特征值来得

到 A的特征值 ．如果分割点在矩阵的中间 ，就能节省许多计算量 ．因为如果对 Hes唱
senberg 矩阵 A求特征值的计算量是 O（ n２ ） ，将 n分割一半 ，求 B１１和 B２２特征值的

计算量就分别减少 １／４ ，整个计算量减少 １／２ ．
三对角矩阵 　如果矩阵 A ＝ ［ai j ］ ∈ Rn × n既是上 Hessenberg 矩阵 ，又是下 Hes唱

senberg矩阵 ，就称为三对角矩阵 ，即当｜ i － j｜ ＞ １时 ，aij ＝ ０ ，三对角矩阵的形式是

A ＝

a１１ a１２ 0
a２１ a２２ a２３

a３２ a３３
…

… … an － １ ，n

0 an ，n － １ an ，n

三对角矩阵的行列式可以用递推公式计算 ：记 Ak 为 k 阶三对角矩阵 ，对 k ＝
２ ，… ，n － １ ，有

det A（ k ＋ １） × （ k ＋ １） ＝ ak ＋ １ ，k ＋ １ detAk × k － ak ＋ １ ，k ak ，k ＋ １ detA（ k － １） × （ k － １） ．
正交矩阵 　 如果实方阵 U的转置等于它的逆矩阵 ，即 UT U ＝ I ，其中 I是恒等

矩阵 ，则称 U为正交矩阵 ．它表示 U的列向量的长度都是 １ ，且任意两个不同的列
都是正交的 ．用 Kronecker 记号表示为 uT

i u j ＝ δi j ．由条件 UT U ＝ I ，可以推出 UUT ＝
I ．所以 U的行向量长度也都是 １ ，并且两两是正交的 ．对矩阵等式 UT U ＝ I两边取
行列式 ，由 detU ＝ detUT ，得到（detU）２ ＝ １ ．因此 ，对正交矩阵 U ，有 detU ＝ ± １ ．

如果 U和 V是正交的 ，则（UV）T （UV） ＝ VT UT UV ＝ I ，即正交矩阵的乘积仍然
是正交矩阵 ，且正交矩阵的逆也是正交矩阵 ，因此所有 n阶正交矩阵形成一个群 ，
记为 O（ n） ．此外 ，行列式为正的 n阶正交矩阵也形成一个子群 ，称为 n维旋转群 ，
记为 SO（n） ．

正交矩阵的保范性质 　向量 x的长度定义为 ‖ x ‖ ２ ＝ （ xT x）１／２ ，也称为欧氏范
数（胡茂林 ，２００７） ．正交矩阵的一个重要性质是向量乘以正交矩阵后 ，欧氏范数保
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持不变 ．这可通过下面的简单计算进行验证

‖ Ux ‖ ２ ＝ （Ux）T （Ux） ＝ xT UT Ux ＝ xT x ＝ ‖ x ‖ ２

因此正交矩阵对应的变换是保距的 ，即保持变换前后两点之间的距离 ．由上面的证
明过程可以看出 ，正交变换也是保持内积的 ，因此正交变换也保持向量之间的
夹角 ．

半正交矩阵 　下面介绍具有正交矩阵部分性质的长方阵 ．
矩阵 Q∈ Rm × n ，m ≥ n称为半正交矩阵 ，如果它的列向量在 Rm 中是正交的 ，即

QT Q＝ In ．因为只有方阵才有逆矩阵 ，因此 Q－ １ ≠ QT ，且 QQT 也不是单位矩阵 ．
对半正交矩阵 Q ∈ Rm × n ，m ≥ n ，记它的列向量为 q１ ，q２ ，… ，qn ，则可以简单地

证明下面的三个结论 ：
（１） 如果 x ∈ Rm 与 q１ ，q２ ，… ，qn 正交 ，则 QQT x ＝ 0 ．
（２） 对 i ＝ １ ，… ，n ，QQT qi ＝ qi ．因此在 Rm 的子空间 span｛q１ ，… ，qn｝上 ，QQT 类

似于单位矩阵 ．
（３） （QQT ）２ ＝ QQT ，因此 QQT 是一个投影矩阵 ．又因为（QQT ）T ＝ QQT ，因此是

正交投影矩阵 ．
半正交矩阵也是保持距离的 ，即如果 Q ∈ Rm × n是半正交矩阵 ，则对所有的 x ，

y ∈ Rn ，有
枙Qx ，Qy枛 ＝ 枙 x ，y枛和 ‖ Qx ‖ ＝ ‖ x ‖

置换矩阵 　 如果矩阵 P ∈ Rn × n的每一行和每一列恰好有一个元素等于 １ ，而其
余的元素都是 ０ ，就称 P是一个置换矩阵 ．置换矩阵实际上就是对 n阶单位矩阵的
n个列向量进行重新排列而组成的矩阵 ．一个矩阵左（或右）乘以置换矩阵就是将
被乘矩阵的行（或列）作相应的置换 ．例如 ，取置换矩阵

P ＝
０ 　 １ 　 ０
１ 　 ０ 　 ０
０ 　 ０ 　 １

∈ R３ × ３

则

P
１
２
３

＝
２
１
３

P将向量（１ ，２ ，３）T 的行分量进行互换 ，即它把第一个元素换到第二个位置 ，而把
第二个元素换到第一个位置 ，第三项保持不动 ．一般 ，矩阵 A ∈ Rm × n左乘置换矩阵

P ∈ Rm × m就是互换 A的行 ，右乘置换矩阵 P ∈ Rn × n就是互换 A的列 ．
根据行列式展开公式 ，置换矩阵的行列式是 ± １ ，因而置换矩阵一定是非奇异
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的 ．虽然置换矩阵关于矩阵乘法是不可交换的 ，但两个置换矩阵的乘积还是置换矩
阵 ．因为单位矩阵是一个置换矩阵 ，且对每个置换矩阵 P ，有 PT ＝ P－ １ ．所以 ，置换
矩阵集合构成 Rn × n中的正交变换群 O（n）的一个子群 ，该子群有 n ！个元素 ．

如果置换矩阵 P ∈ Rn × n置换矩阵的行 ，则 PT ＝ P－ １ ∈ Rn × n就是置换相同标号
的列 ，所以变换 A → PAPT 置换 A ∈ Rn × n相同标号的行和列 ，这个变换相当于重排
这两行和列的各元素 ．

方阵 A ∈ Rn × n称为本性三角矩阵 ，如果存在某个置换矩阵 P使得 PAPT 是三

角矩阵 ．本性三角矩阵与三角矩阵之间有许多共同的性质 ．

１ ．３ 　分 块 矩 阵

在矩阵计算中 ，采用分块处理可以简化许多核心算法 ，目前在高性能计算中 ，
“分块算法”越来越重要 ．分块算法实质上是指大量运用矩阵乘矩阵的算法 ．在许多
计算环境下 ，这类算法比基于低层线性代数的算法更为有效 ．通过合理地利用矩阵
的结构 ，可以优化储存空间和减少求解线性方程组的计算量 ．因此熟悉和掌握矩阵
分块计算是很重要的 ．

块矩阵记号 　 通常的矩阵按行和列分划可以看做是矩阵分块的特殊情形 ．在
一般情况下 ，对 n × n矩阵 A的行和列的指标集进行分划 ，并用 q × r个子矩阵把 A
记成

A ＝
A１１ … A１ r

 
Aq１ … Aqr

m１


mq

（１ ．１０）

n１ 　 … 　 nr

其中 m１ ＋ … ＋ mq ＝ n１ ＋ … ＋ nr ＝ n ，Aαβ ∈ Rmα × nβ ，表示在 α行 β列的块矩阵 ，也称为
子矩阵 ，称 A ＝ ［Aαβ］是一个 q × r的分块矩阵 ．

分块矩阵的运算 　 只要满足对应的阶数条件 ，分块矩阵的运算就和普通矩阵
的运算完全一致 ．例如 ，若 n × n矩阵 B也有与式（１ ．１０）相同的分划 ，即

B ＝
B１１ … B１ r

 
Bq１ … Bqr

则矩阵 C ＝ A ＋ B也可看做是 q × r分块矩阵

C ＝
C１１ … C１ r

 
Cq１ … Cqr

＝
A１１ ＋ B１１ … A１ r ＋ B１ r

 
Aq１ ＋ Bq１ … Aqr ＋ Bqr
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类似地 ，可以定义分块矩阵的乘法 ．设 A ，B ∈ Rn × n的分划为

A ＝
A１１ … A１ s

 
Aq１ … Aqs

m１


mq

　 和 　 B ＝
B１１ … B１ r

 
Bs１ … Bsr

p１

ps

p１ 　 … 　 ps 　 　 　 　 　 　 　 　 n１ 　 … 　 nr

则 C ＝ AB可以按如下方式分块计算 ：

C ＝
C１１ … C１ r

 
Cq１ … Cqr

m１


mq

n１ 　 … 　 nr

其中 Cαβ ＝ ∑
s

r ＝ １
AαrB rβ ，α＝ １ ，… ，q ，β＝ １ ，… ，r ．

分块矩阵的应用 　 在对高阶方阵进行计算时分块计算无疑会带来便利 ，并能
极大地减少计算的工作量 ．下面为简单计 ，只限于考虑在纵向及横向各分划成两块
的矩阵运算 ，反复使用所得结果 ，很容易得到在纵向及横向分划成三块或更多块情
况下的计算公式 ．

给定 A ∈ Rn × n ，将 A分划成

A ＝
A１１ 　 A１２

A２１ 　 A２２
（１ ．１１）

其中 A１１是 n１ 阶矩阵 ，A２２是 n２ 阶矩阵 ，n１ ＋ n２ ＝ n ．
如果 A１１可逆 ，构造拟下三角矩阵

In１ 0
－ A２１ A－ １

１１ In２

并用它左乘 A得

In１ 0
－ A２１ A－ １

１１ In２
A１１ 　 A１２

A２１ 　 A２２
＝

A１１ A１２

0 A２２ － A２１ A－ １
１１ A１２

这相当于对 A进行 n１ 个倍加的初等变换 ．由上式得到分块矩阵式（１ ．１１）的拟三角
分解（见第 ４ 章）

A１１ 　 A１２

A２１ 　 A２２
＝

In１ 0
A２１ A－ １

１１ In２
A１１ A１２

0 A２２ － A２１ A－ １
１１ A１２
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