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前 　 　言

在生产实践和日常生活中 ，人们遇到的需要解决的实际问题大体可以分为两
类 ：确定性问题与不确定性问题 ．例如 ，导线内的电流与电压之间 ，气体体积 、压强 、
温度之间存在着确定性关系 ，属于确定性问题 ．解决确定性问题可用经典数学（代
数 、微分方程等）方法进行分析研究 ．但对于某些确定对象的长度 、面积 、体积的测
量误差的估计 ；由多种元件组成的系统寿命的预测 ；胖与瘦 、美与丑 、高与低 、好与
坏 、阴与晴等的划分都未必有某种完全确定性 ，这些属于不确定性问题 ．解决不确
定性问题用经典数学方法一般难以取得满意的结果 ．

不确定性问题可以分为两类 ：随机不确定性问题与模糊不确定性问题 ．随机不
确定性是指事物的发生摆脱了“一因一果”的确定性 ，反映出了事物“一因多果”的
随机性 ．例如 ，观测误差主要与观测手段（如观测仪器先进与否） 、观测环境（如气
温 、湿度 、海拔高度等）等因素有关 ；多元件组成系统的寿命与各元件的制作材料 、
工艺 、操作技术 、组合方式等诸多因素有关 ，且这些因素很难一一枚举 ，更难定量地
说明各自对结果造成了多大影响 ，从而在因果律上存在破缺 ，属随机不确定性一
类 ．模糊不确定性是指事物本身所固有的不精确状况 ，摆脱了非此即彼的精确性 ，
反映了事物之间由于差异的中间过渡性所引起的划分上的不确定 ，而导致了概念
的外延不分明性 ，也就是“亦此亦彼”的模糊性 ．例如 ，对某种服装 ，若式样新颖 、质
地优良 、价格低廉 ，就被列入好的一类 ；若式样陈旧 、质地低劣 、价格昂贵 ，则被列入
差的一类 ．然而 ，人们也常对某种服装作出较好或较差的评价 ，这说明好与差之间
还存在较好 、较差等中间状态 ，又如 ，人们常听医生对某个病人的病情作出诸如“重
感冒” 、“较重感冒” 、“较轻感冒” 、“轻感冒”等结论 ，这说明重 、轻感冒之间 ，也有较
重 、较轻等中间状态 ．即在排中律上存在破缺 ，属模糊不确定性一类 ．

研究随机不确定性问题的主要数学工具是概率论与数理统计 ．研究模糊不确
定性问题的工具是由美国控制论专家 L ．A ．Zadeh创立的模糊数学 ．１９６５ 年 L ．A ．
Zadeh发表了开创性论文“模糊集合”（Fuzzy Sets ，Information Control） ，标志着模
糊数学的诞生 ．４０年来 ，模糊数学获得了蓬勃发展 ，其触角遍及自然科学 、社会科
学 、横断交叉学科 ．在数学理论（如拓扑学 、逻辑学 、测度论等） 、应用方法（如控制
论 、聚类分析 、模式识别 、综合评估等） 、实际应用（如中长期气象预报 、成矿预测 、良
种选择 、故障诊断等） 、人文系统（如经济系统 、政治系统 、决策系统 、教育系统）诸多
方面都取得了很多有价值的成果 ．国内创办了枟模糊系统与数学枠杂志 ，国际上创办
了 Fuzzy sets and systems杂志 ，模糊数学正在向各个领域渗透 ．



· ii · 　 　

国内模糊数学的研究始于 ２０世纪 ７０ 年代 ，作者于 ２０ 世纪 ８０ 年代开始接触
模糊数学 ，并于 １９８４年编写了枟模糊数学讲义枠 ，在校内作为教材使用 ．本书是在原
讲义的基础上修改和补充后编写而成的 ，书中大部分内容是作者长期教学和科学
研究成果的汇编 ，同时吸收了国内外有关著作 、杂志和会议论文集上发表的论文及
应用实例 ．

本书概念清楚 ，文字通俗 ，深入浅出 ，注重模糊概念与定理的直观描述 ，以加深
读者对模糊概念的理解 ；并且特别关注模糊数学方法及其应用 ，每一章都以一定的
篇幅安排模糊数学方法应用的内容 ，以培养学生应用模糊数学解决实际问题的能
力 ．本书可作为农科 、工科硕士研究生及本科高年级学生的教材 ，也可作为各类工
程技术人员 、管理人员 、大专院校师生的参考书和实用工具书 ．

本书由梁保松 、曹殿立同志任主编 ，叶耀军 、陈振 、王丽娟同志任副主编 ．参加
编写的有梁保松 、曹殿立 、叶耀军 、陈振 、王丽娟 、胡丽萍 、王建平 、郝建丽 、王亚伟 、
白洪远 、侯贤敏 ．

本书引用了诸多文献资料 ，同时还引用了一些同志的研究成果 ，在此谨向作者
们表示衷心感谢 ．

由于水平所限 ，疏漏之处在所难免 ，恳请读者批评指正 ．

编 　者
２００７年 １１月

前 　 　言
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第 1章 　普通集合与普通关系

１９世纪末 ，Cantor 首创集合论 ，并迅速渗透到各个数学分支 ，成为数学的基
础 ．１９６５年美国控制论专家 L ．A ．Zadeh 发表了开创性论文“模糊集合”（Fuzzy
Sets ，Information and Control） ，对 Cantor集合理论作了有益的推广 ，从而建立了
模糊集合论 ，且在很多领域取得了卓有成效的应用 ．本章介绍模糊集合理论的预备
知识 ，为了区别于模糊集合 ，本章所讨论的集合与关系称为普通集合与普通关系 ．

１畅１ 　普通集合的概念与运算

1畅1畅1 　集合的概念

Cantor 对 “集合”作了如下描述 ：“把一定的并且彼此可以明确识别的东
西 ——— 可以是直观的对象 ，也可以是思维的对象 ———放在一起叫做集合 ．”组成集
合的每一个对象 ，称为该集合的元素 ．

考虑一个确定的集合 ，使其在过程中所涉及的一切集合都是这个集合的元素 ，
这样的集合叫做论域或空间 ，常用大写字母 U 、X 等表示 ．如考虑的是部分正整数
的集合 ，则论域就可以取全体自然数组成的集合 ：N ＝ ｛１ ，２ ，３ ，… ｝ ．如研究的是
xOy平面上的点集 A ＝ ｛（ x ，y）｜ x ，y为实数 ，y ＝ Φ（ x）｝ ，则由 xOy平面上一切点
组成的集合

U ＝ ｛（ x ，y） | － ∞ ＜ x ＜ ＋ ∞ ， － ∞ ＜ y ＜ ＋ ∞ ｝
就可以作为论域 ，这时恒有 A 彻 U ．

论域 U 中的任一元素 x ，对于某一确定的集合 A ，要么 x ∈ A ，要么 x 臭 A ，二者
必居其一且仅居其一 ，这是普通集合论的基本要求 ．

Cantor 集合论是以形式逻辑的同一律 、矛盾律和排中律为基础的 ，“任何事物
要么具有性质 p ，要么不具有性质 p ，非此即彼” ．Cantor 集合论提供了数学研究的
普遍工具 ，每一个数学概念都反映了具有特殊性质的对象的集合 ；每一个判断都反
映了集合之间的某种关系 ；每一步数学推理都反映了集合之间的某种运算 ．

集合可以表述概念 ，一个概念有它的内涵和外延 ．符合某概念的对象的全体构
成此概念的外延 ；一个概念所包含的那些区别于其他概念的全体本质属性就是这
一概念的内涵 ．比如“人”这个概念的外延就是世界上所有人的全体 ；而内涵就是区
别于其他动物的那些本质属性的全体 ，如“会思维” 、“能制造和使用工具进行劳动”



等 ．用集合论的观点来看 ，一个概念的外延就是一个集合 ．

1畅1畅2 　集合的关系与运算

集合间的关系有 ：
包含 　 A 彻 B ：橙 x ∈ A都有 x ∈ B ，并称 A为 B 的子集 ．若 A 彻 B ，但 A ≠ B ，称

A为 B 的真子集 ，记为 A 炒 B（其中“ 橙 ”表示“任意” ，后同） ．
相等 　 A ＝ B 骋 A 彻 B且 B 彻 A（其中“ 骋 ”表示“充分必要” ，后同） ．
集合和元素是两个不同的概念 ．如将论域 U 中的每一个子集（包括空集）都看

作新的元素 ，则由 U 中的全部子集组成新的集合 ，即集合的集合（集合类） ，称为 U
的幂集 ，记为 P（U） ．例如 ，U ＝ ｛１ ，２ ，３｝ ，则

P（U） ＝ ｛ 碬 ，｛１｝ ，｛２｝ ，｛３｝ ，｛１ ，２｝ ，｛１ ，３｝ ，｛２ ，３｝ ，｛１ ，２ ，３｝｝ ．
　 　集合间的运算有 ：
并运算 　 A ∪ B ＝ ｛ x｜ x ∈ A或 x ∈ B｝ ．
交运算 　 A ∩ B ＝ ｛ x｜ x ∈ A 且 x ∈ B｝ ，也记为 AB ．一般地 ，设 A t（ t ∈ T）是 U

的子集 ，所有 A t 的并集为
∪ A t ＝ ｛ x | 愁 t ∈ T ，x ∈ A t ，x ∈ U｝ ；

而所有 A t 的交集为
∩ A t ＝ ｛ x | 橙 t ∈ T ，x ∈ A t ，x ∈ U｝ ．

其中 ，T是集 A t 的所有下标组成的集 ，称为指标集（“ 愁 ”表示“存在” ，后同） ．
差运算 　 A － B ＝ ｛ x｜ x ∈ A ，x 臭 B｝ ．
余运算 　 Ac ＝ ｛ x｜ x 臭 A ，x ∈ U｝ ．
集合的运算满足如下运算规律 ：
幂等律 　 A ∪ A ＝ A ，　 A ∩ A ＝ A ．
交换律 　 A ∪ B ＝ B ∪ A ，　 A ∩ B ＝ B ∩ A ．
结合律 　 （ A ∪ B） ∪ C ＝ A ∪ （B ∪ C） ，　 （ A ∩ B） ∩ C ＝ A ∩ （B ∩ C） ．
分配律 　 A ∪ （B ∩ C） ＝ （ A ∪ B） ∩ （ A ∪ C） ，

A ∩ （B ∪ C） ＝ （ A ∩ B） ∪ （ A ∩ C） ．
吸收律 　 （ A ∩ B） ∪ B ＝ B ，　 （ A ∪ B） ∩ B ＝ B ．
两极律 　 A ∪ U ＝ U ，　 A ∩ U ＝ A ，　 A ∪ 碬 ＝ A ，　 A ∩ 碬 ＝ 碬 ．
还原律 　 （ Ac） c ＝ A ．
互补律 　 A ∪ Ac ＝ U ，　 A ∩ Ac ＝ 碬 ．
De唱Morgan律 　 （ A ∪ B） c ＝ Ac ∩ Bc ，　 （ A ∩ B） c ＝ Ac ∪ Bc ．
一般地 ，设 A t ∈ P（U） ，t ∈ T ，则

（ ∪
t ∈ T
A t） c ＝ ∩

t ∈ T
A ct ；
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（ ∩
t ∈ T
A t） c ＝ ∪

t ∈ T
A ct ．

1畅1畅3 　映射与扩张

１畅 映射

定义 1唱1 　 设 X 与 Y 都是集合 ，若存在对应关系 f ，使 橙 x ∈ X ，都有唯一的
y ∈ Y与之对应 ，则称 f 是映 X 入 Y 的映射 ，记为

f ：X → Y ，　 x y ＝ f（ x） ，
读作 f 映 X 入 Y（映入） ．y称为 x 在映射 f 下的像 ，x称为原像 ．

f ：X → Y ，且对任意 x１ ，x２ ∈ X ，当 x１ ≠ x２ 时 ，有 f（ x１ ） ≠ f（ x２ ） ，则称 f 为单
射 ，也称 f 为一一的 ．

f ：X → Y ，且对任意 y ∈ Y ，都有 x ∈ X使得 y ＝ f（ x） ，则称 f 为满射 ，也称 f 映
X到 Y 上（映上） ．

　 图 １唱１

定义 1唱2 　设有三个非空集合 U 、V 、W ，映射 f ：U →
V ，映射 g ：V → W ，由 f 、g确定的 U 到 W 的映射 h ：U →
W ，称为映射 f 、g的合成映射 ，记为 h ＝ g礋 f（图 １唱１） ．
而 h（ x） ＝ g（ f（ x）） ，橙 x ∈ U ．
可以验证合成映射满足结合律 ：

h 礋 （ g 礋 f） ＝ （h 礋 g） 礋 f ．
　 　若 f ：X → Y 是一一的满射 ，称 f 为双射 ，双射也称为一一对应 ．
若 f ：X → Y ，令 f（ X） ＝ ｛ y｜ 愁 x ∈ X ，使得 y ＝ f（ x）｝ ，则称 f（ X）是 f 的值域 ．
显然 ，若 f ：X → Y ，且 f（ X） ＝ Y ，则 f 是满射 ，若 f 还是一一的 ，则 f 是双射 ．
例 1唱1 　设 f ：［０ ，１］ → ［０ ，２］ ，且 f（ x） ＝ x２ ，则 f 是一一的 ，但不是映上而是

映入 ；设 f ：［ － １ ，１］ → ［０ ，１］ ，且 f （ x） ＝ x２ ，则 f 是映上的 ，但不是一一的 ；设
f ：［０ ，１］ → ［０ ，１］ ，且 f（ x） ＝ x２ ，则 f 是一一的满射（双射） ．

图 １唱２ 　

２畅 集合的特征函数

定义 1唱3 　设 A是论域 U 中的一个子集 ，称映射
χA ：U → ｛０ ，１｝ ，

χA （u） ＝
１ ， 当 u ∈ A ；
０ ， 当 u 臭 A

为集合 A的特征函数（图 １唱２） ．
例如 ，设 U 为自然数集 ，A ＝ ｛１ ，２ ，３｝ ，则 A 的特

征函数为
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χA （u） ＝
１ ， 当 u ＝ １ ，２ ，３时 ；
０ ， 当 u为其他自然数时 ．

因此 ，只要给出论域 U 的一个子集 A ，就唯一地确定一个 A 的特征函数 ．反

过来 ，给定一个从 U 到｛０ ，１｝的映射（也称 U 中的一个特征函数） χ ，也就唯一地确
定一个 U 的子集 A ．

图 １唱３ 　

例如 ，设 U 是全体自然数组成的集合 ，按图 １唱３

作一个从 U 到｛０ ，１｝的映射 χ ．
这里取以 １为像的所有 U 中元素作成子集 A ，显

见 ，A ＝ ｛１ ，２ ，３｝ ，此时 χA ＝ χ ．
所以 ，只要给出论域 U 中的一个特征函数就等

于给定了一个 U 的子集 ，它由 U 中以 １为像的一切元素所组成 ．这样 ，U 的子集和
它的特征函数之间建立了一一对应关系 ．从这种意义上说“子集就是特征函数” ．

引入特征函数的好处是可以把集合转化为函数 ，特征函数与集合间有如下关系 ：

（１） A ＝ U 骋 χA （u） ≡ １ ，　 A ＝ 碬 骋 χA （u） ≡ ０ ，橙 u ∈ U ；

（２） A 彻 B 骋 χA （u） ≤ χB （u） ，橙 u ∈ U ；

（３） A ＝ B 骋 χA （u） ＝ χB （u） ，橙 u ∈ U ；

（４） χA ∪ B（u） ＝ χA （u） ∨ χB （u） ，橙 u ∈ U ；

（５） χA ∩ B（u） ＝ χA （u） ∧ χB （u） ，橙 u ∈ U ；

（６） χA c （u） ＝ １ － χA （u） ，橙 u ∈ U ．
这里 ∨ 、∧ 分别表示 sup及 inf（取上 、下确界） ，在有限个成员之间 ，它们表示

max 及 min（取最大 、最小值） ．与图 １唱２相对照的图形见图 １唱４畅

图 １唱４

例 1唱2 　 A ＝ ［２ ，８］ ，B ＝ ［３ ，５］ ，

χA （ x） ＝
１ ， x ∈ ［２ ，８］ ，
０ ， x 臭 ［２ ，８］ ，

　 χB （ x） ＝
１ ， x ∈ ［３ ，５］ ，
０ ， x 臭 ［３ ，５］ ，

则

max｛χA （ x） ，χB （ x）｝ ＝
１ ， x ∈ ［２ ，８］ ，
０ ， x 臭 ［２ ，８］ ，
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而 A ∪ B ＝ ［２ ，８］ ，χA ∪ B（ x） ＝
１ ， x ∈ ［２ ，８］ ，
０ ， x 臭 ［２ ，８］ ，

可见

χA ∪ B（ x） ＝ max｛χA （ x） ，χB（ x）｝ ．

　 　为了便于引入模糊集 A ，也称 A的特征函数 χ A 为 A的隶属函数 ，χA 在 u上的
值叫做 u对 A 的隶属度 ．当 u ∈ A时 ，u的隶属度χ A （u） ＝ １ ，表示 u绝对隶属于 A ；
当 u 臭 A时 ，u的隶属度 χA （u） ＝ ０ ，表示 u绝对不隶属于 A ．

３畅 映射的扩张

定义 1唱4 　设 f ：X → Y ，x f （ x） ，则称映射 f ：X → P（Y） ，x f （ x） ＝ B ∈
P（Y）为从 X到 Y 的点集映射（图 １唱５） ．

　 图 １唱５

定义 1唱5 　 设 f ：X → Y ， x f （ x） ，则称映射
T ：P（ X） → P（Y） ，A T （ A）为从 X 到 Y 的集合变换
（图 １唱５） ．

例 1唱3 　设 X ＝ ｛a ，b｝ ，Y ＝ ｛ c ，d ，e｝ ，则
P（ X） ＝ ｛ 碬 ，X ，｛a｝ ，｛b｝｝ ，
P（Y） ＝ ｛ 碬 ，Y ，｛ c｝ ，｛ d｝ ，｛ e｝ ，｛ c ，d｝ ，｛ c ，e｝ ，｛ d ，e｝｝ ．

　 　令 f ：a ｛ c｝ ，b ｛ d ，e｝ ；
T ：碬 碬 ，｛a｝ ｛ c ，d｝ ，｛b｝ ｛ c｝ ，X Y ．

则 f 是从 X 到 Y 的点集映射 ，而 T是从 X 到 Y 的集合变换 ．
定义 1唱6（经典扩张原理） 　 设映射 f ：X → Y ，x f （ x） ＝ y ，橙 A ∈ P（ X） ，令

f（ A） ＝ ｛ y ∈ Y｜ y ＝ f（ x） ，x ∈ A｝ ，则集合 f（ A） ∈ P（Y）称为集 A在 f 下的像 ；橙 B ∈
P（Y） ，令 f － １ （B） ＝ ｛ x ∈ X｜ f（ x） ∈ B｝ ，则集合 f － １ （B） ∈ P（ X）称为集 B在 f 下的
原像 ．于是 ，映射 f ：X → Y ，x f （ x） ＝ y诱导出映射

f ：P（ X） → P（Y） ，　 A f （ A） ∈ P（Y） ；
f － １ ：P（Y） → P（ X） ，　 B f － １ （B） ∈ P（ X） ．

其特征函数分别为

χ f（ A） （ y） ＝ ∨
f（ x） ＝ y

χ A （ x） ，　 χ f － １（ B） （ x） ＝ χB（ f（ x）） ．

　 　这就是扩张原理 ，它实际上是一个定义 ．
例 1唱4 　设 X ＝ ｛１ ，２｝ ，Y ＝ ｛１ ，３ ，４｝ ，映射 f ：X → Y 定义为 f （ x） ＝ x２ ，则

P（ X） ＝ ｛ 碬 ，｛１｝ ，｛２｝ ，X｝ ，
P（Y） ＝ ｛ 碬 ，｛１｝ ，｛３｝ ，｛４｝ ，｛１ ，３｝ ，｛１ ，４｝ ，｛３ ，４｝ ，Y｝ ．

在映射 f 下的扩张原理为
f ：P（ X） → P（Y） ，

A f （ A） ＝ ｛ y | y ＝ f（ x） ＝ x２ ，x ∈ A｝ ．
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　 　例如 ，｛ x｝ f（｛ x｝） ＝ ｛ y｜ y ＝ f（ x） ＝ x２ ，x ∈ ｛ x｝｝ ＝ ｛ f（ x）｝ ＝ ｛ x２ ｝ ，
f（ 碬 ） ＝ 碬 ，　 f（｛１｝） ＝ ｛ f（１）｝ ＝ ｛１｝ ，
f（｛２｝） ＝ ｛ f（２）｝ ＝ ｛４｝ ，　 f（ X） ＝ ｛ f（１） ，f（２）｝ ＝ ｛１ ，４｝ ∈ P（Y） ．
f － １ ：P（Y） → P（ X） ，
f － １ （ 碬 ） ＝ 碬 ，　 f － １ （｛１｝） ＝ ｛ f － １ （１）｝ ＝ ｛１｝ ，
f － １ （｛４｝） ＝ ｛ f － １ （４）｝ ＝ ｛２｝ ，　 f － １ （｛１ ，４｝） ＝ ｛１ ，２｝ ＝ X ，

但 f － １ （｛３｝） ，f － １ （｛３ ，４｝） ，f － １ （｛１ ，３｝） ，f － １ （Y）在 f 下没有原像 ，因此当 B ＝ ｛３｝ ，
｛１ ，３｝ ，｛３ ，４｝ ，Y 时 ，f － １均不是 B到 f － １ （B）的映射 ．

１畅２ 　普 通 关 系

1畅2畅1 　直积（Descartes乘积）

定义 1唱7 　设 U 、V 是两个集合 ，称 U × V ＝ ｛（u ，v）｜u ∈ U ，v ∈ V｝为 U 和 V 的
直积或笛卡儿（Descartes）乘积 ．

直积 U × V 是一个新的集合 ，其元素由 U 中的元素与 V 中的元素无约束的任
意搭配起来的序偶（ x ，y）（或序对）构成 ．

例 1唱5 　设 U ＝ ｛１ ，２ ，３ ，４｝ ，V ＝ ｛５ ，６｝ ，
U × V ＝ ｛（１ ，５） ，（１ ，６） ，（２ ，５） ，（２ ，６） ，（３ ，５） ，（３ ，６） ，（４ ，５） ，（４ ，６）｝ ，
V × U ＝ ｛（５ ，１） ，（５ ，２）（５ ，３） ，（５ ，４） ，（６ ，１） ，（６ ，２） ，（６ ，３） ，（６ ，４）｝ ．

　 　显然 U × V ≠ V × U ，可见序偶和顺序是有关的 ．当 U ＝ V 时 ，U × U ＝ U２ ，称为
U 上的直积 ．直积的定义可推广到多个集合上去 ：

A１ × A２ × … × An 扯 ｛（ x１ ，x２ ，… ，xn） | xi ∈ A i ，i ＝ １ ，２ ，… ，n｝ ．
　 　例如 ，设 R为实数集 ，则

R３ ＝ R × R × R ＝ ｛（ x ，y ，z） | － ∞ ＜ x ，y ，z ＜ ＋ ∞ ｝ ，
又称为三维 Eucild空间 ．
Rn ＝ R × R × … × R ＝ ｛（ x１ ，x２ ，… ，xn） | － ∞ ＜ x i ＜ ＋ ∞ ，i ＝ １ ，２ ，… ，n｝ ，
又称为 n维 Euclid空间 ．

1畅2畅2 　二元关系

直积是两集合元素之间的无约束搭配 ，若给搭配以约束 ，便形成了一种特殊关
系 ．关系的内容包含于搭配的限制之中 ，接受约束的序对形成直积的一个子集 ，这
个子集便表现了所说的关系 ．

例 1唱6 　 U 、V 均为男子的集合 ，则 U × V ＝ ｛（ u ，v）｜ u ∈ U ，v ∈ V｝为任意两个
男子组成的序对集合 ．
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现对这种搭配加以限制 ，如限制“父子”才能搭配 ．它体现了“男子”与“男子”之
间的一种特殊关系 ，并非任何两个男子都具有“父子”关系 ，只有父亲和儿子才能成
为“父子” ，因此 ，“父子”关系是 U × V 的一个子集 ，即

R ＝ ｛（u ，v） | u ∈ U ，v ∈ V ，u是 v 的父亲｝ ，　 R 彻 U × V ．
　 　关系是一个集合 ，它是直积的一个子集 ．
定义 1唱8 　设 U 、V 是两个非空集合 ，U × V 的子集 R 称为 U 到 V 的二元关

系 ，记为

U
R
V ．

　 　当（u ，v） ∈ R时 ，称 u与 v 有关系 R ，记为 uRv ；当（u ，v） 臭 R时 ，称 u与 v 没有
关系 R ，记为 u珚R v ．特别当 U ＝ V 时 ，称 U × V 的子集 R 为 U 上的二元关系 ．以后把
二元关系简称为关系 ．

二元关系可推广到 n元关系 ，一般地 ，A × A × … × A
n个

的子集 R 称为 A 上的 n

元关系 ．二元关系的许多结论可推广到多元关系中 ．
例 1唱7 　设 U ＝ V ＝ R（实数集） ，则

S ＝ ｛（u ，v） | u ＝ e v － ３ ，u ∈ U ，v ∈ V｝
是 U 到 V 的一个关系 ．对任意（u ，v） ∈ U × V ，当 u ＝ e v － ３时 ，（u ，v） ∈ S ，此时 u与
v 有关系 S ；当 u ≠ e v － ３时 ，（u ，v） 臭 S ，此时 u与 v 没有关系 S ．

例 1唱8 　设 X ＝ ｛１ ，４ ，７ ，８｝ ，Y ＝ ｛２ ，３ ，６｝ ，
R ＝ ｛（１ ，２） ，（１ ，３） ，（１ ，６） ，（４ ，６）｝ ，

则 R是 X 到 Y 的“小于”关系 ．
例 1唱9 　设 U ＝ R ，

R１ ＝ ｛（u ，v） | （u ，v） ∈ R × R ，u ＝ v｝
是 R上元素间的“相等”关系 ；

R２ ＝ ｛（u ，v） | （u ，v） ∈ R × R ，u ≥ v｝
是 R上元素间的“大于或等于”关系 ．

关系 R是 U × V 的子集 ，即 R 彻 U × V ．对任意（u ，v） ∈ U × V ，u与 v 有关系 R
或 u与 v 没有关系 R ，二者必居其一 ，且仅居其一 ．因此关系 R 也可用特征函数
表示 ：

χR （u ，v） ＝
１ ， （u ，v） ∈ R ；
０ ， （u ，v） 臭 R ．

于是关系 R可以看作是从 U × V 到｛０ ，１｝上的一个映射 ．

1畅2畅3 　关系的矩阵表示

关系除了用直积的子集表示外 ，对于有限论域情形 ，用矩阵表示在运算上更为
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方便 ．
定义 1唱9 　设两个有限集 X ＝ （ x１ ，x２ ，… ，xm ） ，Y ＝ （ y１ ，y２ ，… ，yn） ，R是从 X

到 Y 的二元关系 ，即

R y１ y２ … yn
x１ r１１ r１２ … r１ n
x２ r２１ r２２ … r２ n
   

xm rm１ rm２ … rmn

其中 ，ri j ＝
１ ， 当 x iRy j ；
０ ， 当 x i 珚Ry j ．

记

R ＝

r１１ r１２ … r１ n
r２１ r２２ … r２ n
  
rm１ rm２ … rmn

，

称 R ＝ （ ri j ）mn为关系 R的关系矩阵 ．
由定义可知 ，关系矩阵中的元素或是 ０或是 １畅 在数学上把元素只是 ０或 １的

矩阵称为 Boole矩阵 ，因此 ，任何关系矩阵都是 Boole矩阵 ．
例 1唱10 　例 １唱８中“ ＜ ”关系的关系矩阵为

R ＝

１ １ １
０ ０ １
０ ０ ０
０ ０ ０

．

1畅2畅4 　关系的合成

定义 1唱10 　设 R１ 是 X到 Y 的关系 ，R２ 是 Y 到 Z 的关系 ，R是 X 到 Z 的关
系 ．若（ x ，z） ∈ R 骋存在 y ∈ Y ，使得（ x ，y） ∈ R１ ，且（ y ，z） ∈ R２ ，则称关系 R是关系
R１ 与关系 R２ 的合成 ，记为 R ＝ R１ 礋R２畅 即

R ＝ R１ 礋 R２ ＝ ｛（ x ，z） | 愁 y ∈ Y ，使（ x ，y） ∈ R１ ，（ y ，z） ∈ R２ ｝ ．
R１ 礋R２ 的特征函数为

χR１ 礋 R２ （ x ，z） ＝ ∨
y ∈ Y

（χR１ （ x ，y） ∧ （χR２ （ y ，z）） ．

　 　如果 X ＝ Y ＝ Z ＝ U ，称 R ＝ R１ 礋R２ 是 U 上的两个关系的合成 ．
例 1唱11 　 设人群为论域 U ，“姐妹”和“母女”分别是 U 上的两个关系 R１ 和

R２ ，“姨侄女”R也是 U 上的关系 ，则 R ＝ R１ 礋R２畅 因为在 R 、R１ 、R２ 之间存在这样的
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联系 ：
x是 z 的姨侄女 骋至少存在一个 y ∈ U ，使 y是 z 的姐妹又是 x 的母亲 ．
例 1唱12 　设 X ＝ ｛１ ，２ ，３ ，４｝ ，Y ＝ ｛２ ，３ ，４｝ ，Z ＝ ｛１ ，２ ，３｝ ，R１ 是从 X 到 Y 的关

系 ，R１ ＝ ｛（ x ，y）｜ x ＋ y ＝ ６｝ ＝ ｛（２ ，４） ，（３ ，３） ，（４ ，２）｝ ；R２ 是从 Y 到 Z 的关系 ，R２ ＝
｛（ y ，z）｜ y － z ＝ １｝ ＝ ｛（２ ，１） ，（３ ，２） ，（４ ，３）｝ ，则 R１ 与 R２ 的合成

R１ 礋 R２ ＝ ｛（２ ，３） ，（３ ，２） ，（４ ，１）｝ ．
　 　关系的合成也可以用矩阵来表示 ．
设 X ＝ ｛ x１ ，x２ ，… ，xm｝ ，Y ＝ ｛ y１ ，y２ ，… ，yn｝ ，Z ＝ ｛ z１ ，z２ ，… ，zs｝ ，从 X 到 Y 的

关系 R１ 的关系矩阵 R１ ＝ （ ri j ）m × n ，从 Y 到 Z 的关系 R２ 的关系矩阵 R２ ＝ （ pk j ）n × s ，
则 X到 Z 的关系 R ＝ R１ 礋R２ 的关系矩阵

R１ 礋 R２ ＝ （ ci j ）m× s ，

其中 ， ci j ＝ ∑
n

k ＝ １
（ ri k · pk j ） ，i ＝ １ ，２ ，… ，m ；j ＝ １ ，２ ，… ，s ．

1畅2畅5 　等价关系与划分

等价关系是二元关系中的一个重要关系 ，也是将一个集合元素分类的重要
依据 ．

定义 1唱11 　设 R是 U 上的一个关系 ．

（１） 若 橙 u ∈ U ，都有 χR （u ，u） ＝ １ ，则称 R具有自反性 ．自反关系 R的矩阵的主
对角线上的元素均为 １（ ri i ＝ １） ．

（２） 橙 u ，v ∈ U ，若 χR（u ，v） ＝ １ ，恒有 χR （ v ，u） ＝ １ ，则称 R具有对称性 ．对称关
系矩阵必为对称矩阵（ ri j ＝ r j i ） ．

（３） 橙 u ，v ，w ∈ U ，若 χR （ u ，v） ＝ １ ，χR （ v ，w） ＝ １ ，恒有 χR （ u ，w） ＝ １ ，则称 R具
有传递性 ．

例 1唱13 　在集合 A ＝ ｛１ ，２ ，３｝上的关系
R ＝ ｛（１ ，１） ，（１ ，３） ，（２ ，２） ，（２ ，１） ，（２ ，３） ，（３ ，３）｝

是自反的 ，但非对称 ．
例 1唱14 　自然数集 N上的相等关系“ ＝ ”是对称的 ；关系“ ≤ ” 、“ ＜ ”均是非对

称的 ．
例 1唱15 　实数集上的关系“ ＝ ”为自反 、对称 、传递的 ；关系“ ≤ ”为自反 、传递

的 ，但非对称的 ；关系“ ＜ ”是传递的 ，非自反 、非对称的 ．
例 1唱16 　任意非空集 A 的幂集 P（ A）上的包含关系“ 彻 ”为自反的 、非对称

的 、传递的 ．
定义 1唱12 　 U 上的一个关系 R 叫做等价关系 ，指的是 R具有自反性 、对称性

和传递性 ．等价关系常用记号“ ～ ”代替 ．
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例 1唱17 　设在整数集 Z上的关系 R为“两数之差为偶数” ，则 R为 Z上的等
价关系 ．

证 　 （１） 任意 x ∈ Z有 x － x ＝ ０（自反） ；
（２） 对任意 x ，y ∈ Z ，若 x － y ＝ ２a ，则 y － x ＝ － ２a（对称） ；
（３） 对任意 x ，y ，z ∈ Z ，若 x － y ＝ ２a ，y － z ＝ ２b ，则

x － z ＝ （ x － y） ＋ （ y － z） ＝ ２（a ＋ b）（传递） ．
　 　定义 1唱13 　设 R是集合 A 上的等价关系 ，对任意 x ∈ A ，在 A 中一切与 x 有
等价关系 R 的元素组成的集合 ，称为“由 x产生关于 R 的等价类” ，简称“ x的等价
类” ，记为［ x］R ，即

［ x］ R ＝ ｛ y | y ∈ A ，（ x ，y） ∈ R｝ ．
　 　例 1唱18 　考虑自然数集 N上的同余关系 ≡ （mod ３）的等价类 ．因为任何自然
数除以 ３ ，其余数只能是 ０ 、１ 、２ ，所以在集合 N上只有由 ０ 、１ 、２产生关于 ≡ （mod ３）
的 ３个等价类（约定 ０ ∈ N） ：

［０］ ≡ （mod ３） ＝ ｛ y | y ≡ ０（mod ３）｝ ＝ ｛０ ，３ ，６ ，９ ，… ｝ ；
［１］ ≡ （mod ３） ＝ ｛ y | y ≡ １（mod ３）｝ ＝ ｛１ ，４ ，７ ，… ｝ ；
［２］ ≡ （mod ３） ＝ ｛ y | y ≡ ２（mod ３）｝ ＝ ｛２ ，５ ，８ ，… ｝ ．

　 　这 ３个等价类满足 ：
（１） ［０］ ∪ ［１］ ∪ ［２］ ＝ N（省略了 ≡ （mod ３）） ；
（２） ［ni］ ∩ ［nj ］ ＝ 碬 （ni ≠ nj ；ni ，nj ＝ ０ ，１ ，２） ．
这就是说 ３个等价类 ——— N的 ３个子集 ，它们的并就是 N ，且任何两个子集都

无公共元素 ．称这 ３个子集所组成的集合为 N的一个划分 ．一般有 ：
定义 1唱14 　设 A是一个非空集 ，而 A i ，i ∈ K（指标集 K 可以是有限的 ，也可

以是无限的）是集合 A的某些非空子集 ，如果
（１） ∪

i ∈ K
A i ＝ A ；

（２） A i ∩ A j ＝ 碬 ，（ i ≠ j） ，
则称集合｛ A i｝ i ∈ K为集合 A 的一个划分 ，每个集合 A i 叫做这个划分的一个类 ．

定理 1唱1 　设 R是集合上的等价关系 ，则等价类的集合｛［ a］ R ｜ a ∈ A｝构成 A
的一个划分 ．

证 　 （１） 因 R为等价关系 ，所以任意 a ∈ A 必有（ a ，a） ∈ R ，即 a ∈ ［ a］R ，故
［a］R 不空 ．

（２） 若［a］R 及［b］ R 为两不同等价类 ，则必有［a］R ∩ ［ b］R ＝ 碬 ．用反证法 ，假设
［a］R 及［b］R 不是同一等价类 ，但有［ a］R ∩ ［ b］ R ≠ 碬 ，则［ a］R 、［ b］ R 必有公共元素
c ∈ A ，使得（a ，c） ∈ R ，（ c ，b） ∈ R ．由 R的传递性得（ a ，b） ∈ R ，于是［ a］R 及［ b］R 为
同一等价类 ，与假设矛盾 ．
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（３） 证明 ∪
a ∈ A

［a］R ＝ A ．显然 ，对所有 a ∈ A ， ∪
a ∈ A

［ a］ R 彻 A ；其次对所有 x ∈ A 有

x ∈ ［ x］ R ，而［ x］ R 彻 ∪
a ∈ A

［a］R ，所以 x ∈ ∪
a ∈ A

［a］R ，从而 A 彻 ∪
a ∈ A

［a］R ，故 ∪
a ∈ A

［a］R ＝ A ．

1畅2畅6 　序关系

等价关系是集合论中的一个重要概念 ，排序关系是集合论中的另一个重要概
念 ．比如在实数集合中关系“ ≤ ” ，就是把全体实数按照大小排成了一个顺序 ；英语
２６个字母组成的集合上的“前后”关系 ；集合 A 的幂集上的“ 彻 ”关系 ，都将集合中
的元素排成了一种顺序 ，人们把这样的关系统称为序关系 ．在序关系中 ，有的能将
集合中一切元素都排成序 ，有的序关系则只存在于部分元素之中 ．

定义 1唱15 　设 A是非空集合 ，R是 A 上的关系 ，且满足条件 ：
（１） 自反性 ：橙 x ∈ A ，都有 xR x ；
（２） 反对称性 ：橙 x ，y ∈ A ，若 xRy且 yR x ，则 x ＝ y ；
（３） 传递性 ：橙 x ，y ，z ∈ A ，若 xRy且 yR z ，则 xR z ；

则称 R是集合 A 上的偏序关系 ．
偏序关系一般记为“ ≤ ”（或 吵 ） ．若 x ，y ∈ A有偏序关系 ≤ ，通常记为 x ≤ y ，称

为 x在 y 的前面 ．
集合 A与偏序关系“ ≤ ”组成的二元结构（ A ，≤ ）称为偏序集 ，偏序集有时也简

记为 A ．
例 1唱19 　设 X ＝ ｛１ ，２ ，３｝ ，则

P（ X） ＝ ｛｛１｝ ，｛２｝ ，｛３｝ ，｛１ ，２｝ ，｛１ ，３｝ ，｛２ ，３｝ ，X ，碬 ｝
上的包含关系“ 彻 ”是一个偏序关系 ，据定义 １唱１５ 请读者自己验证 ．但在 P（ X）中
并非所有元素都满足 彻关系 ．

例 1唱20 　建立在自然数集 N 、整数集 Z 、有理数集 Q及实数集 R上的通常的
不等关系“ ≤ ”都是这些集合上的偏序关系 ．对所有 a ，b ，c ∈ N ，显然有 ：

（１） a ≤ a ；
（２） a ≤ b且 b ≤ a 痴 a ＝ b ；
（３） a ≤ b且 b ≤ c 痴 a ≤ c ．
定义 1唱16 　设在集合 A上已建立了偏序关系“ ≤ ” ．若 橙 a ，b ∈ A ，a ≤ b或 b ≤ a

总有一个成立 ，称这种偏序关系为全序关系或线序关系 ．
集合 A与全序关系 ≤组成的二元结构（ A ，≤ ）称为全序集 ．全序集有时也简记

为 A ，上面例 １唱２０中（N ，≤ ） 、（Z ，≤ ） 、（Q ，≤ ） 、（R ，≤ ）均为全序集 ．
定义 1唱17 　设（ A ，≤ ）为一偏序集 ．
（１） 若存在一个元素 a′ ∈ A ，使所有 a ∈ A 均有 a ≤ a′ ，则称 a′为偏序集 A 的

最大元 ；若对于所有 a ∈ A均有 a′ ≤ a ，则称 a′为偏序集 A 的最小元 ．
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（２） 若存在一个元素 a ∈ A ，在 A中不存在这样的元素 a′ ，使得 a ≠ a′而有 a ≤
a′（即 橙 a′ ∈ A只要 a ≠ a′必有 a ≤ a′不成立） ，称 a为偏序集 A 的极大元 ；若 A 中
不存在这样的元素 a′ ，使得 a ≠ a′而有 a′ ≤ a ，称 a为偏序集 A 的极小元 ．

显然 ，最大元 、最小元若存在 ，它们都是唯一的 ，极大元 、极小元却不一定是唯
一的 ．

例 1唱21 　集合 A ＝ ｛｛a｝ ，｛ b｝ ，｛ c｝ ，｛ a ，b｝ ，｛ b ，c｝ ，｛ a ，b ，c｝｝上的包含关系“ 彻 ”
与集合 A组成一个偏序集（ A ，彻 ） ，其中｛ a｝ 、｛ b｝ 、｛ c｝均为 A 的极小元 ，无最小元
（这是因为除了它们自身外 ，A中没有任何元素包含在它们之中） ．｛ a ，b ，c｝是 A 中
的最大元 ，也是极大元（因为 A中一切元素均为｛a ，b ，c｝的子集） ．

定义 1唱18 　设 A是偏序集（ X ，≤ ）的子集 ，若对于一切 a ∈ A有 a ≤ x成立 ，则
称 x为 A 的一个上界 ；若均有 a ≥ x成立 ，则称 x为 A 的一个下界 ．

如果 x ∈ X是 A 的上界 ，且对每个 A 的上界 x′ ∈ X 均有 x ≤ x′（上界集的最
小元） ，则称 x为 A 的上确界 ，记为 x ＝ Sup A ；若 x ∈ X 是 A 的下界 ，且对每个 A
的下界 x′ ∈ X 均有 x′ ≤ x（下界中的最大元） ，则称 x 为 A 的下确界 ，记为 x ＝
Inf A ．

例 1唱22 　集合｛１ ，２ ，３｝的幂集
P（ X） ＝ ｛｛１｝ ，｛２｝ ，｛３｝ ，｛１ ，２｝ ，｛１ ，３｝ ，｛２ ，３｝ ，｛１ ，２ ，３｝ ，碬 ｝ ，

则（ P（ X） ，彻 ）为一偏序集 ．令 A ＝ ｛｛２｝ ，｛３｝｝ 炒 P（ X） ，则 A 无最大元 ，极大元为
｛２｝ 、｛３｝ ，上界是｛２ ，３｝ 、｛１ ，２ ，３｝ ，上确界为｛２ ，３｝ ；A 无最小元 ，极小元为｛２｝ 、｛３｝ ，
下界和下确界都是 碬 ．

例 1唱23 　在偏序集（R ，≤ ）中 ，A ＝ ｛０ ，１｝ 炒 R ，则 ３ 、２ 、１等均为 A的上界 ，而 １
是 A的上确界 ，即 １ ＝ Sup A（其他情形请读者自己讨论） ．

1畅2畅7 　格

１畅 格的概念

定义 1唱19 　设在集合 L中规定了两种运算“ ∨ ”与“ ∧ ” ；a ∨ b ＝ Sup｛a ，b｝ ，a ∧
b ＝ Inf｛a ，b｝ ，并满足下列运算性质 ：

（１） 幂等律 　 a ∨ a ＝ a ，　 a ∧ a ＝ a ；
（２） 交换律 　 a ∨ b ＝ b ∨ a ，　 a ∧ b ＝ b ∧ a ；
（３） 结合律 　 （a ∨ b） ∨ c ＝ a ∨ （b ∨ c） ，

（a ∧ b） ∧ c ＝ a ∧ （b ∧ c） ；
（４） 吸收律 　 （a ∨ b） ∧ a ＝ a ，　 （a ∧ b） ∨ a ＝ a ．
则称 L是一个格 ，记为（ L ，∨ ，∧ ） ．
定义 1唱20 　设（ L ，∨ ，∧ ）是一个格 ，如果它还满足如下运算性质 ：
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（５） 分配律 　 （a ∨ b） ∧ c ＝ （a ∧ c） ∨ （b ∧ c） ，
（a ∧ b） ∨ c ＝ （a ∨ c） ∧ （b ∨ c） ；

则称（ L ，∨ ，∧ ）为分配格 ．
若格（ L ，∨ ，∧ ）满足 ：
（６） ０唱１律 　在 L中存在两个元素 ０与 １ ，且

a ∨ ０ ＝ a ，　 a ∧ ０ ＝ ０ ，　 a ∨ １ ＝ １ ，　 a ∧ １ ＝ a ，
则称（ L ，∨ ，∧ ）有最小元 ０与最大元 １ ，此时又称（ L ，∨ ，∧ ）为完全格 ．

若在具有最小元 ０ 与最大元 １ 的分配格 （ L ，∨ ，∧ ）中规定一种余运算 c ，
满足 ：

（７） 复原律 　 （ac） c ＝ a ；
（８） 互余律 　 a ∨ ac ＝ １ ，　 a ∧ ac ＝ ０ ，则称（ L ，∨ ，∧ ，c）为一个 Boole代数 ．
若在具有最小元 ０ 与最大元 １ 的分配格 （ L ，∨ ，∧ ）中规定一种余运算 c ，

满足 ：
（９） 复原律 　 （ac） c ＝ a ；
（１０） 对偶律 　 （a ∨ b） c ＝ ac ∧ bc ，　 （a ∧ b） c ＝ ac ∨ bc ，

则称（ L ，∨ ，∧ ，c）为一个软代数 ．模糊集的运算就是在软代数中进行的 ．
例 1唱24 　任一集合 A的幂集 P（ A）是一个完全格 ，格中的最大元为 A（全集） ，

最小元为 碬 （空集） ．
例 1唱25 　记［０ ，１］内的有理数集为 Q ，在 Q上定义有理数的大小关系“ ≤ ” ，则

（Q ，≤ ）是一个格 ，但不是完全格 ．

２畅 格运算 ∨ 、∧的性质

定理 1唱2 　设 a ≤ b ∈ L ，则
a ≤ a ∨ b ，　 b ≤ a ∨ b ；　 a ∧ b ≤ a ，　 a ∧ b ≤ b ．

　 　这个性质表明 ：a ∨ b是 a与 b的上确界 ，a ∧ b是 a与 b的下确界 ．
定理 1唱3 　设 a ，b ，c ，d ∈ L ，若 a ≤ b 、c ≤ d ，则 a ∨ c ≤ b ∨ d ；a ∧ c ≤ b ∧ d ．
证 　因 b ≤ b ∨ d ，d ≤ b ∨ d ，所以由传递性知

a ≤ b ≤ b ∨ d ，　 c ≤ d ≤ b ∧ d ．
　 　这个性质表明 b ∨ d是 a与 c的一个上界 ，而 a ∨ c是 a与 c的上确界（最小上
界） ，故有 a ∨ c ≤ b ∨ d ．

类似可证 a ∧ c ≤ b ∧ d ．
推论 　设 a ，b ，c ∈ L ，若 b ≤ c ，则

a ∨ b ≤ a ∨ c ，　 a ∧ b ≤ a ∧ c ．
这个性质称为格的保序性 ．

定理 1唱4 　设 a ，b ∈ L ，则有
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a ≤ b 骋 a ∧ b ＝ a 骋 a ∨ b ＝ b ．
　 　定理 1唱5 　设 a ，b ，c ∈ L ，则有

a － （b ∧ c） ＝ （a － b） ∨ （a － c） ，
a － （b ∨ c） ＝ （a － b） ∧ （a － c） ．
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第 2章 　模 糊 子 集

本章讨论模糊子集的定义 、模糊子集的运算 、分解定理 、扩张原理及隶属函数
的确定 ．

２畅１ 　模糊子集及其表示方法

2畅1畅1 　模糊子集的定义

人们在认识客观事物的过程中所产生的每一个概念 ，都有其外延和内涵 ．所谓
外延就是符合这个概念的一切对象所组成的集合 ，而内涵则是指这些对象的公共
属性 ，即这个集合的定义条件 ．因此对任何一个概念 ，都可用一个集合来表示 ．经典
数学中概念的特点是 ，对于某一具体对象或是符合这个概念 ，或是不符合这个概
念 ，二者必居其一且仅居其一 ．对于表示这个概念的集合 A ，则直接表现为论域 U
中的任一元素 u ∈ U ，或是 u ∈ A或是 u 臭 A ，二者必居其一且仅居其一 ．这种概念
一般称之为清晰的或分明的 ，表示这个概念的集合称之为清晰集合或分明集合 ，这
就是在第 １章所讨论过的普通集合 ．例如 ，“有理数”这个概念 ，它的外延是全体有
理数的集合 ，内涵是一切有理数的公共属性 ，即有理数定义 ：

有理数 ＝ a | a ＝ p
q ，其中 p 、q为互质整数 ，且 q ＞ ０ ．

又如 ，“中国人”这个概念 ，它的外延是全体中国人组成的集合 ，其内涵就是中国人
的定义 ——— 具有中国国籍的人 ．

在第 １章中 ，曾用特征函数表示一个集合 A ，即 橙 x ∈ U ，

χA （ x） ＝
１ ， x ∈ A ；
０ ， x 臭 A ．

因为函数就是一个映射 ，所以一个集合的特征函数又可表示为映射的形式
χA ：U → ｛０ ，１｝ ，

x χ A （ x） ∈ ｛０ ，１｝ ，

其中 ，x ∈ U 的像 χ A （ x）就是 χ对于集合 A的特征函数值 ．当 x ∈ A时 ，χA （ x） ＝ １ ；当

x 臭 A时 ，χA （ x） ＝ ０畅 用特征函数表示集合 ，恰好体现了清晰概念非此即彼的特征 ．
但是 ，在日常生活中所遇到的概念 ，并不都是清晰的 ，还存在着大量不清晰的

概念 ．所谓不清晰概念 ，指的是存在着那样的对象 ，人们无法说它绝对符合或绝对



不符合某概念 ．对用来表示这个概念的集合来说 ，就是在论域 U 中存在着并非绝
对属于或绝对不属于某集合 A 的元素 u ．例如 ，讨论“教室里的人”这个概念 ．依这
个概念 ，在人这个论域中 ，有的人在教室里 ，有的人在教室外 ．除此之外 ，还有没有
其他情况呢 ？有的 ．一个人一只脚在教室里 ，一只脚在教室外 ，你认为他是“教室里
的人”还是“教室外的人”呢 ？显然 ，他不是“非此即彼” ，而是“亦此亦彼”的 ．又如 ，
在图 ２唱１所示的一系列线段中 ，把长的线段选出来 ．当然 ，一开始能十分自信地断
言 ，从左数起 ，最后一根不算长线段 ，而第一根是长线段 ．第二根呢 ？ 也算长的 ．第
三根呢 ？也可以算 ．如此继续下去 ，态度就会犹豫不决起来 ．这种变化 ，反映了线段
属于“长线段集合”不是“非此即彼”的 ，在二者之间 ，还存在着各种程度的似乎属于
长线段似乎又不算长线段的所谓中介状态 ．也就是说这个概念的外延没有明确的
界限 ，这种概念人们称之为模糊概念 ．对应于这种概念的集合 ，在论域 U 中存在着
并非绝对属于（或绝对不属于）该集合的元素 ，这种集合人们称为模糊集合 ．

图 ２唱１ 　哪些线段算长的呢 ？

模糊现象或模糊概念无处不在 ，如“年轻人” 、“高个子” 、“优质产品” 、“多云天
气” 、“健康者”等 ．人脑中所形成的概念几乎都是模糊的 ，可以认为模糊现象对于人
类是一个本质的东西 ．特别是随着信息时代的到来 ，精确性与模糊性的矛盾更加突
出 ．一方面 ，各门学科迫切要求数学化 、定量化 ．但是科学的深化从另一方面讲就意
味着研究对象的复杂化 ，而越复杂的东西就越难以精确化 ．显然 ，当系统的复杂性
增长时 ，对系统做出精确性描述的能力将相应降低 ．这就意味着 ，复杂程度越高 ，有
意义的精确化能力便越低 ，这正说明精确的相对性 ．过分的精确反倒模糊 ，适当的
模糊反而精确 ．

面对大量的模糊概念 ，普通集合就显得苍白无力了 ．为了刻画模糊概念 ，将特
征函数表达集合的方法加以推广 ，将集合｛０ ，１｝改为区间［０ ，１］ ，美国控制论专家
Zadeh教授 １９６５年提出了模糊集合的定义 ，它可以表示模糊概念 ．

定义 2唱1 　所谓给定论域 U 上的一个模糊子集 A～ ，就是给定由论域 U 到区间
［０ ，１］的一个映射

μ A
～
：U → ［０ ，１］ ，

u μ A
～
（u） ∈ ［０ ，１］ ．
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　 图 ２唱２

这个映射 μ A
～
将任一 u ∈ U 对应着一个确定

的值 μ A
～
（u） ∈ ［０ ，１］ ，值 μA

～
（u）叫做 u对模糊

子集 A～ 的隶属度 ，映射 μA
～
叫做模糊子集 A～ 的

隶属函数（ A～ 的隶属函数也可以记为 μA
～
（ u）

或简记为 A～ （u）） ．在一般性的讨论中 ，人们常
将模糊子集 A～ 的隶属函数 μA

～
（ u）的图形画

成图 ２唱２所示的曲线形状 ．
与普通子集完全由其特征函数所确定一

样 ，模糊子集 A～ 完全由其隶属函数所确定 ．特别地 ，当 μA
～
（ u）的值域为集合｛０ ，１｝

时 ，模糊子集 A～ 退化成普通子集 ，这时隶属函数就变成了普通子集的特征函数 ．由
此可见 ，普通子集是模糊子集的特殊情形 ，而模糊子集则是普通子集概念的一
般化 ．

论域 U 上的全体模糊子集所组成的集合记为 F（U） ，称为模糊幂集 ，

F（U） ＝ ｛ A～ | μA～ ：U → ［０ ，１］｝ ．

　 　论域 U 上的模糊幂集与普通幂集有关系
F（U） 车 P（U） ．

　 　普通集合论中属于“ ∈ ”概念是重要的基本概念之一 ，然而在模糊集合论中 ，除
隶属度 １及 ０外 ，属于或不属于都是没有明确含义的 ．但上述模糊幂集 F（U）以 U
上的全体模糊子集为元素 ，是一个普通集合 ，因此 ，表示 A～ 是论域 U 上的模糊子
集 ，通常可以简记为 A～ ∈ F（U） ．若 A～ ∈ F（U） ，从数学的观点看 ，它是 U 到［０ ，１］的

一个映射 ，此时是毫无模糊性可言的 ，所以模糊现象的研究方法同经典数学一样是
非常严格的 ，这一点读者应该明白 ．

例 2唱1 　设论域 X ＝ ［０ ，１００］ ，模糊子集 A～ 表示“年老” ，B～ 表示“年轻” ．Zadeh
给出 A～ 、B～ 的隶属函数分别为

A～ （ x） ＝
０ ， ０ ≤ x ≤ ５０ ；

１ ＋ x － ５０
５

－ ２ － １

， ５０ ＜ x ≤ １００畅

B～ （ x） ＝
１ ， ０ ≤ x ≤ ２５ ；

１ ＋ x － ２５
５

２ － １

， ２５ ＜ x ≤ １００畅

相应的曲线如图 ２唱３所示 畅
不难算出 B～ （３０） ＝ ０畅５ ，B～ （３５） ＝ ０畅２ ，A～ （５５） ＝ ０畅５ ，A～ （６０） ＝ ０畅８０畅 这表明 ，３０

岁的年龄属于“年轻”的隶属度为 ５０ ％ ，并称点 x ＝ ３０ 是“年轻”的过渡点 ．６０ 岁的
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图 ２唱３

年龄属于“年老”的隶属度为 ８０ ％等 ．
例 2唱2 　 １００人组成评比小组 ，对 ５种商品

x１ 、x２ 、x３ 、x４ 、x５ 进行评价 ．结果是 ：认为商品
x１ 质量好的有 ８１人 ，占 ８１ ％ ＝ ０畅 ８１ ；认为商品
x２ 质量好的有 ５３人 ，占 ５３ ％ ＝ ０畅 ５３ ；所有的人
都认为 x３ 质量好 ，占 １００ ％ ＝ １ ；没有人认为商
品 x４ 质量好 ，占 ０ ％ ＝ ０ ；认为商品 x５ 质量好
的有 ２４人 ，占 ２４ ％ ＝ ０畅２４畅 如取论域 X ＝ ｛ x１ ，

x２ ，x３ ，x４ ，x５ ｝ ，则对其每一个元素都规定了隶属于模糊集 A～ ＝ ｛质量好｝的隶属度 ，
即 X → ［０ ，１］的映射 ：

μA ：　 x１ → ０畅８１ ，　 x２ → ０畅５３ ，　 x３ → １ ，　 x４ → ０ ，　 x５ → ０畅２４畅
映射 μA 就是模糊集 A～ 的隶属函数 ．

2畅1畅2 　模糊子集

表示论域 U 上的一个模糊子集 ，原则上只需将每个元素 u ∈ U 赋予该元素对
模糊子集 A～ 的隶属度 μA

～
（ u） ，然后将它们用一定形式构造在一起即可 ．下面是常

用的几种表示方法 ．
论域 U 是有限集 ，U ＝ ｛ u１ ，u２ ，… ，un ｝ ，U 上的任一模糊集 A～ ，其隶属函数为

｛ A～ （ui）｝（ i ＝ １ ，２ ，… ，n） ．

１） Zadeh表示法
A～ ＝

A～ （u１ ）
u１ ＋

A～ （u２ ）
u２ ＋ … ＋

A～ （un）
un ．

其中 ，
A～ （ui）
ui 不是分数 ，“ ＋ ”也不表示求和 ，只有符号意义 ，它表示点 ui 对模糊集 A～

的隶属度是 A～ （ui） ．

２） 序偶表示法
A～ ＝ ｛（u１ ，A（u１ ）） ，（u２ ，A（u２ ）） ，… ，（un ，A（un））｝ ．

　 　 ３） 向量表示法
A～ ＝ （ A～ （u１ ） ，A～ （u２ ） ，… ，A～ （un）） ．

　 　若论域 U 为可列集 U ＝ ｛u１ ，u２ ，… ，un ，… ｝ ，则 U 上的模糊子集为

A～ ＝ ∑
∞

i ＝ １

A（ui）
ui ．

　 　例 2唱3 　 某车间由 ５ 个工人组成一个工作小组作为论域 U ，U ＝ ｛ u１ ，u２ ，u３ ，
u４ ，u５ ｝ ，“技术优良”为一模糊概念 ，赋予每个工人属于“技术优良”的隶属度顺次为
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０畅７５ 、０畅 ５０ 、０畅９８ 、０畅 ６６ 、０畅８４ ，则模糊子集 A～ 为
A～ ＝ ０畅７５／u１ ＋ ０畅 ５０／u２ ＋ ０畅９８／u３ ＋ ０畅６６／u４ ＋ ０畅８４／u５畅

　 　例 2唱4 　设 X ＝ N ＝ ｛自然数｝ ，A～ ∈ F（ X） ，且
A～ ＝ ０畅 １／７ ＋ ０畅５／８ ＋ ０畅８／９ ＋ １／１０ ＋ ０畅 ８／１１ ＋ ０畅５／１２ ＋ ０畅１／１３ ，

则 A～ 表示模糊集“近似于 １０畅”
对于任何论域 U（尤其是无限集） ，Zadeh用积分符号将 U 上的模糊子集 A～ 统

一在如下形式中 ：

A～ ＝ ∫
u ∈ U

μ A
～
（ u）
u ．

其中 ，
μA

～
（u）
u 表示元素 u对模糊子集 A～ 隶属度为 μA

～
（u） ，

μA
～
（u）
u 不是分数 ，“∫”也不

是普通的积分 ．
例 2唱5 　例 ２唱１中的 B～ （年轻） 、A～ （年老）可分别表示为

B～ ＝ ∫
x ∈ ［０ ，２５］

１
x ＋ ∫

x ∈ （２５ ，１００］

１ ＋ x － ２５
５

２ － １

x ，

A～ ＝ ∫
x ∈ ［０ ，５０］

０
x ＋ ∫

x ∈ （５０ ，１００］

１ ＋ x － ５０
５

－ ２ － １

x ．

　 　注意 　经典集合也可用 Zadeh 方法表示 ．例如 ，论域 U ＝ ｛ u１ ，u２ ，… ，un ｝可以
表示为

U ＝ １
u１ ＋ １

u２ ＋ … ＋ １
un ．

这表明 u１ ，u２ ，… ，un 绝对地属于 U ，即 ui（ i ＝ １ ，２ ，… ，n）对 U 的隶属度为 １畅

　 　图 ２唱４

2畅1畅3 　三类隶属函数

１） S函数（偏大型隶属函数）

S（ x ；a ，b） ＝

０ ， x ≤ a ；

２ x － ab － a
２

， a ＜ x ≤ a ＋ b２ ；

１ － ２ x － bb － a
２

， a ＋ b
２ ＜ x ≤ b ；

１ ， b ＜ x ．
其曲线如图 ２唱４所示 畅

易知 ，S 函数 S （ x ；a ，b）是 x 的连续递增函数 ，

S a ＋ b２ ；a ，b ＝ １
２ ．模糊集 “年老”可定义为 A～ （ x） ＝
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S（ x ；５０ ，７０） ．像“热” 、“高个子” 、“大”以及颜色的“浓”等表示偏向大的一方的模糊
现象的模糊集的隶属函数均可通过 S函数来定义 ．

２） Z函数（偏小型隶属函数）
Z（ x ；a ，b） ＝ １ － S（ x ；a ，b） ，

图 ２唱５ 　

其曲线如图 ２唱５所示 畅
同样由 S函数的性质可知 ，Z函数 Z（ x ；a ，b）是 x

的连续递减函数 ，Z a ＋ b２ ；a ，b ＝ １
２ ．模糊集“年轻”可

定义为模糊集 B～ （ x） ＝ Z（ x ；２５ ，５０） ．像表述“冷” 、“矮个
子” 、“小”以及颜色的“淡”等偏向小的一方的模糊现象
的模糊集的隶属函数均可通过 Z函数来定义 ．

３） Π 函数（中间型隶属函数）

π（ x ；a ，b） ＝
S（ x ；b － a ，b） ， x ≤ b ；
Z（ x ；b ，b ＋ a） ， x ＞ b ．

其曲线如图 ２唱６所示 ．

　 图 ２唱６

由 Z函数与 S 函数的性质可知 ，Π 函数
π（ x ；a ，b）是 x的连续函数 ，x ≤ b时递增 ，x ＞
b时递减 ，且曲线关于 x ＝ b对称 ．模糊集“中
年”可定义为 C～ （ x） ＝ π（ x ；１０ ，４０） ．像描述“适
中” 、“温和”及“平均”等趋于中间的模糊现象
的模糊集的隶属函数都可用 Π 函数来定义 ．

对于上述三类隶属函数 ，今后还将对其
更一般的形式进行讨论 ．

２畅２ 　模糊集合的运算及性质

2畅2畅1 　模糊集合的运算

由于模糊集中没有点和集之间的绝对属于关系 ，所以其运算的定义只能以隶
属函数间的关系来确定 ．两模糊集合的具体运算 ，实际上就是逐点地对隶属度作相
应的运算 ．目前 ，一般情况下仍沿用 Zadeh的定义 ．

定义 2唱2 　设 A～ ，B～ ∈ F（U） ，橙 x ∈ U ，

（１） A～ ＝ 碬 骋 A～ （ x） ＝ ０ ；

（２） A～ ＝ U 骋 A～ （ x） ＝ １ ；

（３） A～ 彻 B～ 骋 A～ （ x） ≤ B～ （ x） ，称 B～ 包含 A～ 或 A～ 包含于 B～ ；

·０２· 第 ２章 　模 糊 子 集



（４） A～ ＝ B～ 骋 A～ （ x） ＝ B～ （ x） ，称 A～ 与 B～ 相等 ．
定义 2唱3 　设 A～ ，B～ ∈ F（U） ，橙 x ∈ U ，
（１） 称 A～ ∪ B～ 为 A～ 与 B～ 的并集 ，即

（ A～ ∪ B～ ）（ x） ＝ A～ （ x） ∨ B～ （ x） ；

（２） 称 A～ ∩ B～ 为 A～ 与 B～ 的交集 ，即

（ A～ ∩ B～ ）（ x） ＝ A～ （ x） ∧ B～ （ x） ；

（３） 称 A～
c 为 A～ 的补集或余集 ，即

A～
c（ x） ＝ １ － A～ （ x） ．

　 　模糊集的并 、交运算可推广到任意多个 ．设 A～ t ∈ F（U） ，t ∈ T（ T为指标集） ，∪
t ∈ T
A～ t

与 ∩
t ∈ T
A～ t 的隶属函数分别定义为

（ ∪
t ∈ T
A～ t）（ x） ＝ ∨

t ∈ T
A～ t（ x） ，

（ ∩
t ∈ T
A～ t）（ x） ＝ ∧

t ∈ T
A～ t（ x） ．

　 　论域 U 为有限集 ，U ＝ ｛ x１ ，x２ ，… ，xn｝ ，且

A～ ＝ ∑
n

i ＝ １

A～ （ xi）
x i ，　 　 B～ ＝ ∑

n

i ＝ １

B～ （ x i）
x i ，

则

A～ ∪ B～ ＝ ∑
n

i ＝ １

A～ （ x i） ∨ B～ （ x i）
x i ，

A～ ∩ B ＝ ∑
n

i ＝ １

A～ （ x i） ∧ B～ （ x i）
x i ，　 　 A～

c ＝ ∑
n

i ＝ １

１ － A～ （ x i）
xi ．

　 　论域 U 为无限集 ，且

A～ ＝∫
U

A～ （ x）
x ，　 　 B～ ＝∫

U

B～ （ x）
x ，

则

A～ ∪ B～ ＝∫
U

A～ （ x） ∨ B～ （ x）
x ，

A～ ∩ B～ ＝∫
U

A～ （ x） ∧ B～ （ x）
x ，　 　 A～

c ＝∫
U

１ － A～ （ x）
x ．

　 　图 ２唱７给出了定义 ２唱３中的 A～ ∪ B～ 、A～ ∩ B～ 、A～
c 的示意图 ．

例 2唱6 　设论域 U ＝ ｛ x１ ，x２ ，x３ ，x４ ，x５ ｝（商品集） ，在 U 上定义两个模糊集 ：
A～ ＝ “商品质量好” ，B～ ＝ “商品质量差” ．并设

A～ ＝ （０畅８０ ，０畅５５ ，０ ，０畅３０ ，１） ，　 　 B～ ＝ （０畅１０ ，０畅２１ ，０畅８６ ，０畅 ６０ ，０） ，

·１２·２畅２ 　模糊集合的运算及性质



图 ２唱７

则 ，“商品质量不好”的模糊集为
A～
c ＝ （０畅２０ ，０畅４５ ，１ ，０畅７０ ，０） ．

容易算得

A～ ∪ A～
c ＝ （０畅８０ ，０畅５５ ，１ ，０畅７０ ，１） ．

　 　由此可知 ，A～ ∪ A～
c ≠ U ．同样 ，A～ ∩ A～

c ≠ 碬 ．
值得注意的是 ，“商品质量不好”并不等同于“商品质量差” ．这正表明 ，用模糊

集描述这些概念比经典集合好 ，模糊集能够很好地表现这两个概念的差异 ．
例 2唱7 　计算上节例 ２唱１中模糊集 B～ 与 A～ 的并 、交和余 ．
解 　先求两曲线的交点 ，即解方程

１ ＋ x － ２５
５

２ － １

＝ １ ＋ x － ５０
５

－ ２ － １

，

得近似解 x 倡 ＝ ５１ ，于是

B～ ∪ A～ ＝ ∫
０ ≤ x ≤ ２５

１
x ＋ ∫

２５ ＜ x ≤ ５１

１ ＋ x － ２５
５

２ － １

x ＋ ∫
５１ ＜ x ≤ １００

１ ＋ x － ５０
５

－ ２ － １

x ；

B～ ∩ A～ ＝ ∫
０ ≤ x ≤ ５０

０
x ＋ ∫

５０ ＜ x ≤ ５１

１ ＋ x － ５０
５

－ ２ － １

x ＋ ∫
５１ ＜ x ≤ １００

１ ＋ x － ２５
５

２ － １

x ；

B～
c ＝ ∫

０ ≤ x ≤ ２５

０
x ＋ ∫

２５ ＜ x ≤ １００

１ － １ ＋ x － ２５
５

２ － １

x ；

A～
c ＝ ∫

０ ≤ x ≤ ５０

１
x ＋ ∫

５０ ＜ x ≤ １００

１ － １ ＋ x － ５０
５

－ ２ － １

x ．

2畅2畅2 　模糊集合运算性质

定理 2唱1 　 （F（U） ，∪ ，∩ ，c）具有如下性质 ：
（１） 幂等律 　 A～ ∪ A～ ＝ A～ ，　 A～ ∩ A～ ＝ A～ ；

（２） 交换律 　 A～ ∪ B～ ＝ B～ ∪ A～ ，　 A～ ∩ B～ ＝ B～ ∩ A～ ；

（３） 结合律 　 （ A～ ∪ B～ ） ∪ C～ ＝ A～ ∪ （B～ ∪ C～ ） ，

·２２· 第 ２章 　模 糊 子 集




