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内　容　简　介

作者多年来为四川省某些高校理工科专业的硕士研究生开设“最优控制理论
及方法”课程,对教学、科研实践中搜集整理的大量素材,经过充分酝酿、反复修订、
编辑成书．本书在内容处理上注重基本概念和基本理论的阐述,突出计算方法和程
序设计的训练,强调理论和方法的实际应用,引导学生主动思考,激发学生的学习
兴趣,提高学生分析和解决实际问题的能力．

全书共分６篇(含预篇),内容包括无约束及约束变分方法、离散及连续系统动
态规划方法、无约束及约束数值方法、LQR 问题等．在 LQR 问题中将介绍标准

LQR问题、可转化为LQR问题的各种调节器．在介绍次优 LQR问题中,引进了作
者在科研工作中整理提炼的一些素材．书中结合算法给出最优控制问题的大量实
例,包括空间技术、工程问题、经济计划和管理问题、高温超导磁悬浮等应用模型．

本书既可用于学术研究,也可以用作应用数学、运筹学及控制论专业的硕士、
博士研究生教材,同时可供科技人员自学参考．
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前　　言

空间技术的发展及工程、生产问题的需要,促进了控制工程理论的突破,产生了

现代控制理论,并采用时域方法,以最优化为准则处理多输入Ｇ输出的复杂被控系统．

２０世纪６０年代随着空间计划的实施,现代控制理论迅猛发展,许多分支学科逐渐壮

大,主要包括线性系统及非线性系统的一般理论,最优控制理论,分布参数控制理论,

系统辨识、状态滤波估计,随机控制及模糊控制,大系统控制等．控制理论的迅速发展

及各学科的相互渗透使得我们难以面面俱到．本书着重研究确定性的最优控制问题

的计算方法以及一些典型的应用模型．
最优控制方法被用于求解许多航空航天问题、经济计划及生产管理问题、外形设

计及大型空间结构问题．近２０年来,非线性最优控制更是被用于多原子大气反应动

力学、地矿勘探及油气开发工程等领域．最优控制是最为困难的优化问题之一．决策

变量是一个可测函数,等式约束由常微分方程或偏微分方程及各种边界条件表示,而

不等式约束可能涉及边界条件、全部状态轨迹和控制作用．本书给出最优控制问题的

一般提法,着重于由常微分方程描述的系统．在相当长的时间内,庞特里亚金

(Pontryagin)的极值原理和贝尔曼(Bellman)的动态规划为人们求解最优控制问题

提供了依据和方法．２０世纪７０年代以来,非线性系统开环控制的最优控制算法有了

新的发展,非线性规划算法被推广到最优控制中,从而形成无约束和约束最优控制的

数值算法．
近３０年来,线性二次型调节器问题(LQR问题)基于如下原因越来越受到人们

关注:一方面,非线性最优控制在通常情况下很难求得解析解,用数值方法可以得到

数值解,但计算量很大,且有诸多限制．与此相反,几乎所有线性最优控制问题(包括

LQR问题)都较容易求得解析解且易于在技术上实现．另一方面,小信号条件下运行

的非线性控制系统可以应用线性最优控制的结果．因此本书推出LQR问题专题,将

传统方法和现代方法有机结合形成本书的主要特色．
本书共分６篇(含预篇),内容包括无约束及约束变分方法、离散及连续系统动态

规划方法、无约束及约束数值方法;在LQR问题中将介绍标准LQR问题,可转化为

LQR问题的各种调节器以及次优LQR问题．书中结合算法给出最优控制问题的大

量实例,包括空间技术、工程问题、经济计划和管理问题、高温超导磁悬浮等应用
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模型．
本书既可用于学术研究,也可以用作应用数学、运筹学及控制专业的博士、硕士

研究生教材,同时可供科技人员自学参考．
本书的出版承蒙国家自然科学基金(项目编号:２０８７３１０４)、四川省杰出青年学术

技术带头人后续计划(项目编号:２０１２JQ００５８)、“油气藏地质及开发工程”国家重点

实验室基金的资助．作者特别感谢科学出版社对本书的出版所给予的支持和帮助．
本书由西南石油大学张雷教授、西南交通大学曾蓉博士、成都理工大学陈聆教授

共同编著．四川大学张光澄教授担任主审．本书编写工作具体分工为:预篇、第１篇、

第２篇、第４篇(第１２章和１３章)由张雷执笔;第３篇、第４篇(第１４章和１５章)、第

５篇(第１７章和１８章)由曾蓉执笔;第５篇第１６章由陈聆执笔．全书由张雷统稿．
作者十分感谢成都理工大学郭科教授对本书编写给予的关心和支持,四川大学

侯泽华副教授、西南石油大学博士研究生程正军等对本书初稿的整理做了大量细致

的工作,在此一并致以谢意．
限于作者水平,不当之处在所难免,诚恳读者批评指正．

张　雷

２０１４年９月于西南石油大学
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主要符号说明

En———Euclid空间

Rn———实Euclid空间

H———实Banach空间

D⊂H———D 属于H 的开子集

x＝(x１,x２,􀆺,xn)———Rn 中的n 维行向量(或点)

x＝(x１,x２,􀆺,xn)T———Rn 中的n 维列向量(或点)

xi———n维向量x 的第i个分量

y(x)———H 中的标量函数

y(x)＝(y１(x),y２(x),􀆺,yn(x))T———H 中的n 维向量函数

yi(x)———n维向量函数的第i个分量(标量函数)

x(t)＝(x１(t),x２(t),􀆺,xn(t))T———H 中的n 维向量函数

xi(t)———n维向量中的第i个分量(标量函数)

u(t)＝(u１(t),u２(t),􀆺,un(t))T———意同x(t)

∀x∈Rn———属于Rn 的任意n 维实向量

f:S⊂Rn→R１———f是定义在Rn 上区域S 中的实值函数

∀y x( )∈D⊂H———属于D 的任意标量函数

J:D⊂H→R１———J是定义在H 上开集D 中的实值泛函

‖􀅰‖p———Rn 中的向量或n 阶方阵的p 范数 p≥１( )

‖x‖p＝ ∑
n

i＝１
xi

p[ ]
１
p ,其中x∈Rn

‖􀅰‖p———H 中标量函数或向量函数的p 范数 p≥１( )

‖y(x)‖p＝∫
b

a
yp x( )dx[ ]

１
p ,其中y(x)为标量函数

‖y(x)‖p＝ ∑
n

i＝１∫
b

a
yp

i x( )dx[ ]
１
p ,其中yx( )为向量函数,yi x( )为其分量函数

min
x∈Rn

f x( ) (max
x∈Rn

f(x)) ———实值函数f x( )在Rn 上的最小(最大)值

min
y∈D⊂H

J y( ) ( max
y∈D⊂H

J(y)) ———实值泛函在DCH 上的最小(最大)值
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A,B,Q,R,K 等———常数矩阵

At( ),Bt( ),Qt( ),Rt( ),Kt( )等———时变矩阵

AT———矩阵A的转置　(AT t( )意同AT)

A－１———满秩方阵A的逆矩阵　(A－１ t( )意同A－１)

trA———方阵A的迹　(trAt( )意同trA)

ẏ x( )———同y′ x( )

Fy′ x,y,y′( )———同∂F
∂y

Fy′ x,y,y′( )———同∂F
∂y′

≈———近似于

∈———属于

∉———不属于

∪———集合的并运算

∩———集合的交运算

⊃———集合之间的包含

⊂———集合之间的被包含

∃———存在

s．t．———“满足于(subjectto)”的缩写

U y０,δ( )———以y０ 为心、δ为半径的邻域

非线性最优控制计算方法及其应用
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预篇　变分原理与最优控制

本篇介绍泛函极值与泛函变分的概念、无约束与约束变分问题,通过最优控制的

大量实例分析,概括出最优控制的数学描述．





第１章　变 分 原 理

１．１　泛函极值问题实例

　　例１．１(最速降线问题,即捷线问题)　已知沿垂直平面上两定点A,B(图１．１),
一质点在重力作用下由A 滑向B,该质点在A 点具有初速度v０,试确定该质点在重

力作用下下滑的路径,且要求所需时间最少．

图１．１

　　　　　　　
图１．２

解　首先建立平面坐标系(图１．２),设A(x０,y０),B(x１,y１),AB︵的方程y＝

y(x),设质点从A 出发,经时间t沿AB︵运动到点P x,y( ),所经过的路程为s(t),据
能量守恒定律

１
２m v２－v２

０( )＝mg y－y０( )

由此得

v＝ ２g y－y０( )＋v２
０ ＝ ２g y－a( )

其中,a＝y０－
v２

０

２g
,令ds

dt＝v,于是有

dt＝ ds
２g y－a( )

＝ １＋y􀅰２

２g y－a( )
dx

故从A 至B 所需时间为

τ＝∫
x１

x０

１＋y􀅰２

２g y－a( )
dx

因此,问题是选择以A 为起点,B 为终点的曲线y＝y(x),使泛函

J(y)＝∫
x１

x０

１＋y􀅰２

２g y－a( )
dx



取最小值,即是求解下列问题:

minJ(y)
且y(x)满足边界条件

y x０( )＝y０

y x１( )＝y１
{

注意:τ＝J y(x)( )是函数y(x)的函数,故称为泛函数,简称泛函,其严格的数学定义

将在后面叙述．
若令v０＝０,x０＝y０＝０,如图１．３所示,上述问题可简化为

minJ(y)＝∫
x１

０

１＋y􀅰２

２gy
dx

且y(x)满足边界条件

y x０( )＝y０

y x１( )＝y１
{

图１．３
　　　　　　

图１．４

例１．２(悬线问题)　设有一条足够长的绳索,在重力作用下下垂,在平衡状态下

求该绳索的形状(假定该绳索密度均匀,密度ρ为常数)．
解　建立平面坐标系,如图１．４所示．

设AB︵的长L＝∫
x１

x０
１＋y􀅰２dx,重心坐标为 􀭺x,􀭵y( ),若AB︵的质量集中在重心时,

据AB︵对y 轴的力矩公式有

ρL􀭺x ＝∫
x１

x０
ρxds

即

􀭵y＝ １
L∫

x１

x０
y １＋y􀅰２dx

绳索AB︵在重力作用下下垂,其重心也下降,当绳索到达平衡位置时,其重心最

低,即􀭵y最小,于是有下列泛函极值问题:

minJ(y)＝ １
L∫

x１

x０
y １＋y􀅰２dx

且y(x)满足:
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约束条件

dL
dx＝ １＋y􀅰２ ,　x∈ x０,x１[ ]

边界条件

y x０( )＝y０,　y x１( )＝y１

若坐标选择如图１．５所示,则有􀭵y最大,即

maxJ(y)＝ １
L∫

x１

x０
y １＋y􀅰２dx

y(x)满足相同的约束条件和边界条件．

图１．５

例１．３(等周问题)　已知封闭平面曲线C,该曲线方程为

x＝x(t),

y＝y(t),{ 　t∈ t０,t１[ ]

当周长一定时,求所围成的最大面积．
解　由格林公式,曲线C所围面积为

S＝ １
２∫C

xdy－ydx( )＝ １
２∫

t１

t０
x(t)y􀅰(t)－y(t)x􀅰(t)[ ]dt

于是当L＝∫
t１

t０
x２(t)＋y２(t)[ ]

１
２dt一定,求S 最大的问题,即形成下列泛函极值

问题:

maxJ x(t),y(t)( )＝ １
２∫

t１

t０
x(t)y􀅰(t)－y(t)x􀅰(t)[ ]dt

且x(t),y(t)满足:
边界条件

xt０( )＝xt１( )

yt０( )＝yt１( ){
约束条件

dL
dt＝ x２(t)＋y２(t)[ ]

１
２ ,　t∈ t０,t１[ ]

例１．４(短程问题)　设φ x,y,z( )＝０为已知曲面,求该曲面上已知两点A,B 间

长度最短的曲线．
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解　设曲面φ x,y,z( )＝０上的曲线AB(图１．６)的方程为

y＝y(x),　z＝z(x)

A,B 两点的x 坐标分别为x０,x１,由弧长公式,该问题即是在φ x,y,z( ) ＝０上过点

A,B,求曲线y＝y(x),z＝z(x),使AB︵最短,为此形成如下泛函极值问题:

minJ y(x),z(x)( )＝∫
x１

x０
１＋y􀅰２＋z􀅰２dx

且y(x),z(x)满足:
约束条件

φ x,y,z( )＝０
边界条件

y x０( )＝y０, zx０( )＝z０

y x１( )＝y１, zx１( )＝z１
{

图１．６　

在上面所举的四个实例中,例１．１是平面问题,且是无

约束极值问题,仅含边界条件;例１．２和例１．３同样是平面

问题,但是包含了边界条件和约束条件,因此是约束极值问

题;例１．４是空间问题,同样既有边界条件又有约束条件,是
约束极值问题．

上述问题在微积分的形成阶段,曾经是数学史上的难题(几何问题),类似的物理

问题还有光走短程线问题、肥皂泡张成最小曲面问题、微观粒子最稳定状态下处于最

小能级问题等．
上述四例的共性是求平面或空间曲线的极值曲线,它们满足:
(１)边界条件、约束条件;
(２)实现状态转移(初始状态®终端状态);
(３)性能指标最优．

其解析解可由后面介绍的变分方法得出．

１．２　泛函的极值

１．２．１　极值的定义

　　设 H 是一个实的Banach(巴拿赫)空间,即 H 是一个完备线性赋范空间,D⊂H
为一个开子集,即

J:∀y(x)∈D→J(y)∈R
则称在D 上定义了一个泛函J(y)．

在Banach空间中,标量函数y(x),z(x)均可视为空间的一个点,其范数定义
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如下

‖y(x)‖p ＝∫
b

a
yp(x)dx[ ]

１
p ,　p≥１

‖y(x)‖∞ ＝ max
x∈ a,b[ ]

y(x)

ì

î

í

ï
ï

ïï

空间中两点距离定义如下

‖y(x)－z(x)‖p ＝∫
b

a
y(x)－z(x)( )pdx[ ]

１
p

‖y(x)－z(x)‖∞ ＝ max
x∈ a,b[ ]

y(x)－z(x){
空间中两点的内积为

y,z( )＝∫
b

a
y(x)z(x)dx

或

‹y,z›＝∫
b

a
y(x)z(x)dx

若y(x)＝ y１,􀆺,yn( )T,z(x)＝ z１,􀆺,zn( )T 为n维向量函数,则其范数、距离、
内积分别定义为

‖y(x)‖p ＝ ∑
n

i＝１∫
b

a
yp

i(x)dx[ ]
１
p

‖y(x)‖∞ ＝ max
x∈ a,b[ ]∑

n

i＝１
yi(x)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

‖y(x)－z(x)‖p ＝ ∑
n

i＝１∫
b

a
yi(x)－zi(x)( )pdx[ ]

１
p

‖y(x)－z(x)‖∞ ＝ max
x∈ a,b[ ]∑

n

i＝１
yi(x)－zi(x)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

y,z( )＝ ∑
n

i＝１∫
b

a
yi(x)zi(x)dx[ ]　 或 　‹y,z›＝ ∑

n

i＝１∫
b

a
yi(x)zi(x)dx[ ]

下面给出泛函极值(包括条件极值)的定义．
定义１．１　设y０∈D,若

U y０,δ( )＝ y ‖y－y０‖＜δ{ }⊂D
使当y∈U y０,δ( )时,恒有J(y)≥J y０( ) 或J(y)＜J y０( ),则称泛函J(y)在y＝y０

达到极小值(或极大值),统称为极值．
定义１．２(条件极值)　设J:D⊂H→R,φ:H→H１,并令

M＝ y∈H φ(y)＝０{ }

设y０∈M∩D,若存在y０ 的邻域U y０,δ( ),使当x∈U y０,δ( )∩M 时恒有

J(y)≥J y０( )　或　J(y)＜J y０( )
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则称J(y)关于条件φ(y)＝０在y＝y０ 达到条件极小值(或极大值)．
根据泛函的定义,其形式是多种多样的,为了与控制问题相呼应,我们着重讨论

具有积分形式泛函的极值问题．在１．５节,还将给出泛函极值的各种等价形式．
在１．１节中四个例子所示的泛函是含一个或多个函数的泛函,它们的一般形

式是

　　　　J y(x)( )＝∫
x１

x０
L y(x),y􀅰(x),x( )dx (１．１)

J y(x),z(x)( )＝∫
x１

x０
L y(x),y􀅰(x),z(x),z􀅰(x),x( )dx (１．２)

另外,还有含一个函数及其高阶导数的泛函

J y(x)( )＝∫
x１

x０
L y(x),y􀅰(x),􀆺,yn(x),x( )dx (１．３)

１．２．２　极值曲线与绝对极值

１．容许曲线

在例１．１~例１．４中,未知函数y(x),z(x)在一般情况下还要满足一定的附加条

件．满足这些附加条件,使J y(x)( ) 有定义的函数曲线,称为容许曲线．就短程线问

题而言,泛函所能考虑的曲线,即容许曲线,仅仅是那些通过A,B 两点的连续可微或

者连续分段可微函数;又如等周问题,即所求曲线需满足等周条件,不满足该条件的

曲线不是容许曲线．
所有容许曲线形成容许曲线族．
２．极值曲线与比较曲线

设J(y(x))在y＝y∗ (x)上达到极值,则称y＝y∗ (x)为极值曲线;与y＝y∗ (x)
接近的容许曲线称为比较曲线．

３．曲线的接近

接近是一个距离的概念,曲线的接近意味着函数的距离很小．考虑连续函数空间

C x０,x１[ ],设标量函数y(x),z(x)∈C x０,x１[ ],ε＞０是预先给定的小量,如果曲线

y(x),z(x)满足

‖y(x)－z(x)‖＜ε,　x∈ x０,x１[ ]

则称两个曲线零级接近．
可以看出零级接近保证的是两条曲线同时被夹在一条很窄的带状区域中,亦即

二者在同一点的形状接近．但仅满足这一条件的曲线具有各种各样的形状接近,曲线

在每点的变化趋势有极大差异,为保证曲线y(x),z(x)在形状上比较吻合,还需引进

满足更高要求的曲线接近的概念．
设ε＞０是预先给定的小量,如果曲线y(x),z(x),当x∈ x０,x１[ ]满足

y(x)－z(x)＜ε,y􀅰(x)－z􀅰(x)＜ε,􀆺,y(n)(x)－z(n)(x)＜ε

􀅰８􀅰 非线性最优控制计算方法及其应用



则称曲线y(x)与z(x)n级接近．显然,n越大,曲线间接近程度越高．为方便起见,在

C x０,x１[ ]空间中,定义距离

d０ y(x),z(x)( )＝ max
x０≤x≤x１

y(x)－z(x) (１．４)

而在C(n) x０,x１[ ]空间(n阶连续可微函数空间)中,距离

dn y(x),z(x)( )＝ max
x０≤x≤x１

y(x)－z(x),􀆺,y(n)(x)－z(n)(x){ } (１．５)

因此,曲线接近程度的定义可以用一个式子代替,即
零级接近

d０ y(x),z(x)( )＜ε,　y(x),z(x)∈C x０,x１[ ]

n级接近

dn y(x),z(x)( )＜ε,　y(x),z(x)∈C(n) x０,x１[ ]

４．绝对极值与强(弱)极值

定义１．３　若y＝y∗ (x)为容许曲线,如对任何一条容许曲线y＝y(x)都满足

J y(x)( )－J y∗
０ (x)( )≥０

则称泛函J y(x)( )在曲线y∗ (x)上达到绝对极小值．
定义１．４　若y＝y∗ (x)为容许曲线,如与y∗ (x)接近的容许曲线y(x)都满足

J y(x)( )－J y∗
０ (x)( )≥０

则称泛函J y(x)( )在曲线y∗ (x)上达到相对极小值．
根据曲线接近程度的不同,有下面两个概念．
定义１．５　当容许曲线取自C x０,x１[ ],接近度只满足零级接近,所得极小值称

为强极小值．
定义１．６　当容许曲线取自C x０,x１[ ],接近度满足一级接近,所得极小值称为

弱极小值．
显然强极值一定为弱极值,因为C x０,x１[ ] ⊃C′ x０,x１[ ],且满足一级接近必满

足零级接近．
反之不然,例如,泛函

∫
１

０
y２ １－y　􀅰２( )dx

当y　􀅰２＜１时,积分不为负数;当y＝０时,积分为０．在y＝０一级接近的函数中,y＝０
是使泛函取极小的曲线(充分接近时可保证y　􀅰２＜１)．

再如,函数yn＝１
n
sinnπx,当n充分大时,与y＝０零级接近．y􀅰n＝ nπcosnπx,不

满足一级接近,此时使积分值为负,所以y＝０非强极小曲线,只是弱极小曲线．

􀅰９􀅰预篇　变分原理与最优控制



１．３　泛函的变分

１．３．１　变分的定义和性质

　　定义１．７(函数y的变分)　设D 是标量函数或n 维向量函数组成的集合,不失

一般性,下面只考虑标量函数的情况．给定y(x)∈D,z(x)∈D 为比较曲线,对

∀z(x)∈D,称z(x)－y(x)为函数y(x)的变分,记为δy(x)或δy．
对于定义１．７,作如下几点解释:
(１)δy不是由y(x)唯一确定的,与z(x)有关;
(２)δy与Δy的区别在于:Δy＝y x＋Δx( )－y(x)是两点x,x＋Δx的函数值之

差,而δy＝z(x)－y(x)是整个函数y(x)的改变;
(３)对J(y)而言,y(x)是它的“自变量”,δJ是J(y)的“自变量”的改变量;

(４)δy满足如下性质:d
dxδy(x)( )＝δy􀅰(x)．

事实上,d
dxδy(x)( )＝d

dx z(x)－y(x)[ ]＝z􀅰(x)－y􀅰(x)＝δy􀅰(x)．

定义１．８(泛函的变分)　设J:D⊂H→R,给定y０∈D．若存在h(y)∈H∗ (H∗

是 H 的对偶空间),使在y０ 附近

ΔJ＝J y０＋δy( )－J y０( )＝‹h,δy›＋w y０,δy( )

其中w y０,δy( )满足

lim w y０,δy( )

‖δy‖ ＝０

则称‹h,δy›是J(y)在点y０ 处的一阶变分,记为δJ y０( )．J在y 处的变分δJ(y)简记

为δJ．
从定义１．８不难看到,泛函的变分类似函数的微分,它是泛函增量的主部．
给定y０∈D,α∈R,ξ∈H,且满足

y０＋αξ∈D
则

δy０＝y０＋αξ－y０＝αξ
记

Iα( )＝J y０＋αξ( )＝J y０＋δy０( )

显然,当y０,ξ给定,Iα( )＝J y０＋δy０( )是参数α的实值函数．
定理１．１　给定y０ 的某邻域U y０,δ( ),若对∀y∈U⊂D y≠y０( ) 及∀ξ∈H,存

在极限

lim
α→０

J y＋αξ( )－J(y)
α

＝‹h(y),ξ›
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