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内 　容 　简 　介

　 　本书主要是作者近年来在投资组合理论与决策分析领域发表于国内外
重要期刊上 ４０余篇学术论文的研究成果 ，另外也介绍了一些国内外其他学
者在该领域的研究进展 。本书研究了随机不确定环境下的投资组合选择问
题和模糊不确定环境下的投资组合选择问题两大方面 。作者从现代投资组
合选择理论 、优化模型与计算方法相结合来考虑 ，运用现代数学的一些理论
（概率统计 、最优化 、模糊数学及随机控制） 、信息科学计算方法及计算机技
术 ，围绕提出不确定环境下资产的收益及风险度量 ，建立适合不同类型投资
者要求和满足各种投资约束条件的优化模型 ，研究相应的有效算法（包括解
析方法 、数值方法及智能算法） ，分析决策要素变化导致结果的变动以及在
中国证券市场的应用等问题 ，试图形成投资组合选择从理论 、模型 、方法到
应用的一个完整分析框架 。
本书不仅对于理论工作者掌握研究动态 、从事相关研究有指导作用 ，而

且可供从事实际开发的人员学习与使用 。本书可作为高等院校数理金融 、
运筹学 、管理科学 、系统工程 、投资决策相关专业师生研讨和教学用书 。
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序 　

　 　 １９９０年 ，瑞典皇家科学院将诺贝尔经济学奖授予了马科维茨 （H ．Markowi唱
tz） 、夏普 （W ．F ．Sharpe ） 和米勒 （W ．Miller） ，以表彰他们在投资组合和证券
市场理论上的贡献 ．投资组合理论是现代金融学和现代投资理论的重要研究领
域 ，是金融工程的重要研究内容 ，也是风险管理的重要手段和技术 ．马科维茨于
１９５２年发表了具有开创意义的论文 Port f olio Selection ， 又于 １９５９ 年出版了论
著 Port f olio Selection ： E f f icient Di versi f ication o f Investments ， 阐述了证券
收益和风险分析的主要思想和方法 ， 最早提出了投资组合选择理论的均值 方差

方法 ，是金融投资定量化系统理论研究的开端 ，构成了投资组合理论的核心基
础 ，成为投资管理与决策实践的重要工具 ．自 ２０世纪 ６０年代以来 ，许多学者都
是在这一理论和方法的基础上开展投资组合理论的研究工作 ，并取得了丰富的研
究成果 ．

投资组合选择是投资者在不确定环境下进行的投资决策问题 ．投资组合理论
研究主要是围绕如何分析及度量不确定环境下资产的收益及风险 ，如何建立适合
不同类型投资者要求和满足各种投资环境约束的模型并提出相应的有效算法 （包
括解析方法 、数值方法及智能算法） 开展研究工作 ．现代数学理论 、信息处理方
法及计算机技术的不断发展 ，使得投资组合的理论 、模型及方法得到了进一步的
完善 ．经过 ５０多年的发展 ，在理论研究方面 ， 基于随机不确定性投资组合选择
理论的研究已经发展到相当完善的程度 ．但是基于模糊不确定性投资组合选择理
论的研究相对还比较少 ．在实践应用方面 ， 随着投资基金业资产规模的迅猛扩
张 ，广泛运用投资组合管理技术的投资基金业作为一个颇具发展前景的产业已越
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来越受到各国或地区的重视 ，在国际金融市场中扮演着越来越重要的角色 ．
２０世纪 ９０年代以来 ，国内从事这方面教学和科研的学者越来越多 ， 在投资

组合选择理论研究上取得了一些高水平的研究成果 ．有些学者在该领域的研究工
作在国际上也有相当的影响 ．张卫国教授就是国内从事投资组合理论与风险管理
研究并取得突出成果的青年学者之一 ．本书内容主要是作者完成的博士论文 枟现
代投资组合的若干数学模型及算法研究枠 、 博士后研究报告 枟模糊投资组合决策
方法研究枠 及在研的国家自然科学基金项目 枟模糊可能性投资组合模型及决策研
究枠 的部分研究成果 ．本书将现代投资组合选择理论 、优化模型与计算方法相结
合 ，系统论述了国内外在此领域的最新研究成果 ．它包括了作者近十年来在国外
权威杂志 European Journal o f Op erational Research 及国内权威杂志 枟系统工
程理论与实践枠 等公开发表的 ４０余篇关于投资组合理论研究学术论文的主要成
果 ．与国内外同类书相比较 ，本书运用了概率论 、模糊数学 、最优化 、信息科学
及行为科学等理论与方法 ，全面考虑了进行投资组合选择所涉及的各个要素及环
境情况 ，不仅包括了风险资产与无风险资产的各种情形 、投资比例 （数量） 限制
的各种情况 、交易费用情况等 ，而且考虑了各类投资者的资金及风险偏好情况 ．
不仅考虑了静态投资组合选择问题 ，而且考虑了动态投资组合调整问题 ．不仅考
虑了随机不确定环境下的投资组合选择问题 ，而且考虑了模糊不确定环境下的投
资组合选择问题 ．写作要点清晰 、 分析透彻 ． 针对每种情况下的投资组合问题 ，
不仅提出选择理论及数学模型 ，而且提出具体的算法及实现路径 ．体现出知识覆
盖面广 、理论系统性强 、 学术水平高 、 成果创新大等特点 ． 既注重数学上的严
谨 ，又强调对决策模型的分析与计算 ，不仅对于理论研究工作者掌握研究动态有
指导作用 ，而且有助于从事实际开发的人员学习与使用 ．本书可作为高等院校应
用数学 、金融学 、运筹学 、管理科学 、系统工程 、 经济学专业师生研讨和教学 ．
这是一本具有很高的理论价值和实践应用价值的著作 ．

在此 ，我也希望会有更多的人来关心投资组合理论 ，来从事投资组合理论的
研究 、教学和应用 ．

（西安交通大学管理学院名誉院长 、中国工程院院士）



前 　 　言 　

　 　马科维茨 （H ．Markowitz） 于 １９５２年最早提出的关于投资组合选择的理论
奠定了金融投资定量化研究的理论基础 ，成为现代投资理论研究的主要论题和决
策管理实践的重要工具 ．近 ５０ 多年来 ， 国内外众多学者从事这方面的研究 ， 取
得了大量的研究成果 ．我国学者在投资组合选择理论研究上也取得了一些具有国
际先进水平的研究成果 ．有些学者在该领域的研究工作具有国际影响 ．现代投资
组合理论研究主要是围绕下面三个问题展开 ： ① 提出不确定环境下预测资产的收
益及度量风险的方法 ； ② 建立适合不同类型投资者要求和满足各种投资环境约束
的投资组合选择模型 ； ③ 提出最优投资组合选择的有效算法 ， 解决实际应用 ．现
代数学理论 、信息处理方法及计算机技术的不断发展 ，使得投资组合的理论 、模
型及方法得到了进一步的完善 ．

作者在硕士学习期间开始学习投资组合选择理论 ，十几年来一直被该领域持
续不断的研究发展所吸引 ．先后在宁夏自然科学基金项目 、 国家自然科学基金项
目及教育部新世纪优秀人才支持计划项目等支持下 ，不断深入开展投资组合选择
理论 、模型 、方法及应用研究工作 ．本书是作者在投资组合选择理论方面部分研
究成果的总结 ．关于本书的写作有几点需说明 ：

１畅 主要体现相关研究理论的系统性

作者力求系统介绍现代投资组合选择的相关研究理论 ．比较全面地考虑了投
资者进行投资组合选择所涉及的各个要素及环境情况 ，包括了风险资产与无风险
资产的各种情形 、投资比例 （数量） 限制的各种情况 、交易费用情况 ，各类投资
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者的资金及风险偏好情况等投资约束 ．不仅有静态投资组合选择问题的研究 ， 而
且还有动态投资组合调整问题的研究 ．不仅有随机不确定环境下的投资组合选择
问题的研究 ，而且还有模糊不确定环境下的投资组合选择问题的研究 ．

２畅 主要体现决策问题的模型化

作者力求全面介绍现代投资组合选择理论的相关优化模型 ．本书运用了概率
论 、模糊数学 、最优化 、信息科学及行为科学等理论与方法 ，努力将各种决策理
论及各种投资约束条件下投资组合选择问题模型化 ．包括了基于概率理论的投资
组合模型 、基于可容许误差的投资组合模型及基于模糊可能性理论的投资组合模
型等 ．不仅有静态投资组合选择模型 ，而且还有动态投资组合调整模型 ．

３畅 主要体现决策方法的数量化及实践应用

作者力求将各种投资组合选择理论决策方法数量化 ．本书努力给出了各种投
资组合优化模型的计算方法 ，包括解析方法 、数值方法及智能算法 ．主要是追求
获得投资组合优化模型最优解的解析方法 ．这样不仅在学术上追求完善 ， 也为实
际应用提供了方便 ．

在本书涉及的研究中 ，聂赞坎教授及汪应洛院士给予我精心指导 ．几年来 ，
两位先生严谨的治学态度 、渊博的专业知识 、高度的敬业精神 、 悉心培养学生的
高尚品质 ，深深地影响着我 ， 使我终生受益 ，也将成为我终生学习的宝贵财富 ．
在此 ，我对他们致以崇高的敬意和深深的谢意 ！

在本书的写作和出版过程中 ，博士后徐维军 、彭飞和陈谦勤博士 ，博士生赵
佩华 、肖炜麟以及硕士生林洲等做了许多工作 ，在此也表示感谢 ！

最后需要指出 ，由于作者水平有限 ，本书中不足和缺点难以避免 ，诚恳欢迎
广大读者批评指正 ．

张卫国

２００７年 ２月 ６日于广州华南理工大学汕头校友楼
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第 1章
绪 　 　论

１畅１ 　现代投资组合理论研究现状评述 　

Markowitz于 １９５２ 年 、１９５９ 年［１ ，２］最早提出了关于投资组合的均值 方差方

法 ，它是金融投资定量化研究的开端 ，成为金融投资理论研究的主要论题和决策
实践的重要工具 ，构成了现代投资组合理论的核心基础 ．Markowitz 投资组合的
均值 方差理论的基本思想是假定投资者都是厌恶风险的 ，将资产的收益（率）看
成是随机变量 ，用收益（率）的期望（均值）度量投资收益 ，用收益（率）的方差度量
投资收益的风险 ．Markowitz 的均值 方差模型运用概率论和最优化技术模型化

了不确定条件下的投资行为 ，决策方法是在期望收益给定的条件下 ，最小化风
险 ；或者在风险给定的条件下 ，最大化期望收益 ．

假设投资者选择了 n种可投资的风险资产进行组合投资 ．
记

R ＝ （ r１ ，r２ ，… ，rn）′是风险资产的期望收益向量
V ＝ （σi j ）n × n是风险资产收益的协方差阵
x ＝ （ x１ ，x２ ，… ，xn）′是风险资产投资比例向量
l ＝ （１ ，１ ，… ，１）′是分量全部为 １的向量

资产组合 x的期望收益是

r（x） ＝ ∑
n

i ＝ １
ri x i ＝ R′x

资产组合 x的风险是
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σ２ （x） ＝ ∑
n

i ＝ １
σij x i x j ＝ x′Vx

Markowitz投资组合的均值 方差模型（Mean Variance 模型 ，简记为 MV 模
型）被描述为如下两种形式的二次规划模型 ：

min 　 x′Vx
s畅 t ．　 R′x ＝ μ （１畅１）
　 　 　 l′x ＝ １

其中 ，μ是投资者给定的期望收益水平 ．
或者

max 　 R′x
s ． t ．　 x′Vx ＝ σ２

　 　 　 l′x ＝ １
（１畅２）

其中 ，σ２ 是投资者给定的风险水平 ．
还有如下参数二次规划模型描述的投资组合模型 ：

min 　 － tR′x ＋ x′Vx
s ． t ．　 l′x ＝ １ （１畅３）
　 　 　 x ≥ 0

自 ２０世纪 ６０年代以来 ，许多学者在 Markowitz投资组合的均值 方差理论和

方法的基础上开展投资组合理论的研究工作 ．先前的投资组合研究者包括有
Sharpe［３ ～ ５］ ， Merton［６］ ， Szeg迸［７］ ， Pang［８］ ， Perold［９］ ， Tobin［１０］ ， V迸r迸s［１１ ～ １３］ ，
Best［１４ ～ １７］等 ．这些研究都是在一定的假设条件下 ，得到了部分情况下有效投资组
合的解析表示或者给出求投资组合有效前沿的数值方法 ，但是在一般投资约束条
件下 ，如不允许卖空或者限制投资数量等情形下获得收益相关资产的全部有效投
资组合（有效前沿）的解析表示却是非常困难 ．

Markowitz等先前的投资组合模型中没有包括无风险资产 ．当存在无风险资
产时 ， Tobin［１０］研究证明了有效前沿上任何一点都可以表示成为（ r f ，０）（ r f 为无
风险资产利率）和切点的线性组合 ，从而得到了著名的两基金分离定理 ．由于一
般投资约束条件下有效前沿不再是 σ － r平面上简单的一条双曲线 ，而且其有效
前沿的解析表示也难以获得 ，所以寻找经过（ r f ，０）的直线与风险资产有效前沿上
的切点就比较困难 ．

应用投资组合的 Markowitz模型通常需要下面几个步骤 ：① 估计资产未来的
状况 ；② 确定有效前沿的投资机会集 ；③ 在有效前沿上最大化投资者收益的效用
Eu（ r） ．Markowitz的均值 方差方法虽然产生于 ２０ 世纪 ５０ 年代 ，但是被金融机
构和投资者广泛采用是在 ８０年代初期 ．其主要原因是期望收益和协方差矩阵的估
计和计算问题 ．对于 n个资产的投资组合问题 ，需要估计（n２ ＋ ３n）／２ 个参数 ．绝
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大多数金融机构一般情形下将其注意力局限于 １５０ ～ ２５０ 种证券［１８］ ，需要估计
１１ ４７５ ～ ３１ ６２５个参数 ，而且还要计算 １５０ ～ ２５０阶矩阵的逆 ，在当时无疑是一个
非常麻烦的事情 ．因此为了应用方便 ，大批学者致力于研究和改进投资组合模型
以及有效算法 ．其工作大致可以分为三类 ．

第一类是探讨简化大规模投资组合模型及有效算法 ，比如 ，Breen 和 Jack唱
son［１９］ ，Faaland［２０］ ，Bowden［２１］ ，Pang［８］ ，Perold［９］ ，Lewis［２２］ ，Konno［２３］ ，Kawa唱
dai 和 Konno［２４］及 Ballestero［２５］等 ． Perold［９］使用多因素手段降低协方差矩阵的
秩 ，这种方法能够有效地解决含有几千个资产的大规模的 MV 模型 ．Konno［２３］提
出了一个协方差矩阵的紧因子分解方法用于解决大规模 MV 模型的算法问题 ．它
对于低秩的二次规划问题比较有效 ．但是对于数千以上资产的大规模低秩的 MV
模型却是非常耗时的 ．Kawadai 和 Konno［２４］研究了协方差矩阵具有稠密和高秩的
大规模 MV 模型的算法 ．另外 ，由于用传统的优化方法求解复杂的投资组合问题
往往不是十分有效 ，而启发式算法却能很好地解决该问题 ．因此 ，大批的学者应用
启发式算法（如遗传算法 、模拟退火算法 、禁忌算法和人工神经网络等）求解复杂的
投资组合问题 ．Mansini 和 Speranza［２６］提出了三种不同的启发式算法求解有最小
交易手数限制的投资组合问题 ，并将它们用于米兰证券交易市场进行验证 ．Yoshi唱
moto［２７］和 Glover［２８］用启发式算法研究了具有交易费用的多阶段投资组合问题 ．
Chang［２９］用遗传算法（GA） 、禁忌算法（TS）和模拟退火算法（SA）来解决投资组合
优化问题 ．Schaerf［３０］ ，Rolland［３１］用禁忌算法解决有混合整数约束的投资组合问
题 ．Crama和 Schyns［３２］及 Gilli［３３］用模拟退火方法求解有复杂约束的投资组合问
题 ．Yu和 Wang［３４］用神经网络方法求解均值 方差 偏度的投资组合模型 ．Xia和
Wang［３５ ，３６］用遗传算法求解投资组合问题 ．

第二类是侧重于简化计算有效组合所需要的数据类型 、数据量和计算过程 ，
比如 ，Markowitz利用资产收益的观察数据 ，采用统计平均估计 r和 V ＝ （σi j ）n × n ．
为了减少模型参数（协方差）估计的计算量 ，Sharpe［３ ～ ５］和 Ross［３７］等人提出了市场
处于均衡状态下的 CAPM 模型 、市场处于不均衡状态下的特征曲线 ，单因素模型
及多因素模型等估计资产收益 ．在这些估计中 ，假设资产的收益仅受到一个或者
多个因子的影响 ，通过回归分析法或者因子分析法得到资产收益与影响因子之间
的一个线性关系 ，从而获得资产的收益和方差及协方差的估计 ．这样就大量的减
少了计算量 ．

第三类是侧重于寻求新的风险度量标准以及在新的投资准则下的投资组合模

型 ．由于 Markowitz的均值 方差模型中把高于均值的超额收益当作风险来处理 ，
所以一个更确切的风险刻画量是下半方差（Lower Semivariance） ．Mao［３８］等讨论
了均值 下半方差模型 ．Konno 和 Yamakazi［３９ ～ ４１］ 、Feinstein 和 Thapa［４２］研究了绝
对离差来衡量投资组合的风险 ，提出了基于均值 绝对离差的证券投资组合模型



4　　　　 现代投资组合理论 ———模型 、方法与应用

（MAD模型） ，简化了投资组合优化的运算 ，并且 Konno 和 Yamakazi 还将其研究
成果应用于东京股票市场 ，并与 MV 证券组合理论进行比较 ． Speranza［４３］提出了
半绝对偏差风险函数 ．Ogryczak［４４］ ，Ouderri和 Sullivan［４５］ ，Green和 Hollifield［４６］
研究了用半方差作为风险度量标准的投资组合问题 ．Young［４７］用极小极大规则建
立了一个投资组合选择的线性规划模型 ，该模型实际上是以投资组合收益的最小
顺序统计量作为风险度量 ．Cai等［４８］用投资组合各项资产收益中的最大期望绝对

偏差来刻画风险 ，也给出了一个投资组合选择的线性规划模型 ，同时给出了解析的
投资组合策略 ． Young 和 Trent［４９］ ，Elton 和 Gruber［５０］ ，Ardit ti［５１］ ，Jean 和
Helms［５２］ ，Brennan和 Schawartz［５３］等研究了最大化几何平均收益准则下的投资
组合问题等 ．Konno和 Suzuki［５４］给出了均值 方差 偏度模型 ，这种模型在收益分
布不对称的情况下是非常有价值的 ，因为具有相同的均值和方差的投资组合很可
能具有不同的偏度 ，而偏度大的投资组合获得较大收益的可能性也大 ．但是该模型
是三次非凸规划模型 ，求解比较困难 ． Fishburn［５５］用与预先给定的目标收益的某

种负距离（未达标部分）的期望来度量风险 ，Fishburn 的风险度量是相对预先给定
的收益目标而言的 ，这个目标不会随着组合策略的变化而变化 ．另外 Brennan［５６］ ，
Elton和 Gruber［５７］ ，Statman［５８］等还研究了最优投资组合所应该包含的资产个数

问题 ．Roy［５９］ ，Pyle和 Yurnovsky［６０］等研究了安全第一准则下的最优资产组合选
择问题 ．与收益 风险型投资组合选择模型的思路不同 ，安全第一准则模型的决策
规则是极小化投资组合收益小于给定的“灾险水平”这一事件的概率 ，这与后来随
机规划中的机会约束概念相一致 ．

１９９４年 J ．P ．Morgan 投资银行首先推出了基于 VaR 的风险度量系统 ，现在
VaR被广泛应用于各金融机构 ，并正在成为度量金融风险的国际标准 ．Ar唱
tzner［６１］ 、Pflug［６２］ 、Basak和 Shapiro［６３］等研究了以 VaR作为风险度量指标的投资
组合问题 ．由于 VaR不满足相容性风险度量中的次可加性条件（意味着在某些情
况下拒绝投资组合分散化）而受到批评 ，基于此 ，人们又给出了条件风险值 CVaR
作为对 VaR的一种修正（参见 Rockafellar 和Uryasev［６４］ ） ，CVaR不仅对收益的非
对称分布 、厚尾分布有效 ，而且可以有效处理除了市场风险以外的其他风险管理问
题 ．所有这些研究和模型在一定程度上丰富了投资组合理论和模型 ，提高了应用
价值 ．

在金融市场中 ，交易费用是投资者考虑的一个非常重要的因素 ． Arnot t［６５］ 、
Pater［６６］和 Yoshimoto［２７］的实证结果表明 ，忽视交易费用的存在将会导致非有效
的投资组合 ．Mao［６７］ ，Jacob［６８］ ，Patel 和 Subhmanyam［６９］ ，Morton 和 Pliska［７０］ ，
Levy［７１］ ，Li和 Wang［７２］等研究了具有固定交易费用的投资组合问题 ．Pogue［７３］ ，
Chen等［７４］ ，Kamin［７５］ ，Davis和 Norman［７６］以及 Yoshimoto［２７］等研究了变动交易
费用的投资组合问题 ．Mulvey 和 Vladimirou［７７］ ， Atkinson 和 Al唱Ali［７８］ ，Dantzig
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和 Infanger［７９］研究了具有交易费用的多阶段投资组合问题 ．这些关于存在交易费
用的投资组合问题研究的不足之处是对于交易费用都做了特殊处理 ，比如将交易
费用函数看作固定不变 、线性函数 、V 型函数等 ．由于精确地刻画交易成本将会导
致一个非凸最小化问题 ，通常缺乏求解该问题最优解的有效方法 ．这样使得在这一
方面的研究工作相对较少 ． J ．Mulvey［８０ ～ ８１］运用分段线性凸函数近似交易成本函

数 ．然而 ，这一方法对于更为重要的非凸交易费用成本函数来说是无效的 ．Konno
等［８２ ～ ８７］假定风险函数由回报率的绝对离差给出 ，它替代了传统的标准方差 ，提出
了一种能够求解凹交易费用情况下的均值绝对离差模型（MAD）最优解的分枝定
界算法 ，同时证明了这种方法是计算全局最优解的有效方法 ．

目前大多数资产组合模型都是建立在概率论基础上 ．为了反映现实不确定
性 ，资产收益被看作随机变量 ．然而 ，有许多非随机因素影响着金融市场 ．尤其
在一个模糊的不确定的经济环境中 ，风险资产的收益具有模糊性 ，通常不能用
随机事件描述 ．近来 ，一些学者研究了模糊资产组合问题 ，如 ，Watada［８８］ ， Tana唱
ka 和 Guo［８９］ ， Inuiguchi和 Tanino［９０］ ，Ramaswamy［９１］ ，Wang 和 Zhu［９２］等 ．Wat唱
ada［８８］和 Ramaswamy［９１］利用模糊决策理论提出了资产组合模型 ． Tanaka 等［９３］

提出了模糊概率的证券组合模型 ．他们使用模糊概率的均值 、方差和协方差分
别替换了 Markowitz证券组合模型中概率均值 、方差和协方差 ，它可以看成是
Markowitz 证券组合模型的推广 ． Tanaka 和 Guo［８９］ 在 Zadeh［９４］ ，Dubois 和
Prade［９５］的可能性理论基础上提出了基于指数可能性分布的资产组合模型 ．
Carlsson等［９６］将投资收益看成梯形模糊数 ，提出了不允许卖空情况下具有最大效
用的模糊可能性证券组合模型 ． Zhang 等［９７ ～ １０２］在模糊数的可能性数字特征理论

基础上将投资收益看作模糊数处理 ，研究了模糊投资组合问题 ．Parra 和 Terol
等［１０３］应用模糊目标规划的方法解决收益 、风险 、流动性为模糊数情况下的最优投
资组合问题 ． Lin和 Hsieh［１０４］基于决策支持系统（DSS）的相关理论给出了一个基
于模糊集理论的投资组合战略框架 ． Tiryaki和 Ahlatcioglu［１０５］给出了求解模糊投

资组合问题的一种新的决策方法 模糊群决策方法 ．Fang 和 Wang［１０６］利用模糊决
策理论研究了带有交易费用的模糊投资组合平衡问题 ． Lai 等［１０７］及 Giove［１０８］研
究了基于区间数的投资组合问题 ．Zhang 等［１０９ ～ １１１］研究了具有可容许偏差的投资

组合问题 ，给出了可容许有效前沿的公式算法 ．Huang［１１２］将资产的收益看成模糊
随机变量 ，提出了两种新的模糊投资组合模型 ，另外 ，Huang［１１３］还研究了模糊机会
约束投资组合问题 ．

关于投资组合的早期研究工作 ，仅局限于单阶段资产组合选择理论的研究 ，即
不考虑投资期间投资组合的调整问题 ，投资者在期初购买某一资产组合并将其持
有到投资期结束 ，也没有考虑税收 、消费等因素对投资行为的影响 ，这显然与实际
的投资行为不吻合 ．为此 ，一大批金融经济学家将单期的均值 方差投资组合选择
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理论推广到多期 ，得到了离散时间和连续时间多阶段模型 ，并将消费 、税收 、交易成
本 、通货膨胀等因素引入证券组合选择模型 ，使之更加贴近现实的证券市场 ，取得
了丰硕的成果 ．例如 ，Samuelson［１１４］ ， Hakansson［１１５］ ，Fama［１１６］ ，Mossin［１１７］ ，Ru唱
binstein［１１８］和 Long［１１９］等就离散时间多阶段投资组合模型进行了较为广泛的研
究 ； Merton［１２０］ ，Breeden［１２１］ ，Harrison［１２２ ～ １２３］ ，Duffie［１２４］ ，Karatzas［１２５］ ，Korn 和
Trautmann［１２６］ ，Korn［１２７］等利用随机分析理论和随机优化技术对连续多阶段模型

进行了广泛而深入细致的研究 ；Cox 和 Huang［１２８］ ，Dumas 和 Luciano［１２９］ ， Elton
和 Gruber［１３０］ ，Kamin［７５］ ，Morton和 Pliska［７０］等将消费 、税收 、交易成本和通货膨
胀等因素引入证券组合选择模型 ，使该模型在应用上迈进了一步 ．均值 方差型的

动态模型的研究长期以来难以取得突破性进展 ．直到近年来 ，Li和 Ng［１３１］对多阶
段情形 ，Zhou和 Li［１３２］以及 Emmer 、Kluppelberg 和 Korn［１３３］对连续时间情形建立

了均值 方差模型 ，并推导出了显示的最优解和有效边界 ． Li ，Zhou 和 Lim［１３４］进

一步研究了连续时间 、不允许卖空股票时均值 方差投资组合问题 ．另外 ，Richard唱
son［１３５］研究了动态均值 方差策略较 Markowitz 静态策略的优越性 ，并对相当简
单的情况（遵循几何布朗运动的单一风险资产和具有常值利率的无风险资产构成
的市场）改进了 Markowitz的结论 ．Bajeux唱Besnainou 和 Portait［１３６］ （简称 BBP）在
完全市场中证明了两基金分离定理（动态均值 方差投资策略是两基金的静态组

合） ，动态均值 方差有效前沿在标准差 期望回报空间是直线 ，而且明确刻画了两
基金和有效前沿 ．

关于连续时间资产组合最优投资消费问题的研究通常提出考虑的模型如下 ：
财富 x（ t）满足的随机微分方程可以写为

d x（ t） ＝ （ r（ t） x（ t） － c（ t））d t ＋ ∑
n

i ＝ １
（αi（ t） － r（ t））π１

i （ t）d t

＋ ∑
n

i ＝ １
∑
n

j ＝ １
π１
i （ t）σi j （ t）dB j （ t） （１畅４）

x（０） ＝ x０ ，　 ０ ≤ t ≤ T （１畅５）
其中 ，π１

i （ t）表示时刻 t投资在第 i 种证券上的财富 ；
c（ t）表示时刻 t的消费 ；
B ＝ ｛B（ t） ＝ （B１ （ t） ，B２ （ t） ，… ，Bn（ t））′ ，Ft ；０ ≤ t ≤ T｝是一个定义在概率空间
（ Ω ，F ，P）上的 n维布朗运动 ；
｛ r（ t） ，Ft ；０ ≤ t ≤ T｝是无风险证券的利率过程 ；
｛ α（ t） ＝ （α１ （ t） ，α２ （ t） ，… ，αn （ t））′ ，Ft ；０ ≤ t ≤ T｝是风险证券的收益率向量
过程 ；
｛ σ（ t） ＝ （σi j （ t））１ ≤ i ，j ≤ n ，Ft ；０ ≤ t ≤ T｝是离差矩阵 ．
假定这些过程在（ t ，ω） ∈ ［０ ，T］ × Ω 上是可测 、适应及一致有界 ．



第 1章 　绪 　 　论 7　　　　

投资者的目标是最大化如下两种形式的期望效用及其线性组合 ：

（i）总体消费折扣的期望效用 E∫
T

０
exp －∫

t

０
β（ s）d s U１ （ c（ t））d t ；

（ii）期终财富的期望效用 E U２ （ x（ T））exp －∫
T

０
β（ s）d s ．

Merton［１３７ ～ １３８］在市场模型系数 r（ t） ，αi（ t） ，σi j （ t） ；１ ≤ i ，j ≤ n都为常数及时间
区域为无穷区域 T ＝ ＋ ∞和无遗产 x（ T） ＝ ０ 的情形下 ，找到了一个与 Bellman 方
程有关的闭型解 ．当时间区域为有穷时 ，他就 HPRA 类消费效用函数 U１ （ c） ＝ acp ，
－ １ ＜ p ＜ １ ，p ≠ ０ 或 U１ （ c） ＝ alog c等特殊情形找到了闭型解 ．Karatzas 等［１３９ ～ １４１］

考虑了较 Merton 一般的效用函数和存在破产可能性的投资消费问题的最优解 ．
Merton［１４２］在市场模型系数 r（ t） ，αi（ t） ，σij （ t）（１ ≤ i ，j ≤ n）和β（ t）都为常数情形下 ，
研究了使总体消费折扣效用最大化的最优投资比例及最优消费的显式解 ．Zhang
和 Nie［１４３］在市场模型系数都为连续变化及值函数 V（ x（ t） ，π（ t） ，c（ t）） 为一般情形
下的最优投资消费问题 ，获得使总体消费折扣效用最大化的最优投资策略及最优
消费策略的显式解 ．还有其他一些学者关于投资组合问题和金融市场及其他方面
的大量研究［１４４ ～ １９７］ ，由于篇幅的限制在此不再详细描述 ．

国内有关投资组合理论的研究和应用起步较晚 ，与西方市场经济国家己经形
成了成熟的理论体系相比存在着差距 ．尽管如此 ，我国学者已经在这一领域作出
了许多重要的 、创造性的贡献 ，下面我们只对众多研究成果中的部分作一简要的
回顾 ．

唐小我［１９８］ 、于维生［１９９］ 、杨德权 、胡运权和刘鹏伟［２００］ 、张京和马树才［２０１］及张

卫国等［２０２ ，２０３］研究了不允许卖空时投资组合模型及最优解的计算方法 ，分析了有
效前沿的一些性质 ．

吴如海和宋逢明［２０４］对基金分离定理进行了实证研究 ．曾勇 、唐小我和郑维
敏［２０５］讨论了不允许卖空情况下组合证券选择问题和证券组合空间的生成问题 ，
推广了组合证券选择和基金分离理论的有关结果 ．

王春峰 、屠新曙和厉斌［２０６］研究了效用函数意义下投资组合有效选择问题 ．
运用几何方法解决最佳资产组合选择 ．

荣喜民 、张喜彬和张世英［２０７］在分析 Markowitz组合证券投资模型 、绝对离差
风险测度模型和 E唱Sh 风险测度模型的基础上 ，提出了新的风险测度下的组合证
券投资最优化模型 ．徐绪松 、杨小青和陈彦斌［２０８］提出了“半绝对离差”的风险度量
工具 ，并与证券收益率的半方差 、绝对离差进行比较 ，给出了基于半绝对离差的证
券组合投资模型 ．王秀国和邱菀华［２０９］研究了均值方差偏好和下方风险控制下的

动态投资组合决策模型 ．彭飞 、黄登仕和汤海溶［２１０］和彭飞 、史本山和胡支军［２１１］应

用行为经济学展望理论研究了基于价值离差的资产选择问题 ，建立了在给定的期
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望收益条件下 ，组合绝对价值离差最小化模型和最大化组合价值离差模型 ，并进
行了比较研究 ．

陈收 、邓小铁 、汪寿阳和周奕［２１２］在均值 方差模型基础上 ，引入随资本结构变
化对利率的影响这一重要因素 ，研究其对组合投资有效边界及有效组合的作用以
及优化模型的解析解 ．史本山和文忠平［２１３］研究了 β约束条件下的投资组合决策 ．
张卫国等［２１４］研究了存在无风险投资与贷款条件下不相关资产的投资组合问题 ，
给出了有效投资组合比例的计算公式 ．

刘小茂 、李楚霖和王建华［２１５］讨论了正态情形下风险资产组合的 Mean唱CVaR
边界 ，并与经典的方差风险下的均值 方差边界进行了对比研究 ．陈金龙和张
维［２１６］研究了投资组合模型与 CVaR之间的关系 ．李婷和张卫国［２１７］研究了在预期

收益和 VaR约束下存在无风险资产的投资组合问题 ．
陈伟忠［２１８］和侯为波 、徐成贤［２１９］研究了允许卖空条件下证券数量增加对于证

券组合 MV 有效前沿的漂移 ．张卫国等［２２０ ～ ２２２］进一步研究了不允许卖空条件下证

券数量增加或者预期收益变化对于证券组合投资比例及 MV 有效前沿影响的动
态问题 ．

韩其恒和唐万生［２２３］提出了在允许卖空时的一类机会约束下的投资组合问

题 ．郑立辉 、张兢田和鲍新中［２２４］提出了证券选择的极大极小方法 ．徐大江［２２５］提

出多目标决策方法 ．刘海龙 、郑立辉和樊治平等［２２６］提出了微分对策方法 ．程仕
军［２２７］ ，李仲飞 、李仲翔 、汪寿阳和邓小铁［１９２］提出了线性规划方法 ．马永开和唐小
我［２２８］建立了多因素模型 ．唐国兴和提云涛［２２９］提出了基于汇率均衡模型 ．陈志平
和袁晓玲［２３０］建立了带有多种投资约束的广义 MV 模型 ．夏玉森 、刘宝碇和汪寿
阳［３６］提出了基于收益次序的投资组合模型和遗传算法 ．

胡国政和李楚霖［２３１］ ，李仲飞 、汪寿阳和邓小铁［７２］研究了带交易费的投资组合

选择问题 ．梁建峰和唐万生［２３２］建立了有交易费用的组合证券投资的概率准则模

型 ．刘善存 、邱菀华和汪寿阳［２３３］给出了带交易费用的泛证券组合投资策略 ．
在模糊投资组合方面 ，张世英和王东［２３４］基于模糊随机理论 ，定义了投资基金

价格风险的测度 ，对有交易成本时的基金投资行为以及基金投资行为风险控制和
监管问题进行了讨论 ．曾建华和汪寿阳等［２３５］对于模糊证券组合问题的研究进行

了系统的综述和进一步的深入分析 ，并在给定投资收益和风险两个模糊目标的隶
属度满足一定水平的约束条件下提出了一个最大化隶属度的证券组合模糊规划模

型 ．秦学志和吴冲锋［２３６］在投资者风险偏好具有随机性和模糊性且效用函数具有

线性可加性的假设条件下 ，建立了相应的证券投资组合选择方法 ．邵全和吴祈
宗［２３７］利用模糊决策方法 ，给出了模糊意义下的投资组合决策 ．洪雁 、邵全和吴祈
宗［２３８］研究了模糊机会约束规划下的投资组合问题 ．

刘海龙和樊治平［２３９］运用随机最优控制理论 ，建立了带有风险规避的证券投
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资最优策略问题的数学模型 ，给出了证券投资最优策略 ．郭文旌和胡奇英［２４０］研究

了当终止时间不确定时的多阶段最优投资组合问题 ．杨德权等［２４１］研究了动态非

线性递推规划模型 ．杨昭军和师义民［２４２］在假设证券市场为有效竞争均衡市场下

探讨最优投资及最优消费策略 ，得到最优投资与最优消费决策条件 ．黄小原 、田澎
和张忠［２４３］ 、马超群和陈牧妙［２４４］及吴冲锋 、吴勇和李卫东［２４５］研究了股票 、期权 、期
货和一般衍生证券的定价模型和方法 ．

严加安［２４６］ 、叶中行和林建忠［２４７］等人关于金融数学方面的专著和宋逢明［２４８］ 、
吴冲锋等［２４９］等关于金融工程方面的著作以及李仲飞和汪寿阳［２５０］ 、余湄 、董洪斌
和汪寿阳［２５１］还有房勇和汪寿阳［２５２］等关于投资组合方面的著作都反映了我国在

该领域取得的研究成果 ．
还有许多文献这里不能一一介绍了 ，如文献［２５３ ～ ２５７］等 ．
由于我国的金融市场起步较晚 ，对现代金融学理论和方法的研究相对落后 ，在

应用方面更是如此 。但是 ，在改革开放和经济持续增长的过程中 ，我国的金融市场
不断发育成长并逐渐与国际接轨 ，各种新型金融产品的出现和新型金融交易的引
入是势不可挡的 ．加强金融监管 ，规范市场行为 ，防范和控制总体金融风险 ，保持金
融系统的稳定和发展 ，已经到了刻不容缓的地步 ．因此 ，要全面开展适合我国国情
的金融学研究 ，为发展充满生机和活力的新兴的中国金融产业贡献力量 ．

１畅２ 　本书的主要研究内容 　

投资组合研究主要是围绕如何建立适合各种要求的模型和提出有效算法 ．随
着数学新理论和新方法的不断出现 ，使得投资组合的理论 、模型及方法能够得到
进一步发展 ．本书将从理论和应用上系统研究一般投资约束条件下投资组合的若
干新模型和新算法 ．根据现代投资组合理论 ，投资者通常被认为是厌恶风险 ，追
求最大效用者 ．如何选择有效投资组合的研究在投资组合理论的研究中具有十分
重要的地位 ．

瞯 第 １章绪论 ．主要介绍现代投资组合的主要理论 、方法 、研究现状及发展
趋势 ．

瞯 第 ２章研究风险资产有效投资组合模型与算法问题 ．首先建立了一般投资
约束条件下有效投资组合模型 ，研究了有效投资组合 、有效前沿的结构及有效算
法 ．然后根据允许卖空风险资产情形 、不允许卖空风险资产情形 、投资比例限制情
形 ，分别给出了有效投资组合及有效前沿的解析表示或者数值算法及智能算法
等 ．最后将模型与算法应用于实际决策问题 ．

瞯 第 ３章研究风险资产有效投资组合及有效前沿的动态调整问题 ．主要介绍
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不允许卖空（投资比例非负约束） 条件下有效组合及 MV 有效边界的变动问题 ．
从理论上探讨资产预期收益率发生变化和投资品种数的调整分别对有效投资组合

收益和风险的影响 ，并且对 MV 有效前沿和投资比例的变化进行了动态分析 ．
瞯 第 ４章研究风险资产可容许有效投资组合模型及算法问题 ．首先给出基于

相似度的资产收益和风险估计 ．在假定资产的期望收益和风险具有可容许偏差的
条件下定义可容许收益及可容许风险 ．其次建立可容许有效投资组合模型 ，提出
可容许有效投资组合的算法 ，给出可容许有效前沿的解析表示 ．最后将模型与算法
应用于实际决策问题 ．

瞯 第 ５章研究存在无风险资产的可容许有效投资组合模型及算法问题 ．首先
建立具有无风险资产的可容许有效投资组合模型 ．然后分别研究贷出无风险资产
情形 、借入无风险资产（有上界限制或者无上界限制）情形及贷出利率与借入利率
相等或者不相等情形的可容许有效投资组合算法 ，给出可容许有效前沿的解析表
示 ．最后通过一个数值例子 ，给出上 、下可容许有效前沿的具体计算公式 ，并与
Tanaka等人提出的方法进行比较 ，说明所提出方法的有效性 ．

瞯 第 ６章研究基于 VaR和 CVaR的投资组合模型及算法问题 ．给出风险价
值 VaR和条件风险价值 CVaR的计算方法 ，提出具有 VaR 约束和无风险投资的
证券组合优化模型与算法 、具有 VaR约束和无风险贷款的证券组合优化模型和算
法及正态情形下风险资产组合 Mean唱CVaR模型和算法 ．

瞯 第 ７章研究几种简化的有效投资组合模型及算法问题 ．从两种类型投资者
的角度探讨了投资组合模型的简化和算法问题 ．一种面向投资基金和投资机构 ，
提出了大规模资产的简化有效投资组合模型和算法 ．另一种面向中小投资者或者
个人 ，提出了中小投资者的有效投资组合模型 ，给出了有效投资组合及有效前沿
的解析表示 ，并且分析了分配在资产上的投资数量与其收益和风险的关系 ．最后
将模型与算法应用于实际决策问题 ．

瞯 第 ８章研究基于离差的投资组合模型及算法问题 ．提出具有一般交易费用
情况下的有效投资组合均值 ＋ 绝对离差模型（MAD） ．分析了 Konno 等提出的分
枝定界算法的不足 ．给出了一个求有效投资组合的修正分枝定界算法 ．将风险价
值指标引入组合投资领域 ，通过极大极小风险价值 ，建立了相应的组合投资模型
（MMRV） ，并与其他模型（MMR 、MV） 进行了比较分析 ．

瞯 第 ９章研究上 、下模糊可能性投资组合模型及算法问题 ．首先在 Carlsson
和 Fullé r 提出的模糊数的上可能性均值和下可能性均值定义的基础上 ，对应地提
出上 、下可能性方差与可能性协方差定义 ．研究他们类似于随机变量数字特征的
有关性质 ，完善模糊数的可能性数字特征理论 ．其次在上 、下可能性均值和可能性
方差基础上建立投资组合的上 、下可能性均值 方差模型 ．然后分别给出投资收益
为梯形 、三角及区间型模糊数等特殊可能性分布下的有效投资组合模型 ，并与传统
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概率分布下的模型进行比较 ．最后通过一个数值例子 ，说明上 、下可能性投资组合
方法的应用 ．

瞯 第 １０章研究加权可能性有效投资组合模型及算法问题 ．首先提出一般投
资约束下的可能性有效投资组合模型 ．其次分别研究贷出无风险资产情形下可能
性有效投资组合模型及借入无风险资产下可能性有效投资组合模型 ．最后通过一
个数值例子 ，说明加权可能性投资组合方法的应用 ．

瞯 第 １１ 章研究连续时间的最优投资消费组合模型及算法问题 ．首先建立
了连续支付红利并且市场模型系数 r（ t） ，αi（ t） ，σij （ t）（１ ≤ i ，j ≤ n）和 β（ t）都为连
续变化及值函数 V（ x（ t） ，π（ t） ，c（ t）） 为一般形式的最优投资消费模型 ，其次给
出了使总体消费折扣效用最大化且具有反馈形式的最优投资比例及最优消费的

显式解 ．



第 2章
风险资产有效投资组合模型及算法

２畅１ 　引言 　

由 Markowitz［１ ，２］最早提出的关于投资组合的均值 方差方法在过去 ５０ 多年
对于现代金融理论和实践中发挥了十分重要的作用 ，是现代投资组合理论的核心
基础 ．它运用概率论和最优化技术模型化了不确定条件下的投资行为 ．投资收益
用收益均值描述 ，投资风险用收益的方差描述 ．Markowitz的均值 方差模型可以

用两种数学模型表示 ：在期望收益给定的条件下 ，最小化风险 ；在风险给定的条件
下 ，最大化期望收益 ．一个投资组合被称为有效投资组合需要满足如下条件 ：
①对于给定的期望收益水平 ，具有最小风险 ．② 对于给定的风险水平 ，具有最大的
期望收益 ．所有有效投资组合构成有效边界 ，或者称为有效前沿 ．在实际的投资活
动中 ，投资者通常被认为是厌恶风险 ，追求最大效用者 ．因此 ，投资者的最优投资组
合就是效用最大的有效投资组合 ．投资者的效用偏好不同 ，其最优投资组合的选择
就不同 ．投资者选择最优投资组合的方法就是在所有有效投资组合中 ，选择使得效
用最大的有效投资组合 ．显然 ，如何选择有效投资组合的研究在投资组合理论的研
究中具有十分重要的地位 ．

假设投资者选择了 n种可投资的风险资产进行组合投资 ．
记

R ＝ （ r１ ，r２ ，… ，rn）′是风险资产的期望收益向量
V ＝ （σi j ）n × n是风险资产收益的协方差阵
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x ＝ （ x１ ，x２ ，… ， xn）′是风险资产的投资比例向量
l ＝ （１ ，１ ，… ，１）′是分量全部为 １的向量

这里（′） 表示矩阵的转置 ，所有不带（′）的向量都是列向量 ．那么资产组合的
期望收益是 r（x） ＝ R′x ，风险是 σ２ （x） ＝ x′Vx ．

通常 ，投资组合的均值 方差模型（Mean Variance 模型 ，简记为 MV 模型）被
描述为如下两种形式的二次规划模型

min 　 x′Vx
s ． t ．　 R′x ＝ μ
　 　 　 l′x ＝ １
　 　 　 Ax ≤ B

（２畅１）

其中 ，μ是投资者给定的期望收益水平 ；
A是一个 m × n常数矩阵 ；
B是一个 m维常向量 ．
或者

max 　 R′x
s ．t ．　 x′Vx ＝ σ２

l′x ＝ １
Ax ≤ B

（２畅２）

其中 ，σ２ 是投资者给定的风险水平 ；
Ax ≤ B表示投资者或者投资市场对于投资行为附加的约束条件 ，比如 ，不允
许卖空（投资比例或者数量非负） ，投资数量限制等 ．
先前的投资组合研究包括有 Sharpe［３ ～ ５］ ，Merton［６］ ，Szeg迸［７］ ， Pang［８］ ， Per唱

old［９］ ， Tobin［１０］和 V迸R迸s［１１ ～ １３］等 ．其中有许多研究是如何求解均值 方差模型 ，
提出了一些解决有效投资组合问题的手段和算法［３ ～ １４］ ．

Sharpe［３ ～ ５］利用证券市场指数或者因素模型简化了投资组合的均值 方差模

型 ．Merton［６］在简单投资约束条件 l′x ＝ １ 下 ，给出了模型（２畅１）最优解的均值 方

差关系 ．Szeg迸［７］在简单投资约束条件 l′x ＝ １ 和 x ≥ 0 下 ，研究了模型（２畅１）最优解
的算法问题 ．V迸R迸s［１１］进一步揭示了不允许卖空条件下有效前沿的特征 ，指出有
效前沿是由均值 方差平面上的一些单调增加弧段组成的 ．还有一些学者研究了
如下参数二次规划模型描述的投资组合问题

min 　 － tR′x ＋ x′Vx
s ．t ．　 l′x ＝ １
　 　 Ax ≤ B

（２畅３）

Perold［９］ ，Best［１４ ，１５ ，１７］指出当模型（２畅 ３）包含不等式约束条件时 ，存在区间集［ ti － １ ，
ti］（ i ＝ １ ，… ，ν） ，使得投资组合有效前沿是参数 t的分段线性函数 ．然而 ，确定这些
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区间和 t的线性函数是一个非常困难的事情 ，需要使用参数二次规划的算法 ．在一
般情况下 ，不能获得投资组合有效前沿的闭形式解 ．Best［１６］研究了收益不相关资
产的有效投资组合问题 ，在一定的技术假定下给出了投资组合有效前沿的闭形式
解 ．这些研究在一定的假设条件下 ，得到了部分情况下有效投资组合的解析表示
或者数值方法 ，但是在不允许卖空条件下获得收益相关资产的全部有效投资组合
（有效前沿）的解析表示却是非常困难的 ．

本章我们进一步研究风险资产投资组合问题 ．首先建立一般投资约束条件下
有效投资组合模型 ，研究有效投资组合 、有效前沿的结构及有效算法 ．然后根据允
许卖空风险资产情形 、不允许卖空风险资产情形 、投资比例下界限制情形 ，分别给
出有效投资组合及有效前沿的解析表示 ．对于一般投资数量限制情形提出有效投
资组合的遗传算法 ．最后将模型与算法应用于实际问题 ，为投资者和投资机构的
实际决策提供方便 ．

２畅２ 　风险资产有效投资组合模型 　

为了讨论方便 ，将投资组合记为 x或者（σ２ ，r） ，α ≥ 0 表示 α是一个各分量非
负的向量 ．MV 模型（２畅１）或者（２畅２）的最优解所确定的投资组合并不都是有效的 ，
只是满足有效性的一个条件 ，即最小风险性或者最大收益性 ，这样的投资组合是否
有效还需要根据是否满足另外一个有效性条件来确定 ．根据投资组合的有效性条
件可得如下结论 ．

定理 2畅1 　投资组合（σ２ ，r）是有效的充要条件为相应的 x是下列两个模型的
最优解 ．

min 　 σ２ （x） ＝ x′Vx
s ．t ．　 R′x ＝ r （２畅４）
　 　 　 x ∈ H
max 　 r（x） ＝ R′x
s ．t ．　 x′Vx ＝ σ２ （２畅５）
　 　 　 x ∈ H

其中 ，H 是关于投资组合 x附加的线性约束集 ．
特别 ，当 H ＝ ｛x l′x ＝ １｝时 ，表示允许卖空行为 ；
当 H ＝ ｛x l′x ＝ １ ，x ≥ 0｝时 ，表示不允许卖空行为 ．
显然由模型（２畅 ４）确定的最优解所对应的投资组合满足有效性的第一个条件 ，

由模型（２畅５）确定的最优解所对应的投资组合满足有效性的第二个条件 ．在模型
（２畅４）中分别求 r 取不同值的最优解 ，可获得投资组合的最小风险集 D ．在模型
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（２畅５）中分别求 σ２ 取不同值的最优解 ，可获得投资组合的最大收益集 U ．则有效投
资组合集 D ∩ U 就是有效前沿 ．

若 V是正定矩阵 ，下面的定理 ２畅２说明有效投资组合模型为
min 　 σ２ （x） ＝ x′Vx
s ．t ．　 R′x ≥ μ
　 　 　 x ∈ H

（２畅６）

定理 2畅2 　 若 V是正定矩阵 ，μ是固定常数 ，则模型（２畅 ６）的最优解所确定的
投资组合是有效的 ．

证明 　设 x是模型（２畅 ６）的最优解 ，并且 R′x ＝ r ，x′Vx ＝ σ２ ．则 r ≥ μ ， x ∈ H ．
显然 x是模型（２畅４）的最优解 ，并且是（２畅５）的可行解 ．

下证 x也是模型（２畅 ５）的最优解 ．
用反证法 ，假设 x不是模型（２畅５）的最优解 ．则存在 x０ ≠ x ，满足 x′０Vx０ ＝ σ２ ，

x０ ∈ H ，使得 R′x０ ＞ r ≥ μ ．说明 x０ 也是模型（２畅６）的最优解 ．
由于 V是正定矩阵 ，σ２ （x） ＝ x′Vx是严格凸函数 ，故模型（２畅 ６）的最优解唯一 ．

因此 x０ ＝ x ，这与假设矛盾 ．于是 x也是模型（２畅５）的最优解 ．
由定理 ２畅１知 ，x确定的投资组合是有效的 ．
在模型（２畅６）中 ，分别求 μ取所有可能值的最优解 ，就可获得全部的有效投资

组合 ，即有效前沿 ．求解（２畅６） 需要下面的假设条件满足 ．
假设 2畅1 　 （i）R ≠ cl ，对于任意 c ∈R；

（ii） V是正定矩阵 ．

２畅３ 　允许卖空的风险资产有效投资组合解析表示 　

若允许卖空行为 ，取 H ＝ ｛x l′x ＝ １｝ ．有效投资组合模型（２畅６）为
min 　 σ２ （x） ＝ x′Vx
s ．t ．　 R′x ≥ μ
　 　 　 l′x ＝ １

（２畅７）

为了求解模型（２畅７） ，我们首先考虑一个一般的二次规划
min 　 Q（x） ＝ x′Gx ＋ g′x
s ．t ．　 A′i x ＝ Bi ，i ＝ １ ，… ，me
　 　 　 A′i x ≥ Bi ，i ＝ me ＋ １ ，… ，m

（２畅８）

其中 ，x ，g ，Ai都是 n维常向量 ；
G是一个 n阶实对称矩阵 ；
Bi 是常数 ．
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解模型（２畅８）等价于解下面的问题［２５８］

１
２ g ＋ Gx ＝ Aλ

A′i x ＝ Bi ，　 i ＝ １ ，… ，me
A′i x ≥ Bi ，　 i ＝ me ＋ １ ，… ，m
λi（A′i x － Bi） ＝ ０ ，　 i ＝ me ＋ １ ，… ，m
λi ≥ ０ ，　 i ＝ me ＋ １ ，… ，m

（２畅９）

其中 ，A ＝ ［ A１ ，A２ ，… ， Am］ ；
λ ＝ （λ１ ，… ，λm）′ ．
下面的引理成立 ．
引理 2畅1 　设 G是正定矩阵 ，则 x倡 是模型（２畅 ８）的唯一最优解的充分必要条

件为 x倡 是模型（２畅９）的唯一最优解 ．
为了描述方便 ，我们记

e ＝ R′V－ １ R
f ＝ l′V－ １ l
d ＝ R′V－ １ l
δ ＝ e f － d２ ．

下面的引理给出了 e ，f ，d和 δ的一些性质 ．
引理 2畅2 　若假设 ２畅１成立 ，则
（i） e ＞ ０ ，f ＞ ０ ；
（ii） δ ＞ ０ ．
证明 　根据假设 ２畅１（ii） ，结论（i）成立 ．
二次式

g（ y） ＝ （R ＋ yl）′V－ １ （R ＋ yl） ＝ f y２ ＋ ２ dy ＋ e
的判别式是 － ４δ．

因为 V是正定矩阵 ，所以 g（ y） ＝ ０充分必要条件是 R ＝ － yl ．
利用假设 ２畅１（i） ，对于任意 y ∈R，有 g（ y） ＞ ０ ．因此 ，结论（ii）成立 ．
使用 Lagrangian乘子法 ，我们得到下面的引理 ．
引理 2畅3 　若假设 ２畅１成立 ，则 x ＝ t f － １V － １ l是问题 min｛σ２ （x） ＝ x′Vx l′x ＝

t｝的唯一最优解 ，并且目标函数值为 t２ ／ f ．
引理 2畅4 　 若假设 ２畅１ 成立 ，则 x ＝ V － １ ［ el － dR ＋ （ fR － dl） μ］／δ是问题

min｛σ２ （x） ＝ x′Vx R′x ＝ μ ，l′x ＝ １｝的唯一最优解 ．
模型（２畅７）的最优解通过下面的定理给出 ．
定理 2畅3 　若假设 ２畅１成立 ，则模型（２畅７）的唯一最优解如下确定 ：
（i）当 μ ≤ d／ f 时 ，
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x ＝ １
f V

－ １ l （２畅１０）

（ii）当 μ ＞ d／ f 时 ，

x ＝ １
δV

－ １ ［ el － dR ＋ （ fR － dl）μ］ （２畅１１）

证明 　因为 V是正定矩阵 ，所以 Kuhn唱Tucker（简记为 K唱T）条件是最优解的
充分必要条件［２５８］ ．解问题（２畅７）等价于解 x ∈Rn 和 λi ∈R（ i ＝ １ ，２） ，使得满足

Vx ＝ λ１ l ＋ λ２ R
l′x ＝ １
R′x ≥ μ
λ２ （R′x － μ） ＝ ０ ，　 λ２ ≥ ０

（２畅１２）

如果 μ ≤ d／ f ，那么存在乘子 λ１ ＝ １／ f ，λ２ ＝ ０ ，并且使得 x ＝ f － １V － １ l满足问题
（２畅１２） ．于是 ，结论（i）成立 ．

如果 μ ＞ d／ f ，那么 f μ － d ＞ ０ ．存在乘子 λ１ ＝ （ e － dμ）／δ，λ２ ＝ （ f μ － d）／δ ＞ ０ ，
并且使得 x ＝ V － １ ［ el － dR ＋ （ fR － dl）μ］／δ满足问题（２畅１２） ．这样 ，结论（ii）成立 ．

２畅４ 　不允许卖空的风险资产有效投资组合解析表示 　

若不允许卖空行为 ，取 H ＝ ｛x l′x ＝ １ ，x ≥ 0｝ ．
有效投资组合模型（２畅 ６）为

min 　 σ２ （x） ＝ x′Vx
s ．t ．　 R′x ≥ μ
　 　 　 l′x ＝ １
　 　 　 x ≥ 0

（２畅１３）

模型（２畅 ７）和模型（２畅１３）的最优解有如下关系［１９９］ ．
引理 2畅5 　若假设 ２畅１ 成立 ，μ是固定常数 ，x倡 ＝ （ x 倡

１ ，… ，x 倡
n ）′是模型（２畅７）

的最优解 ，并且 x 倡
i１ ＜ ０ ，… ，x 倡

ik ＜ ０ ，其他 x 倡
j ＞ ０ ，则如果 x１ 倡 ＝ （ x１ 倡

１ ，… ，x１ 倡
n ）′是模

型（２畅１３）的最优解 ，那么 x１ 倡 ∈ ∪
k

s ＝ １
A i s ，其中 A i s ＝ ｛x ＝ （ x１ ，… ，xn）′ x i s ＝ ０｝ ．

由引理 ２畅５容易得到下面结论 ．
推论 2畅1 　若假设 ２畅１ 成立 ，μ是固定常数 ， x倡 ＝ （ x 倡

１ ，… ，x 倡
n ）′是模型（２畅７）

的最优解 ，并且 x 倡
i ＜ ０ ，其他 x 倡

j ≥ ０ ，则如果 x１ 倡 ＝ （ x１ 倡
１ ，… ，x１ 倡

n ）′是模型（２畅 １３）的
最优解 ，那么 x１ 倡

i ＝ ０ ．
记

V－ １ l ＝ （ g１ ，g２ ，… ，gn）′
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V－ １ R ＝ （h１ ，h２ ，… ，hn）′
这样 ，式（２畅１１）能够表示成

xk ＝ １
δ ［ eg k － dh k ＋ （ f hk － dg k）μ］ ，　 k ＝ １ ，… ，n （２畅１４）

因为 δ＞ ０以及式（２畅１４）满足 l′x ＝ ∑
n

k ＝ １
xk ＝ １ ，所以存在 q和 p ，使得

f hq － dg q ＜ ０ 　 和 　 f h p － dg p ＞ ０
定义

β ＝ min dhk － eg k
f h k － dg k f hk － dg k ＜ ０ ，k ＝ １ ，… ，n

α ＝ max dh k － eg k
f hk － dg k f hk － dg k ＞ ０ ，k ＝ １ ，… ，n

根据引理 ２畅 ５及 α和 β的定义 ，我们容易得到下面结论 ．
引理 2畅6 　若 α ＞ β，则对于任意的 μ ，模型（２畅１３）的最优解 x必含有零分量 ．
我们分别根据情况 α≤ β和情况 α ＞ β讨论模型（２畅１３）的最优解 ．
首先讨论情况 α≤ β，并给出所有 μ ＞ β的最优解 ．
为叙述方便 ，我们使用如下记号

I ＝ ｛１ ，２ ，… ，n｝ ，Ii ＝ ｛ i１ ，… ，il｝ 彻 I ，li ＝ （１ ，… ，１）′
Ri ＝ （ ri１ ，… ，ri l ）′ ，Vi ＝ （σi p i q ） l× l ，p ，q ＝ １ ，… ，l
V－ １
i R i ＝ （hi ，i１ ，… ，hi ，i l ）′ ，V

－ １
i l i ＝ （ gi ，i１ ，… ，gi ，i l ）′

ei ＝ R′iV－ １
i Ri ，di ＝ R′iV－ １

i l i ，f i ＝ l′iV－ １
i l i ，δi ＝ ei f i － d２i

（２畅１５）

其中 ，I表示资产 １ ，２ ，… ，n的集合 ；
Ii 表示资产 i１ ，i２ ，… ，il 的集合 ；
Ri 表示资产集 I i 的收益向量 ；
V i 表示资产集 I i 的协方差矩阵 ；
hi ，k表示向量 V － １

i Ri 顺序对应于资产 k 的分量 ；
gi ，k表示向量 V － １

i l i 顺序对应于资产 k的分量 ．
定理 2畅4 　若假设 ２畅１成立 ，并且 α ≤ β，则存在正数 β０ ≤ β１ ≤ … ≤ βt ≤ max

１ ≤ i ≤ n
｛ ri｝

和资产集 I 澈 I１ 澈 … 澈 It ，使得模型（２畅 １３）的唯一最优解如下确定 ：
当 βi － １ ＜ μ ≤ βi（ i ＝ １ ，２ ，… ，t）时 ，

xk ＝
［ ei g i ，k － dih i ，k ＋ （ f i h i ，k － di g i ，k）μ］／δi ， k ∈ Ii
０ ， k ∈ I＼ Ii

其中 ，gi ，k ， hi ，k ， ei ，di ，f i ，δi分别由（２畅１５）定义 ，

βi ＝ min di h i ，k － ei g i ，k
f i h i ，k － di g i ，k f i h i ，k － di g i ，k ＜ ０ ，k ∈ Ii ，　 i ＝ １ ，… ，t － １
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β０ ＝ β，　 βt ＝ max
１ ≤ i ≤ n

｛ ri｝
证明 　不失一般性 ，我们假定存在唯一的 q ∈ I ，使得

β ＝ dhq － eg qf hq － dg q
对于 β＜ μ ≤ max

１ ≤ i ≤ n
｛ ri｝ ，有 xq ＝ ［ egq － dhq ＋ （ f hq － dgq）μ］／δ＜ ０ ．

使用推论 ２畅１ ，模型（２畅 １３）的最优解满足 xq ＝ ０畅
在模型（２畅１３）中淘汰变量 xq ，并且考虑剩余 n － １个资产的新模型 ．

min 　 x′１V１ x１
s ．t ．　 R′１ x１ ≥ μ

l′１ x１ ＝ １
x１ ≥ 0

（２畅１６）

其中 ，x１ ＝ （ x１ ，… ，xq － １ ，xq ＋ １ ，… ，xn）′ ；
R１ ＝ （ r１ ，… ，rq － １ ，rq ＋ １ ，… ，rn）′ ；
l１ ＝ （１ ，１ ，… ，１）′ ；
V１ ＝ （σi j ）（ n － １） × （ n － １） ，i ≠ q ，j ≠ q ．
同样 ，存在

β１ ＝ min d１ h１ ，k － e１ g１ ，k

f １ h１ ，k － d１ g１ ，k
f１ h１ ，k － d１ g１ ，k ＜ ０ ，k ＝ １ ，２ ，… ，n ．k ≠ q

当 β＜ μ ≤ β１ 时 ，模型（２畅 １３）的唯一最优解是

xk ＝
［ e１ g１ ，k － d１ h１ ，k ＋ （ f１ h１ ，k － d１ g１ ，k）μ］／δ１ ， 　 k ∈ I１
０ ， 　 k ∈ I＼ I１

其中 ，V － １
１ l ＝ （ g１ ，１ ，… ，g１ ，q － １ ，g１ ，q ＋ １ ，… ，g１ ，n）′ ；
V － １

１ R１ ＝ （h１ ，１ ，… ，h１ ，q － １ ，h１ ，q ＋ １ ，… ，h１ ，n）′ ；
e１ ＝ R′１V － １

１ R１ ；
f１ ＝ l′１V － １

１ l１ ；
d１ ＝ R１′V － １

１ l１ ；
δ１ ＝ e１ f１ － d２１ ，I１ ＝ I＼｛ q｝ ．
如果 β１ ＜ max

１ ≤ i ≤ n
｛ ri｝ ，那么我们重复上面相同的算法 ，直到 βt ＝ max

１ ≤ i ≤ n
｛ ri｝ ．

模型（２畅１３）在 μ ＝ βt 的最优解是 x m ＝ １ ，xk ＝ ０ ，k ≠ m ，其中 m满足 r m ＝ βt ．
这样 ，对于 β＜ μ ≤ max

１ ≤ i ≤ n
｛ ri｝ ，我们获得了模型（２畅 １３）的所有最优解 ．

下面给出模型（２畅１３）对于所有 μ ≤ β的最优解 ．
定理 2畅5 　若假设 ２畅１成立 ，并且 α≤ d／ f ，则对于 μ ≤ β，模型（２畅１３）的唯一最

优解如下确定 ：
（i）当 μ ≤ d／ f 时 ，x由式（２畅１０）给出 ，
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（ii）当 d／ f ≤ μ ≤ β时 ，x由式（２畅１１）给出 ．
证明 　根据 α ≤ d／ f ，得到 V － １ l ≥ 0 ．那么对于所有的 μ ≤ d／ f ，模型（２畅７）的唯

一最优解 x ＝ f － １V － １ l也是（２畅１３）的唯一最优解 ，即 xk ＝ gk／ f ， k ∈ I ．
特别 ，在 μ ＝ d／ f 处 ，有

１
δV

－ １ ［ el － dR ＋ （ fR － dl） μ］ ＝ １
f V

－ １ l ≥ 0

根据 β的定义并考虑到变量的线性连续性 ，当 d／ f ≤ μ ≤ β时 ，我们能够得到式
（２畅１４）满足 xk ≥ ０ ，k ＝ １ ，… ，n ，即模型（２畅１３）的唯一最优解由式 （２畅１４）［即式
（２畅１１）］给出 ．

定理 2畅6 　若假设 ２畅１成立 ，并且 d／ f ＜ α ≤ β，则存在正数 min
１ ≤ i ≤ n

｛ ri｝ ＜ αs ≤ … ≤

α１ ≤ α≤ β和资产集 I 澈 I１ 澈 … 澈 Is ，使得模型（２畅１３）的唯一最优解如下确定 ：
（i） 当 α０ ≤ μ ≤ β时 ，x由（２畅１１）式给出 ；
（ii） 当 αi ≤ μ ＜ αi － １ （ i ＝ １ ，２ ，… ，s）时 ，

xk ＝
［ ei g i ，k － di h i ，k ＋ （ f i h i ，k － di g i ，k）μ］／δi ， 　 k ∈ Ii
０ ， 　 k ∈ I＼ Ii

（iii）当 μ ＜ αs ，

xk ＝
gs ，k／ f s ， 　 k ∈ Is
０ ， 　 k ∈ I＼ Is

其中 ，gi ，k ， hi ，k ， ei ，di ，f i ，δi 分别由（２畅１５）定义 ；

αi ＝ max dih i ，k － ei g i ，kf ih i ，k － di g i ，k f ih i ，k － di g i ，k ＞ ０ ，k ∈ Ii ，i ＝ １ ，… ，s － １ ；

α０ ＝ α ，αs ＝ ds／ f s ，αi ≠ di／ f i ，i ＝ １ ，… ，s － １ ．
证明 　取 α０ ＝ α ．当 α０ ≤ μ ≤ β时 ，根据 α和 β的定义 ，模型（２畅７）的最优解式

（２畅１４）满足 xk ≥ ０ ，k ＝ １ ，２ ，… ，n ．显然模型（２畅１３）的唯一最优解由式（２畅１４） ，即式
（２畅１１）给出 ．
不失一般性 ，我们假定存在唯一的 p ∈ I ，使得

α０ ＝ α ＝ dh p － eg p
f h p － dg p

对于 μ ＜ α０ ，就有 x p ＝ ［ egp － dhp ＋ （ f hp － dgp ）μ］／δ＜ ０ ．
利用推论 ２畅１ ，当 μ ＜ α０ 时 ，模型（２畅 １３）的最优解满足 x p ＝ ０ ．
从模型（２畅１３）中淘汰变量 x p ，并且考虑剩余 n － １个资产的新模型

min 　 x′１V１ x１
s ．t ．　 R′１ x１ ≥ μ
　 　 l′１ x１ ＝ １
　 　 x１ ≥ 0



第 2章 　风险资产有效投资组合模型及算法 21　　　

其中 ，x１ ＝ （ x１ ，… ， x p － １ ，x p ＋ １ ，… ，xn）′ ；
R１ ＝ （ r１ ，… ，rp － １ ，rp ＋ １ ，… ，rn）′ ；
l１ ＝ （１ ，１ ，… ，１）′ ；
V１ ＝ （σi j ）（ n － １） × （ n － １） ，i ≠ p ，j ≠ p ．

我们采用相同的方法求解上面的模型 ．
同样 ，存在

α１ ＝
d１ ／ f１ ， 如果 V－ １

１ l１ ≥ 0

max d１ h１ ，k － e１ g１ ，k

f １ h１ ，k － d１ g１ ，k
f１ h１ ，k － d１ g１ ，k ＞ ０ ，k ∈ I１ ， 否则

当 α１ ≤ μ ＜ α０ 时 ，模型（２畅１３）的唯一最优解是

xk ＝
［ e１ g１ ，k － d１ h１ ，k ＋ （ f１ h１ ，k － d１ g１ ，k）μ］／δ１ ， 　 k ∈ I１
０ ， 　 k ＝ p

其中 ，V － １
１ l１ ＝ （ g１ ，１ ，… ，g１ ，p － １ ，g１ ，p ＋ １ ，… ，g１ ，n）′ ；
V － １

１ R１ ＝ （h１ ，１ ，… ，h１ ，p － １ ，h１ ，p ＋ １ ，… ，h１ ，n）′ ；
e１ ＝ R１′V － １

１ R１ ；
f１ ＝ l′１V － １

１ l１ ；
d１ ＝ R′１V － １

１ l１ ；
δ１ ＝ e１ f１ － d２１ ，I１ ＝ I＼｛ p｝ ．
如果 α１ ＝ d１ ／ f１ ，那么对于 μ ＜ α１ ，模型（２畅１３）的唯一最优解是

xk ＝
g１ ，k／ f１ ， 　 k ∈ I１
０ ， 　 k ∈ I＼ I１

如果 α１ ≠ d１ ／ f１ ，那么同样的理由淘汰在 α１ 处为零的变量得到一个新的资产
子集 I２ 和点 α２ ．

对于 α２ ≤ μ ＜ α１ ，模型（２畅１３）的最优解满足 xk ＝ ０ ，k ∈ I＼ I２ ．
我们继续上面的过程直到存在资产子集 Is ＝ ｛ i１ ，… ，im｝ 彻 I ，使得 αs ＝ ds／ f s ，

其中 ，f s ＝ l′sV － １
s l s ；

ds ＝ R′sV － １
s l s ；

ls ＝ （１ ，… ，１）′ ；
Rs 是 I s 的收益向量 ；
V s是 I s 的协方差矩阵 ．
当 μ ≤ αs ＝ ds／ f s 时 ，模型（２畅１３）的唯一最优解是

xk ＝
gs ，k／ f s ， 　 k ∈ Is
０ ， 　 k ∈ I＼ Is

这里

V－ １
s l s ＝ （ gs ，i１ ，… ，gs ，im ）′


