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前　　言

２０世纪 ６０年代初，由于空间技术的迅猛发展和数字计算机的广泛应用，动态系统的

优化理论得到迅速发展，形成了最优控制理论这一重要的学科分支。 时至今日，动态系统

优化理论不仅有了许多成功的应用，而且远远超出了自动控制的传统界限，在系统工程、
经济管理与决策、人口控制等许多领域都有越来越广泛的应用，取得了显著的成效。同时，
最优控制理论自身在不断完善和充实的过程中又产生了许多需要解决的理论和实践问

题。 也许，正是因为这些原因，最优控制目前仍然是一个相当活跃的学科领域。
本书试图从理论及工程应用的角度，系统地介绍最优控制理论的各个基本方面。全书

共分 １０章。第 ２～４章系统介绍变分法、极小值原理和动态规划的基本内容、方法及应用；
第 ５、６章对状态调节器、输出调节器以及跟踪系统进行了较为深入的讨论；第 ７～９章介

绍了最优控制理论中较为新颖的分支——鲁棒最优控制、奇异最优控制以及随机最优控

制；第 １０ 章集中介绍各种典型的实用最优控制系统。
在编著过程中，我们在注重理论的严谨性，保持内容的先进性、完整性和系统性的同

时，力求深入浅出，便于读者自学。 书中编入了相当数量的例题、习题和应用实例，以利于

深入理解和应用最优控制理论。
本书由胡寿松教授、王执铨教授和胡维礼教授编著。在编著过程中，得到了史维教授、

刘士中教授、肖迪博士、葛龙博士及马苏女士的协助。 对此，我们表示衷心的感谢。
本书是编著者在多年教学和科研的基础上，经充实和提高而写成的，其中大部分内容

都已为控制专业研究生、高年级本科生以及有关工程技术人员多次讲授过，但由于编著者

水平所限，书中疏漏和不妥之处在所难免，殷切希望广大读者不吝指正。

编著者

２００５年 ５ 月

　· ｉ· 　
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第 １ 章　导　　论

１．１　引　言

　　最优控制理论是现代控制理论的重要组成部分，其形成与发展奠定了整个现代控制

理论的基础。早在 ２０世纪 ５０年代初，就开始了对最短时间控制问题的研究；随后，由于空

间技术的发展，越来越多的学者和工程技术人员投身于这一领域的研究和开发，逐步形成

了一套较为完整的最优控制理论体系。
最优控制理论研究的主要问题是：根据已建立的被控对象的时域数学模型或频域数

学模型，选择一个容许的控制律，使得被控对象按预定要求运行，并使给定的某一性能指

标达到最优值。从数学观点来看，最优控制理论研究的问题是求解一类带有约束条件的泛

函极值问题，属于变分学的理论范畴。 然而，经典变分理论只能解决容许控制属于开集的

一类最优控制问题，而工程实践中所遇到的多是容许控制属于闭集的一类最优控制问题。
对于这一类问题，经典变分理论变得无能为力，因而为了适应工程实践的需要，２０世纪 ５０
年代中期出现了现代变分理论。在现代变分理论中，最常用的两种方法是动态规划和极小

值原理。
动态规划是美国学者 ＲＥ贝尔曼于 １９５３～１９５７ 年为了优化多级决策问题的算法

而逐步创立的。贝尔曼依据最优性原理，发展了变分学中的哈密顿雅可比理论，解决了控

制有闭集约束的变分问题。 极小值原理是前苏联科学院院士 л．ｃ．庞特里亚金于 １９５６ 年

至 １９５８年间逐步创立的。庞特里亚金在力学哈密顿原理启发下，进行推测，并证明了极小

值原理的结论，同样解决了控制有闭集约束的变分问题。动态规划与极小值原理是现代变

分理论中的两种卓有成效的方法，推动了最优控制理论的发展。
近年来，由于数字计算机的飞速发展和完善，逐步形成了最优控制理论中的数值计算

法。当性能指标比较复杂，或者不能用变量显函数表示时，可以采用直接搜索法，经过若干

次迭代，搜索到最优点。常用的数值计算法有邻近极值法、梯度法、共轭梯度法及单纯形法

等。同时，由于可以把计算机作为控制系统的一个组成部分，以实现在线控制，从而使最优

控制理论的工程实现成为现实。因此，最优控制理论提出的求解方法，既是一种数学方法，
又是一种计算机算法。

时至今日，最优控制理论的研究，无论在深度和广度上，都有了很大的发展，并日益与

其他控制理论相互渗透，形成了更为实用的学科分支。如鲁棒最优控制、随机最优控制、分
布参数系统的最优控制及大系统的次优控制等。可以说，最优控制理论目前仍然是正在发

展中的、极其活跃的学科领域之一。

·１·



１．２　最优控制问题

１．２．１　最优控制实例

　　例 １１　最大面积问题。
设一渔轮进行围网作业，如图 １１ 所示。 已知渔轮相对海流的速度为 v，其大小不变。

作业区海流速度 w 的大小和方向一定。 求渔轮方位角 θ（t）的最优变化律，使渔轮在给定

图 １１　渔轮围网作业图

时间 tf 内所围的海域面积 A 最大。
选海流速度 w 的方向为 x 轴，垂直方

向为 y 轴，则渔轮的运动方程为

x（t）＝vｃｏｓθ（t）＋w

y（t）＝vｓｉｎθ（t） （１１）
初始条件与末端条件为

x（０）＝x（tf）＝x ０

y（０）＝y（tf ）＝y ０
（１２）

要求确定最优控制律 θ（t），使下列代表面

积的性能指标为最大

J ＝∮y（t）ｄx（t）＝∫t
f

０ y（t）x（t）ｄt

＝∫t
f

０ y（t）［vｃｏ ｓθ（t）＋w］ｄt （１３）
例 １２　最小燃耗问题。
为了使宇宙飞船登月舱在月球表面实现软着陆，即登月舱到达月球表面时的速度为

零， 要寻求登月舱发动机推力的最优变化律，使燃料消耗最少，以便在完成登月考察任务

后，登月舱有足够燃料离开月球与母船会合，从而返回地球。

图 １２　登月舱软着陆示意图

设飞船登月舱质量为 m （t），高度为 h（t），垂直速

度为 v（t），发动机推力为 u（t），月球重力加速度为常数

g，飞船登月舱不含燃料时的质量为 M ，登月舱所载燃

料质量为 F 。已知登月舱登月时的初始高度为 h ０ ，初始

垂直速度为 v０ 。 登月舱在月球上实现软着陆的示意图

如图 １２所示。 由图可列出登月舱的运动方程为

h
（t）＝v（t）

v（t）＝ u（t）
m （t）－g

m（t）＝－ku（t）
（１４）

式中 k 为常数。
初始条件为

h（０）＝h ０

v（０）＝v０

m （０）＝M ＋F

（１５）

·２·



末端条件为

h（tf ）＝０
v（tf）＝０ （１６）

式中 tf 为登月舱发动机工作的末端时刻。
控制约束条件

０≤u（t）≤uｍ ａ ｘ （１７）
式中 uｍ ａ ｘ为登月舱发动机最大推力。

性能指标取为表征燃料消耗量的登月舱着陆时的质量，即
J＝m （tf） （１８）

最优控制任务是：在满足控制约束条件下，寻求发动机推力最优变化律 u
（t），使登月

舱由已知的初态（初始状态）转移到要求的末态（末端状态），并使式（１８）为最大，从而使

登月过程中燃料消耗量最小。
例 １３　最快拦截问题。
设空中有一枚敌方导弹 M （称为目标）和一枚我方反导弹导弹 L （称为拦截器）。 已知

M 以 vM 做等速飞行，其重力加速度为 g；L 的质量为 m （t），满载燃料时的质量为 m （０），燃
料消耗完毕时的质量为 m ｅ，发动机推力为 p（t），单位推力的燃料消耗率为常数 k，推力的

方位角为 θ（t），发动机的最大推力限额为 pM 。 作战任务要求确定 L 推力及其方位角的最

优变化律 p
 （t）和 θ （t），以便在空中尽快摧毁目标 M 。

图 １３　最快拦截问题示意图

为便于研究起见，假定 L 与 M 在同一平

面内运动，如图 １３所示。 由图可列出目标 M

的运动方程为

xM （t）＝vM x （t）
yM （t）＝vM y（t）
vM x（t）＝０
vM y（t）＝－g

（１９）

式中（x M ，y M ）表示平面上目标 M 的位置，（vM x ，
vM y ）表示目标 M 的速度。

若以（xL ，yL ）表示平面上 L 的位置，（vL x ，
vL y ）表示 L 的速度，则其运动方程为

xL （t）＝vL x （t）
yL （t）＝vL y（t）
vL x（t）＝ p（t）

m （t）ｃｏ ｓθ（t）
vL y（t）＝p（t）

m （t）ｓｉｎθ（t）－g

m（t）＝kp（t）

（１１０）

为了进一步简化运动方程，取相对运动坐标系。 令 L 与目标的相对位置及相对速

度为

·３·



x（t）＝x L （t）－xM （t）
y（t）＝yL （t）－yM （t）
vx（t）＝vL x（t）－vM x （t）
vy（t）＝vL y （t）－vM y（t）

（１１１）

于是，拦截器与目标的相对运动方程可写为

x（t）＝vx （t）
y（t）＝vy（t）
vx（t）＝ p（t）

m （t）ｃｏ ｓθ（t）
vy（t）＝p（t）

m （t）ｓｉｎθ（t）
m（t）＝kp（t）

（１１２）

初始状态

x（t０ ）＝x（０），　y（t０ ）＝y（０），　m （t０ ）＝m （０）
vx（t０ ）＝vx （０），　vy（t０ ）＝vy（０） （１１３）

式中 t０ 为初始时刻。
末态要求为

x （tf ）＝y（tf ）＝０
m （tf ）≥m ｅ

（１１４）
其意义是要求拦截器在燃料消耗完毕前击中目标。

控制约束为

│p（t）│≤p M

θ（t）不限
（１１５）

性能指标取为

J＝∫t
f

t０
ｄt （１１６）

最优控制任务是：在容许控制中确定 p
 （t）和 θ （t），使拦截器 L 从已知初态转移到

要求的末态，并使给定的性能指标极小（时间最短）。
例 １４　最大半径轨道转移问题。
已知宇宙飞船沿环形地球轨道飞行，现要求用有限推力的小火箭发动机在预定时间

tf 内，使飞船转移到最大半径的环形火星轨道上，试确定小火箭发动机推力方位角的最优

变化律。
设宇宙飞船小火箭发动机的推力为 p，其大小恒定；推力方位角为 θ（t），宇宙飞船到

引力中心的径向距离为 r（t），地球轨道的径向距离为 r（０），火星轨道的径向距离为 r（tf ），
宇宙飞船速度向量的径向分量为 u（t），切向分量为 v（t），宇宙飞船的质量为 m ，燃料消耗

率为常数 m ，引力中心的引力常数为 λ。 低推力最大半径轨道转移问题如图 １４所示。
根据力学规律，可以列出系统的运动方程为
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图 １４　最大半径轨道转移示意图

r（t）＝u（t）
u（t）＝v

２ （t）
r（t） － λ

r
２ （t）＋

p ｓ ｉｎθ（t）
m ０－│m│t

v（t）＝－u（t）v（t）
r（t） ＋ pｃｏｓθ（t）

m ０－│m│t
（１１７）

初始状态为

　　　
r（０）＝r０ ，　u（０）＝０
v（０）＝ λ

r０ ，　m （０）＝m ０
（１１８）

末态要求为

u（tf ）＝０，　v（tf ）＝ λ
r（tf） （１１９）

性能指标为

J＝r（tf ） （１２０）
最优控制任务是确定 θ （t），使宇宙飞船在预定时间 tf 内，由已知初态转移到要求的

末态，并使性能指标（轨道转移半径）最大。
１．２．２　最优控制问题的基本组成

从上述几个最优控制的实例可见，任何一个最优控制问题均应包含以下四个方面内容。
（１） 系统数学模型

在集中参数情况下，被控系统的数学模型通常以定义在时间间隔［t０ ，tf ］上的状态方

程来表示

x（t）＝f［x（t），u（t），t］，　t∈［t０ ，tf ］ （１２１）
式中 x∈R

n，为系统状态向量；u∈R
m ，为系统控制向量。在确定的初始状态 x（t０ ）＝x ０ 情况

下，若已知控制律 u（t），则状态方程（１２１）有唯一解 x（t）。
（２） 边界条件与目标集

动态系统的运动过程，归根结底是系统从其状态空间的一个状态到另一个状态的转

移，其运动轨迹在状态空间中形成一条轨线 x（t）。 为了确定要求的轨线 x（t），需要确定轨

线的两点边界值。 因此，要求确定初始状态和末端状态，这是求解状态方程（１２１）所必需

的边界条件。
在最优控制问题中，初始时刻 t０ 及初始状态 x（t０ ）通常是已知的，但末端时刻 tf 和末

端状态 x（tf ）则视具体问题而异。 例如，末端时刻 tf 可以是固定的（如例 １１，例 １２和例

１４），也可以是自由的（如例 １３）；末端状态 x（tf ）可以是固定的（如例 １１和例 １２），也可

以是自由的（如例 １３），或者是部分固定、部分自由的（如例 １４）。 一般，可用如下目标集

加以概括：
ψ［x（tf ），tf ］＝０ （１２２）

式中ψ∈R
r，r≤n；x（tf）∈ψ（· ）。 若末端状态 x（tf）＝xf 为一固定向量，则目标集ψ（· ）

仅有一列元素 xf ；若 x（tf）应满足某些约束条件，则目标集ψ（· ）为 n 维空间中的 r 维超
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曲面；若 x（tf）自由，则目标集ψ（· ）扩展到整个 n 维空间。 因此，目标集又称为终点流形。
（３） 容许控制

在实际控制系统中，存在两类控制：一类是变化范围受限制的控制，如例 １２ 中的发

动机推力和例 １３中拦截器的推力等，这一类控制属于某一闭集；另一类是变化范围不受

限制的控制，如例 １１ 中的渔轮方位角和例 １３中拦截器推力的方位角以及例 １４ 中宇宙

飞船小火箭发动机推力的方位角等，这一类控制属于某一开集。
在属于闭集的控制中，控制向量 u（t）的取值范围称为控制域，以Ω标志。Ω是 m 维控

制空间 R
m 中的一个闭点集。由于 u（t）可在Ω的边界上取值，故凡属于集合Ω且分段连续

的控制向量 u（t），称为容许控制，以 u（t）∈Ω标志。
（４） 性能指标

在状态空间中，可采用不同的控制向量函数去实现从已知初态到要求的末态（或目标

集）的转移。 性能指标则是衡量系统在不同控制向量函数作用下工作优良度的标准。
性能指标的内容与形式主要取决于最优控制问题所要完成的任务。 不同的最优控制

问题，有不同的性能指标。然而，即使是同一个最优控制问题，其性能指标的选取也可能因

设计者的着眼点而异。 例如，有的要求时间最短，有的注重燃料最省，有的时间与燃耗兼

顾。 应当指出，性能指标选取的合适与否，是决定系统是否存在最优解的关键所在。
在控制术语中，性能指标又称为性能泛函、目标函数或代价函数。

１．２．３　最优控制问题的提法

根据最优控制问题的基本组成部分，可以概括最优控制问题的一般提法如下。
设系统状态方程及初始条件为

x（t）＝f［x（t），u（t），t］，　x（t０ ）＝x ０ （１２３）
式中 x∈R

n；f（x，u，t）∈R
n，是 x（t）、u（t）和 t 的连续向量函数，并对 x（t）和 t 连续可微；

u（t）在［t０ ，tf ］上分段连续，且 u（t）∈ΩR
m ，其中 Ω为有界闭集，R m 为 m 维完备线性赋范

空间。要求确定最优控制函数 u
 （t），使系统从已知初态 x（t０ ）转移到要求的末态 x（tf ），并

使性能指标

J＝φ［x（tf ），tf ］＋∫t
f

t０
L ［x（t），u（t），t］ｄt （１２４）

达到极值，同时满足：
① 控制不等式约束

g［x（t），u（t），t］≥０ （１２５）
② 目标集等式的约束

ψ［x（tf ），tf ］＝０ （１２６）
式中 φ［x（tf ），tf］和 L ［x（t），u（t），t］是连续可微的纯量函数；g［x（t），u（t），t］是 p 维连续

可微向量函数，p≤m ；ψ［x（tf），tf ］是 r 维连续可微向量函数，r≤n。

１．３　性能指标类型

性能指标是衡量系统在任一容许控制作用下，性能优劣的尺度，其内容与形式取决于
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最优控制问题所要完成的主要任务。 不同的控制问题，应取不同形式的性能指标。
（１） 积分型性能指标

J＝∫t
f

t０
L ［x（t），u（t），t］ｄt （１２７）

表示在整个控制过程中，状态 x（t）和控制 u（t）应达到某些要求。 例如：
１） 最短时间控制。
取 L ［x（t），u（t），t］＝１，则有

J＝∫t
f

t０
ｄt＝tf－t０

２） 最少燃耗控制。
取 L ［x（t），u（t），t］＝∑m

j＝ １
│uj（t）│，则有

J＝∫t
f

t０∑
m

j＝ １
│uj（t）│ｄt

３） 最小能量控制。
取 L ［x（t），u（t），t］＝u

Ｔ （t）u（t），则有

J＝∫t
f

t０
u
Ｔ （t）u（t）ｄt

在变分法中，积分型性能指标的泛函极值最优控制问题称为拉格朗日问题。
（２） 末值型性能指标

J＝φ［x（tf ），tf ］ （１２８）
表示系统在控制过程结束后，末端状态 x（tf ）应达到某些要求。例如，要求导弹的脱靶量最

小。末端时刻 tf 可以固定，也可自由，视最优控制问题的性质而定。在变分法中，末值型性

能指标的泛函极值最优控制问题称为迈耶尔问题。
（３） 复合型性能指标

复合型性能指标如式（１２４）所示，表示对控制过程中的状态 x（t）、控制 u（t）及控制过

程结束后的末端状态 x（tf ）均有要求，是最一般的性能指标形式。 例如：
１） 有限时间线性状态调节器问题。

J＝ １２ x
Ｔ （tf ）F x（tf ）＋ １２∫t

f

t０
［xＴ （t）Q （t）x（t）＋u

Ｔ （t）R （t）u（t）］ｄt （１２９）
式中 F＝F

Ｔ≥０，Q （t）＝Q
Ｔ （t）≥０，R （t）＝R

Ｔ （t）＞０，均为加权矩阵。
２） 有限时间线性跟踪系统问题。

J＝ １２ e
Ｔ （tf ）F e（tf ）＋ １２∫t

f

t０
［eＴ （t）Q （t）e（t）＋u

Ｔ （t）R （t）u（t）］ｄt （１３０）
式中 F＝F

Ｔ≥０，Q （t）＝Q
Ｔ （t）≥０，R （t）＝R

Ｔ （t）＞０，且
e（t）＝z（t）－y（t）

为输出误差向量，而 z（t）为希望输出向量，y（t）为输出向量。
在变分法中，复合型性能指标的泛函极值问题称为波尔扎问题。
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第 ２章　最优控制中的变分法

最优控制问题是在一定的约束条件下，寻求使性能指标达到极值时的控制函数。当被

控对象的运动特性由向量微分方程来描述，性能指标由泛函来表示时，确定最优控制函数

（最优控制律）的问题，就成了在微分方程约束下求泛函的条件极值问题。变分法是研究泛

函极值问题的数学方法，可以确定容许控制为开集时的最优控制函数。掌握变分法的基本

概念，还有助于理解以极小值原理和动态规划为代表的现代变分法的思想和内容。

２．１　泛函与变分

泛函是函数概念的一种扩充。 求泛函极值的方法与求函数极值的方法有许多类似之

处。 由于性能指标是一种泛函，因此本节将简要介绍有关泛函及其变分的若干基本概念。
２．１．１　线性赋范空间

控制系统的状态可由观测决定，而观测值总是近似的，若要求近似值能任意逼近准确

值，需要在状态之间定出距离量度，以便确切规定“任意逼近”的概念。因此，我们先给出距

离空间的概念，再进一步引出赋范空间与内积空间。
定义 ２１　设 X 为非空集合，X 称为距离空间是指x，y∈X ，实函数 d（x，y）满足：
① d（x，y）≥０，x，y∈X ；当且仅当 x＝y 时，d（x，y）＝０；
② d（x，y）＝d（y，x）；
③ d（x，y）≤d（x，z）＋d（z，y），x，y，z∈X 。

式中 d（x，y）称为 X 上的距离。 由定义 ２１知，若动点 x 无限逼近定点 x ０ ，必有 d （x，x ０ ）→０；
反之亦然。

定义 ２２　若点列 xn∈X ，且有

ｌｉｍ
n → ∞ xn＝x ０

则称点列 xn 以点 x ０ 为极限，或称 xn 收敛于 x ０ 。
定义 ２３　设点列 xn∈X ，若对任意的 ε＞０均存在一个足够大的数 N ，使得当 m ，n＞

N 时，有
d（xm ，xn）＜ε

则称 xn 为 X 的柯西序列。 若 X 中的每个柯西序列均收敛于 X 中的一点，则称 X 为完备

的距离空间。
定义 ２４　在 X 中，点集

S（x ０ ；τ）＝｛x∈X │d（x，x ０ ）＜τ，τ＞０｝
称为以点 x ０ 为中心，以 τ为半径的开球。 设对于子集 M X ，存在以 x 为中心的开球

S （x；ε）M ，则点 x∈X 称为集 M 的内点。M 所有内点的全体叫做 M 的内部，记作 ＩｎｔM 。
若 M ＝Ｉｎｔ M ，即 M 的一切点都是其内点，则 M 称为开集。
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定义 ２５　设子集 M X ，若以点 x 为中心的开球 S（x；ε）与 M 之交集非空，即
S（x；ε）∩M ≠，　 ε＞０

则点 x∈X 称为 M 的附着点。 M 所有附着点的集称为 M 的闭包，记作 M
珨。 若 M ＝M

珨，则
M X 叫做闭集。

定义 ２６　若对于线性空间 R
n 中每一个元素 x∈R

n 都可定义范数‖x‖：x→R ，满足：
① ‖x‖≥０，当且仅当 x＝０ 时，‖x‖＝０；
② ‖x＋y‖≤‖x‖＋‖y‖，x，y∈R

n；
③ ‖αx‖＝│α│· ‖x‖，α为任意常数。

则 R
n 称为线性赋范空间。
定义 ２７　在 n 维线性空间 R

n 中，若用数积定义内积

枙x，y枛＝∑n

i＝ １
x iyi，　x，y∈R

n

用内积定义范数

‖x‖＝枙x，x枛 １２ ＝ ∑n

i＝ １
x
２
i

再用范数定义距离

d（x，y）＝‖x－y‖＝ ∑n

i＝ １
（xi－yi）２ ，　x，y∈R

n

则 R
n 也称为希尔伯特空间。
定义 ２８　设 m 个控制函数 ui（t），i＝１，２，…，m ，定义在时间闭区间［t０ ，tf ］上，则对

于每一个固定的 t∈［t０ ，tf ］，函数向量

u（t）＝［u １ （t） u ２ （t） … um （t）］ Ｔ
是 m 维空间中的一个点，即 u（t）∈R

n，且设 u（t）平方可积。 若在 m 维线性空间 R
m 中定义

内积

枙u（t），v（t）枛＝∫t
f

t０
u
Ｔ （t）v（t）ｄt　　　　　　　　

＝∫t
f

t０∑
m

i＝ １
ui（t）vi（t）ｄt，　u（t），v（t）∈R

m

用内积定义范数

‖u（t）‖＝∫t
f

t０∑
m

i＝ １
u
２
i（t）ｄt

１
２

则 R
m 称为控制向量函数空间。
定义 ２９　在控制向量函数空间 R

m 中，若可用范数定义距离

d（u，v）＝‖u（t）－v（t）‖　　　　　　　　
＝∫t

f

t０∑
m

i＝ １
（ui－vi）２ｄt

１２ ，　u（t），v（t）∈R
m

则 R
m 也是线性赋范空间。 若对于任一 ε＞０，都存在一个充分大的自然数 N ，使得 r＞N

时，均有

d（ur，u ０ ）＜ε，　ur，u ０∈R
m
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或

ｌｉｍ
r→ ∞ ur＝u ０ ，　ur，u ０∈R

m

则称向量函数序列 ur 收敛于向量函数 u ０ ，或称 R
m 也是完备的线性赋范空间。

２．１．２　泛函及其定义域

一般地说，若对于某类函数中的所有函数 x（t），变量 J 都有一确定的值与之对应，则
称 J 为依赖于函数 x（t）的泛函，记作 J＝J［x （t）］。泛函可以理解为“函数的函数”，其值由

函数的选取而定。 例如，函数的定积分是一个泛函。 设

J（x）＝∫１

０x（t）ｄt

则 J（x）的值由函数 x（t）而定。 当 x（t）＝t时

J（x）＝ １２
当 x（t）＝ｃｏ ｓt时

J（x）＝ｓ ｉｎ１

图 ２１　平面上给定两点间的曲线长度

又如，平面上给定两点之间的曲线长度是一个泛

函。 设 （x，y）平面上有 A 、 B 两点，其坐 标取为

A （x ０ ，y ０ ）和 B （x １ ，y １ ），如图 ２１ 所示。 设两点间曲

线长度为 J＝l，取单元弧长为 ｄl，则有

ｄl＝ （ｄx）２＋（ｄy）２
单元弧长变化率

ｄlｄx＝ １＋y２
因而 A 、B 两点间曲线长度

J［y（x）］＝l＝∫x １
x ０
１＋y２ ｄx

其值取决于函数 y（x）的选取。
因此，最优控制问题中的性能指标，由于其值取决于控制 u（t）和状态 x（t）的选取，必

定是一个泛函，故又称为性能泛函。性能泛函可以看作是线性赋范空间中的某个子集到实

数集的算子，其定义如下。
定义 ２１０　设 R

n 为 n 维线性赋范空间，Ｒ为实数集，若存在一一对应关系

y＝J（x），　x∈R
n，y∈Ｒ （２１）

则 J（x）称为 R
n 到 Ｒ的泛函算子。 若式（２１）满足下列线性条件：

① J（x １＋x ２ ）＝J（x １ ）＋J（x ２ ），　x １ ，x ２∈R
n （２２）

② J（αx）＝αJ（x），　x∈R
n （２３）

则 J（x）称为线性泛函算子。
在许多问题中，只确定所用的函数空间是不够的，因为泛函算子 J 不一定在空间的

任意元上都有定义，因此引出泛函定义域的概念。
定义 ２１１　在线性赋范空间 R

n 上，使泛函算子 J 作用有意义的元的全体，称为 J 的
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定义域，记作 D （J）；D （J）在 J 作用下的集合，称为 J 的值域，记作

Z （J）＝ y│y＝J （x），x∈D （J）
为了讨论泛函 J（x）的性质和运算，需要 J（x）为连续的条件。如果在线性赋范空间 R

n

中，当 xn→x ０ （n→∞）时，xn∈R
n，x ０∈R

n，对应有 J （xn）→J （x ０ ）（n→∞），则这样的泛函算

子 J（x）是连续的。
定义 ２１２　设 J （x）是线性赋范空间 R

n 中子集 D （J）到实数集 Ｒ中的泛函算子，若
对于每一个收敛于 x ０∈D （J）的序列 xn∈D （J），均有

ｌｉｍ
n→ ∞ J（xn）＝J （x ０ ） （２４）

则称泛函算子 J 在 x ０ 处连续。 若泛函算子 J（x）在子集 D （J ）上的每一点都连续，则称泛

函算子在 D （J）中连续。
由于泛函 J（x）定义在线性赋范空间上，因此对于线性泛函 J（x），若

‖xn－x‖→０　（n→∞），　xn，x∈R
n

时，必有

ｌ ｉｍ
n→ ∞J （xn）＝J（x）

则线性泛函 J（x）是连续的。实际上，这种泛函最重要，因为它在任何一点上的值可用该点

附近的泛函值任意逼近。 在有限维线性空间上，任何线性泛函都是连续的。
２．１．３　泛函的变分

研究泛函的极值问题，需要采用变分法。 变分在泛函研究中的作用，如同微分在函数

研究中的作用一样。 泛函的变分与函数的微分，其定义式几乎完全相当。
为了定义泛函的变分，应先研究宗量的变分。 设 J（x）为连续泛函，x（t）∈R

n 为宗量，
其变分表示式为

δx＝x（t）－x ０ （t），　x（t），x ０ （t）∈R
n （２５）

变分 δx 表示 R
n 中点 x（t）与 x ０ （t）之间的差。 由于 δx 存在，必然引起泛函数值的变化，并

以 J（x＋εδx）表示。其中 ε为参变数，其值 ０≤ε≤１。当 ε＝１ 时，得增加后的泛函值 J（x＋
δx）；当 ε＝０时，得泛函原来的值 J（x）。 泛函变分的定义如下。

定义 ２１３　设 J（x）是线性赋范空间 R
n 上的连续泛函，若其增量可表示为

ΔJ （x）＝J（x＋δx）－J （x）
＝L （x，δx）＋r（x，δx） （２６）

式中 L （x，δx）是关于 δx 的线性连续泛函，r（x，δx）是关于 δx 的高阶无穷小，则
δJ＝L （x，δx）

称为泛函 J（x）的变分。
由定义 ２１３知，泛函的变分就是泛函增量的线性主部。当一个泛函具有变分时，也称

该泛函可微。 像函数的微分一样，泛函的变分可以利用求导方法来确定。
定理 ２１　设 J（x）是线性赋范空间 R

n 上的连续泛函，若在 x＝x ０ 处 J（x）是可微的，
x，x ０∈R

n，则其变分为

δJ（x ０ ，δx）＝ εJ（x ０ ，εδx）│ε＝ ０ ，　０≤ε≤１ （２７）
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证明　因在 x＝x ０ 处 J （x）可微，必在 x ０ 处存在变分。 由定义 ２１３有
ΔJ ＝J（x ０＋εδx）－J（x ０ ）　　
＝L （x ０ ，εδx）＋γ（x ０ ，εδx）

由于 L （x ０ ，εδx）是关于 εδx 的线性连续泛函，故
L （x ０ ，εδx）＝εL （x ０ ，δx）

又因 r（x ０ ，εδx）是关于 εδx 的高阶无穷小，故
ｌｉｍε→ ０ r（x ０ ，εδx）

ε ＝０
于是


 εJ（x ０ ，εδx）│ε＝ ０＝ｌｉｍε→ ０

J（x ０＋εδx）－J（x ０ ）
ε 　　　

＝ｌｉｍε→ ０ １ε ［L （x ０ ，εδx）＋r（x ０ ，εδx）］
＝δJ（x ０ ，δx）

例 ２１　试求下列连续泛函的变分 δJ：
J＝∫t

f

t０
L （x，x，t）ｄt

式中 x 和 x为标量。
解　由定理 ２１，得

δJ ＝ ε∫t
f

t０
L （x＋εδx，x＋εδx，t）ｄt│ε＝ ０

＝∫t
f

t０
L

x
δx＋L

xδxｄt

可以证明，泛函变分的取值仅是判断泛函极值存在的必要条件。为了确定泛函的极小

值或极大值，需要考察泛函的二次变分。
定义 ２１４　设 J（x）是线性赋范空间 R

n 上的连续泛函，若在 x＝x ０ 处二次可微，其中

x∈R
n，x ０ ∈R

n，则泛函的二次微分 J
（ ２ ） （x ０ ）（δx）２ 称为泛函 J（x）在 x＝x ０ 处的二次变分，

记为 δ２J（x ０ ，δx）。
根据定义 ２１４，可用下述定理确定泛函的二次变分。
定理 ２２　设 J（x）是线性赋范空间 R

n 上的连续泛函，若在 x＝x ０ 处 J（x）是二次可

微的，则其二次变分为

δ２J（x ０ ，δx）＝ 
２

ε２J（x ０ ，εδx）│ε＝ ０ ，　０≤ε≤１ （２８）
证明　由定义 ２１４

δ２J（x ０ ，δx）＝J
（ ２ ） （x ０ ）（δx）２

＝［J′（x ０ ）δx］′δx
式中

J′（x ０ ）δx＝δJ（x ０ ，δx）
由定理 ２１知
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δJ（x ０ ，δx）＝ εJ（x ０ ，εδx）│ε＝ ０ ，　０≤ε≤１
所以

δ２J（x ０ ，δx）＝  εJ（x ０ ，εδx）│ε＝ ０
′δx　　　　

＝ 
η

εJ（x ０ ，εδx）＋ηδx ε＝ ０，η＝ ０

式中 ０≤η≤１。 于是证得

δ２J（x ０ ，δx）＝  ２ε２J（x ０ ，εδx）
ε＝ ０
，　０≤ε≤１

２．１．４　泛函极值与变分引理

泛函极值及其达到极值的条件，与函数极值及其达到极值的条件类同。
（１） 泛函极值的定义

定义 ２１５　设 J（x）是线性赋范空间 R
n 中某个子集 D 上的线性连续泛函，点 x ０ ∈

D ，若存在某一正数σ，使集合

U （x ０ ，σ）＝｛x│‖x－x ０‖＜σ，x∈R
n｝

在

x∈U （x ０ ，σ）D

时，均有

ΔJ（x）＝J（x）－J（x ０ ）≥０ （２９）
则称泛函 J（x）在 x＝x ０ 处达到极小值；若

ΔJ（x）＝J（x）－J（x ０ ）≤０ （２１０）
则称泛函 J（x）在 x＝x ０ 处达到极大值。

（２） 泛函极值的必要条件与一次变分

定理 ２３　设 J（x）是在线性赋范空间 R
n 中某个开子集 D 上定义的可微泛函，且在 x

＝x ０ 处达到极值，其中 x∈R
n，x ０∈R

n，则泛函 J（x）在 x＝x ０ 处必有

δJ（x ０ ，δx）＝０ （２１１）
证明　对于任意给定的 δx，J（x ０＋εδx）是实变量 ε的函数，０≤ε≤１。 由假设，泛函

J （x ０＋εδx）在 ε＝０时达到极值，故其导数在 ε＝０时应为零，即

 εJ（x ０＋εδx）│ε＝ ０＝０

因泛函 J（x）可微，其一次变分存在，由定理 ２１得
δJ（x ０ ，δx）＝  εJ（x ０＋εδx）│ε＝ ０＝０

由定理 ２３可知，一次变分为零是泛函达到极值的必要条件。
（３） 泛函极小值的充要条件与二次变分

定理 ２４　设 J（x）是在线性赋范空间 R
n 中某个开子集 D 上定义的泛函，且在 x＝x ０

处存在二次变分，其中 x∈R
n，x ０∈R

n。 如果

δJ（x ０ ，δx）＝０， δ２J（x ０ ，δx）＞０ （２１２）
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则泛函 J（x）在 x＝x ０ 处达到极小值。
证明　对于给定的 x ０ 和 δx，泛函 J（x ０＋εδx）是实变量 ε的函数。 令

φ（ε）＝J （x ０＋εδx），　０≤ε≤１
则由函数极小值的充要条件知，对于 φ（ε）在 ε＝０时达到极小值，应有

 εφ（ε） ε＝ ０＝０
 ２
ε２φ（ε） ε＝ ０

＞０
于是，由定理 ２１及定理 ２２ 得泛函 J（x）在 x＝x ０ 处达到极小值的充要条件为

δJ（x ０ ，δx）＝０，　δ２J（x ０ ，δx）＞０
类似于定理 ２４，可证得泛函 J（x）在 x＝x ０ 处达到极大值的充要条件为

δJ（x ０ ，δx）＝０，　δ２J（x ０ ，δx）＜０ （２１３）
（４） 变分引理

为了深入研究控制系统在无约束条件和有约束条件下的动态最优化问题，需要应用

如下变分引理。
定理 ２５　设ξ（t）是时间区间［t０ ，t１ ］上的 n 维连续向量函数，若对于 n 维任意的连续

向量函数η（t），其边界条件为

η（t０ ）＝η（t１ ）＝０
均有

∫t１
t０
ξＴ （t）η（t）ｄt＝０ （２１４）

则

ξ（t）≡０，　t∈［t０ ，t１ ］
证明　采用反证法。 设ξ（t

珋）≠０，t珋∈［t０ ，t１ ］。 因为

ξ（t）＝［ξ１（t） ξ２（t） … ξn（t）］Ｔ
不失一般性，令 ξ１（t珋）＞０，而 ξi（t

珋）＝０，i＝２，３，…，n，t珋∈［t０ ，t１ ］。
由于ξ（t）连续，故必存在一个邻域

（t珋０，t珋１）［t０ ，t１ ］
使得 t０≤t

珋０＜t
珋＜t
珋１≤t１ 时，有

ξ１（t珋）＞０，　t
珋∈（t
珋０，t珋１）

取连续标量函数η１（t）在邻域（t珋０，t珋１）内为正，邻域外为零，即

η１（t）＝
０，　　　　　　　　t０≤t≤t

珋０
（t－t
珋０）２ （t－t

珋１）２ ，　　t
珋０＜t＜t

珋１
０，　　　　　　　　t珋１≤t≤t１

并取

ηj（t）＝０，　j＝２，３，…，n
由于η（t）在［t０ ，t１ ］上连续，且有η（t０ ）＝η（t１ ）＝０，故积分式

∫t１
t０
ξＴ （t）η（t）ｄt＝∫t１

t０
ξ１ （t）η１（t）ｄt　　　　　　

·４１·



＝∫t珋１
t
珋０
ξ１ （t）（t－t

珋０）２ （t－t
珋）２ｄt＞０

与原有条件式（２１４）矛盾，因此本定理结论成立。

２．２　欧 拉 方 程

变分法总是从推导泛函极值的必要条件开始。 本节将根据 ２．１ 节给出的泛函及其变

分的一般概念，针对拉格朗日问题，导出无约束及有约束情况下泛函极值的必要条件——
欧拉方程，又称为欧拉拉格朗日方程。同时，为了判断欧拉方程求出的泛函极值是极小值

还是极大值，我们还讨论了泛函极小值的充分条件——勒让德条件。
２．２．１　无约束泛函极值的必要条件

研究使泛函

J（x）＝∫t
f

t０
L （x，x，t）ｄt （２１５）

达到极小值的问题。 其中 x∈R
n，在时间区间［t０ ，tf ］上，x（t）及被积函数 L （x，x，t）连续可

微。 要求确定一个容许函数 x
（t），使泛函（２１５）取极小值。 用几何语言说，要求找出一条

容许曲线 x
（t），使给定函数 L （x，x，t）沿 x

（t）的积分取极小值。
如果 x（t）代表控制系统的状态向量，则式（２１５）代表系统的性能指标。变分问题是要

求在状态空间中确定一条最优轨线，使给定性能指标（２１５）达到极小值。由于控制问题是

多种多样的，因而变分问题也不尽相同。
假定现在考虑最简单的两端固定问题，其 t０ 及 tf 固定，两点边界条件已知为

x（t０ ）＝x ０ ，　x（tf ）＝xf （２１６）
则无约束泛函极值问题可以描述如下。

问题 ２１　无约束泛函极值问题为

ｍｉｎ
x

J（x）＝∫t
f

t０
L （x，x，t）ｄt （２１７）

式中 L （x，x，t）及 x（t）在［t０ ，tf ］上连续可微，t０ 及 tf 固定。 已知 x（t０ ）＝x ０ ，x（tf ）＝xf ，x（t）
∈R

n，求满足式（２１７）的极值轨线 x
（t）。

图 ２２　端点固定的极值曲线

设 x
（t）是满足边界条件（２１６）的极值轨线，

x（t）是 x
（t）邻域中的一条容许轨线，如图２２所

示。 x（t）与 x
（t）之间有下列关系：

x（t）＝x
（t）＋δx（t） （２１８）

x（t）＝x（t）＋δx（t） （２１９）
以及

x（t０ ）＝x
 （t０ ）＝x ０

x（tf ）＝x
 （tf）＝xf

式中 δx（t）是 x（t）的一次变分，δx（t）是 x（t）的一

次变分。
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将式（２１８）和式（２１９）代入泛函（２１５），则有

J （x）＝∫t
f

t０
L （x＋δx，x＋δx，t）ｄt （２２０）

因为被积函数 L （· ）连续可微，所以泛函 J（x）连续可微。 只要 x（t）任意逼近 x
 （t），必可

求出使泛函（２２０）取极值的必要条件。
定理 ２６　对于问题 ２１，使性能泛函（２１５）取极值的必要条件，是轨线 x（t）满足下

列欧拉方程：
L

x
－ ｄｄt

L

 x＝０ （２２１）
证明　对于式（２２０），由于 L （· ）及 x（t）连续可微，故可将 L （· ）在极值轨线 x

 （t）
处展成泰勒级数

L （x ＋δx，x ＋δx，t）＝L （x ，x ，t）＋ L

x

Ｔ

x＝ x δx＋
L

 x
Ｔ

x＝ x δx＋ＨＯＴ
式中 ＨＯＴ 代表泰勒展开式中的高阶项。 于是，泛函增量可表示为

ΔJ（x）＝J（x ＋δx）－J （x ）　　　　　　
＝∫t

f

t０
L （x

＋δx，x＋δx，t）－L （x ，x ，t） ｄt

＝∫t
f

t０
L

x

Ｔ δx＋ L

x
Ｔ δx＋ＨＯ Ｔ ｄt

由定义 ２１３知，泛函变分是泛函增量的线性主部，故
δJ＝∫t

f

t０
L

x

Ｔ δx＋ L

x
Ｔ δxｄt （２２２）

利用分部积分公式，式（２２２）中的第二项为

∫t
f

t０
Lx

Ｔ
δxｄt＝ L

x
Ｔ δx t

f

t０
－∫t

f

t０
ｄｄt
Lx

Ｔ
δxｄt （２２３）

于是，式（２２２）可写为

δJ＝∫t
f

t０
L

x
－ ｄｄt

L

x
Ｔ δxｄt＋ Lx

Ｔ δx t
f

t０
（２２４）

由定理 ２３ 知，泛函取极值的必要条件是 δJ＝０。再由变分定理 ２５ 知，由于 δx 任意，
故式（２２４）为零等价为

L

x
－ ｄｄt

L

 x＝０ （２２５）
以及

L

x
Ｔ δx

t
f

t０
＝ L

x
Ｔ

t＝ t
f

δx（tf ）－ L

x
Ｔ

t＝ t０
δx（t０ ）＝０ （２２６）

式（２２５）即为要求证的欧拉方程，或称欧拉拉格朗日方程，而式（２２６）则是求解时变非

线性二阶欧拉方程（２２５）所需要的两点边界值。 对于问题 ２１，因为两端固定，必有

δx（t０ ）＝０，　δx（tf ）＝０
因此式（２２６）自然成立。 求解式（２２５）所需的两点边界值就是问题 ２１中已知的端点条

件：x（t０ ）＝x ０ 和 x（tf ）＝xf。 式（２２６）一般称为横截条件，将在下节专题讨论。
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例 ２２　设泛函

J（x）＝∫π／２

０ ［x２（t）－x
２ （t）］ｄt

边界条件

x（０）＝０，　x
π
２ ＝２

求使泛函达到极值的极值轨线 x
 （t）。

解　对于本例

L （x，x，t）＝x２－x
２

根据欧拉方程（２２５），得
ẍ＋x＝０

其通解为

x（t）＝c１ ｃｏｓt＋c２ｓ ｉｎt

代入已知边界条件，求出

c１＝０，　c２＝２
因此，泛函极值只能在下列极值轨线上实现

x
 （t）＝２ｓｉｎt

２．２．２　有等式约束的泛函极值的必要条件

了解无约束泛函极值的必要条件，对于掌握变分法的基本概念是重要的。 然而，实际

系统都有其自身的运动规律，这种规律的数学描述就是系统的运动微分方程式。在求解实

际系统的最优控制问题时，我们要求使性能泛函取极值的极值轨线，同时满足系统的运动

微分方程式。 因此，控制系统的最优化问题，是要求确定在微分方程等式约束条件下的泛

函极值，即条件极值的变分问题。
在讨论条件极值的变分问题时，我们仍然先考虑最简单的两端固定问题。设性能泛函

为拉格朗日问题，系统运动微分方程取为

f（x，x，t）＝０ （２２７）
式中 x∈R

n，f（· ）为 n 维向量函数。 于是，有等式（２２７）约束的泛函极值问题可以描述

如下。
问题 ２２　有等式约束的泛函极值问题为

ｍｉｎ
x

J （x）＝∫t
f

t０
g（x，x，t）ｄt （２２８）

ｓ．ｔ．　f（x，x，t）＝０ （２２９）
式中 g（x，x，t）及 x（t）在［t０ ，tf ］上连续可微，t０ 及 tf 固定。 已知 x（t０ ）＝x ０ ，x（tf）＝xf ，x∈
R

n，f（· ）∈R
n。 求满足式（２２８）及式（２２９）的极值轨线 x

 （t）。
如果引入拉格朗日乘子向量，可以把有约束的泛函极值问题化为无约束的泛函极值

问题，则由定理 ２６立即可得条件泛函极值的必要条件。
定理 ２７　对于问题 ２２，在约束条件（２２９）下，使泛函（２２８）取极值的必要条件，是

轨线 x（t）满足下列欧拉方程：
·７１·



Lx
－ ｄｄt

L x＝０ （２３０）
式中

L （x，x，λ，t）＝g（x，x，t）＋λＴ （t）f（x，x，t） （２３１）
在式（２３１）中，λ∈R

n，为待定拉格朗日乘子向量。
证明　设λ（t）∈R

n 为待定拉格朗日乘子，构造广义泛函

J a＝∫t
f

t０
［g（x，x，t）＋λＴ （t）f（x，x，t）］ｄt

令拉格朗日函数

L （x，x，λ，t）＝g（x，x，t）＋λＴ （t）f（x，x，t）
则广义泛函可表示为

J a＝∫t
f

t０
L （x，x，λ，t）ｄt

于是，原性能泛函的条件极值问题转化为广义泛函的无条件极值问题。 根据定理 ２６，立
即得到式（２３０）。 由于两端固定，因此求解欧拉方程（２３０）的两点边界值，就是问题 ２２
中已知的两点边界条件，x（t０ ）＝x ０ 及 x（tf ）＝xf。

在应用定理 ２７时，若将式（２３１）代入式（２３０），则欧拉方程形式为

g

x
＋ f

Ｔ

x
λ－ ｄｄt

g

x＋
f

Ｔ

xλ＝０ （２３２）
如果问题 ２２中的约束方程为

f（x，t）＝０
则欧拉方程（２３２）简化为

gx
＋ f

Ｔ

x
λ－ ｄｄt

gx＝０ （２３３）
例 ２３　设人造地球卫星姿态控制系统的状态方程为

x（t）＝ ０　１
０　０ x（t）＋ ０

１ u（t）
性能泛函取为

J＝ １２∫２

０u
２ （t）ｄt

边界条件

x（０）＝ １
１ ，　x（２）＝ ０

０
求使性能泛函取极值的极值轨线 x

 （t）和极值控制 u
 （t）。

解　由题意

g＝ １２ u
２

f＝ ０　１
０　０

x １

x ２
＋ ０
１ u－ x１

x２
·８１·



令 λ＝ λ１
λ２

则拉格朗日标量函数

L （x，u，λ，t）＝g＋λＴ f　　　　　　　　　
＝ １２ u

２＋λ１（x ２－x１）＋λ２（u－x２）
欧拉方程

L

x １
－ ｄｄt

L

x１＝λ１＝０
Lx ２ － ｄｄt Lx２＝λ１＋λ２＝０
Lu
－ ｄｄt

L

u
· ＝u＋λ２＝０

解得

λ１＝a

λ２＝－at＋b

u＝at－b

式中常数 a、b 待定。
由状态约束方程

x２（t）＝u＝at－b

x ２ （t）＝ １２ at
２－bt＋c

x１（t）＝x ２ （t）＝ １２ at
２－bt＋c

x １ （t）＝ １６ at
３－ １２ bt

２＋ct＋d

式中积分常数 c、d 将待定。 代入已知的边界条件，求得

a＝３，　b＝３．５，　c＝１，　d＝１
于是，极值轨线

x
１ （t）＝ １２ t

３－ ７４ t
２＋t＋１

x
２ （t）＝ ３２ t

２－ ７２ t＋１
极值控制

u
 （t）＝３t－３．５

最优乘子

λ１ （t）＝３
λ２ （t）＝－３t＋３．５

泛函极值

J
＝ １２∫２

０u
 ２ （t）ｄt＝１５．５

·９１·



２．２．３　泛函极小值的充分条件

欧拉方程只是泛函取极值的必要条件。为了确定极植的性质，需要给出泛函取极小值

的充分条件。
（１） 无约束情况

定理 ２８　对于问题 ２１，使性能泛函（２１７）成立的充分条件是：除欧拉方程（２２１）
应成立外，下列等价勒让德条件之一应成立：

①
 ２L
x

２
 ２L
xx

２Lxx
Ｔ  ２L

x２
＞０ （２３４）

②  ２L
x

２ － ｄｄt
 ２L
xx≥０，　

 ２L
x２＞０ （２３５）

③  ２L
x

２ － ｄｄt 
２
Lxx＞０，　

２
L

x２≥０ （２３６）
证明　泛函增量

　　　　　ΔJ（x）＝J（x ＋δx）－J （x ）
＝∫t

f

t０
［L （x＋δx，x＋δx，t）－L （x

 ，x ，t）］ｄt
在极值轨线处，泰勒级数展开式

L （x＋δx，x＋δx，t）＝L （x ，x ，t）＋  Lx

Ｔ
δx＋ Lx

Ｔ
δx

＋ １２ δx Ｔ 
２
L

x
２ δx＋δxＴ 

２
Lx xδx＋δxＴ  ２L

xx
Ｔ δx＋δxＴ  ２Lx２ δx＋… （２３７）

将式（２３７）代入 ΔJ，取其二次项，得泛函 J 的二次变分

δ２J＝ １２∫t
f

t０
δx Ｔ  ２Lx

２ δx＋２δxＴ  ２Lxxδx＋δxＴ  ２Lx２ δxｄt （２３８）
式（２３２）为二次型积分式，可改写为

δ２J＝ １２∫t
f

t０
δx Ｔ　δxＴ

 ２L
x

２
 ２Lxx

２L
xx

Ｔ  ２L
x２

δx
δxｄt （２３９）

由定理 ２４知，在式（２１７）成立时，泛函取极小值的充分条件是 δ２J＞０，因此本定理

结论①成立。
若对式（２３８）被积函数的第二项进行分部积分，因

δx＝ ｄｄtδx （２４０）
故

２∫t
f

t０
δx Ｔ  ２Lxxδxｄt＝２∫t

f

t０
δxＴ  ２Lx xｄδx　　　　　　　　　　

＝－∫t
f

t０
δx Ｔ ｄｄt

 ２L
xxδxｄt＋２δx Ｔ  ２Lxxδx

t
f

t０ （２４１）
·０２·



由于两端固定，δx（t０ ）＝δx（tf）＝０，所以将式（２４１）代入式（２３８）得
δ２J＝ １２∫t

f

t０
δx Ｔ 

２
L

x
－ ｄｄt

 ２L
xx

Ｔ
δxｄt＋ １２∫t

f

t０
δxＴ 

２
L

x２ δxｄt （２４２）
由式（２４２）可见，当本定理结论②或③成立时，必有 δ２J＞０。

（２） 有约束情况

定理 ２９　对于问题 ２２，在约束条件（２２９）下，使性能泛函（２２８）成立的充分条件

是：除欧拉方程（２３０）应成立外，下列等价勒让德条件之一应成立：

①
 ２L
x

２
 ２L
xx

２Lxx
Ｔ  ２L
x２

＞０ （２４３）

②  ２L
x

２ － ｄｄt 
２
Lxx≥０，　

２
L

x２＞０ （２４４）
③  ２L

x
２ － ｄｄt

 ２L
xx＞０，　

 ２L
x２≥０ （２４５）

式中 L＝（x，x，λ，t）满足式（２３１），λ为 n 维拉格朗日乘子向量。
证明　令λ（t）∈R

n，构造广义泛函

J a＝∫t
f

t０
L （x，x，λ，t）ｄt

式中 L （x，x，λ，t）满足式（２３１）。 因为 L （x，x，λ，t）连续可微，故在极值轨线处，可将广义

泛函 J a 展成泰勒级数，类似于定理 ２８ 的证明过程，立即证得本定理结论。
例 ２４　设性能泛函为

J（x）＝∫２

１（x２t２＋x）ｄt

边界条件

x（１）＝１，　x（２）＝２
求使性能泛函 J（x）为极小值的最优轨线 x

 （t）。
解　本题为两端固定，无约束泛函的极小值问题。 先求泛函极值。 由题意

L （x，x，t）＝x２t２＋x
算得

Lx
＝０，　Lx＝１＋２xt２

 ２L
xx＝０，　

 ２L
x２＝２t２

由定理 ２６，欧拉方程为

Lx
－ ｄｄt

Lx＝－ ｄｄt
（１＋２xt２ ）＝０

于是

１＋２xt２＝c

x＝c－１
２t２ ＝－

c１
t
２

·１２·



式中

c１＝ １２ （１－c）
为待定常数。 不难解得极值轨线

x
 （t）＝c１

t
＋c２

代入已知的边界条件，解出常数

c１＝－２，　c２＝３
故使泛函为极值的极值轨线

x
 （t）＝３－ ２

t

然后，利用定理 ２８判断泛函 J（x）在 x
 （t）上是否为极小值。 因为

 ２L
x

２ － ｄｄt

 ２L
xx＝０

 ２L
x２＝２t

２＞０，　t∈［１，２］
所以求出的 x

 （t）为最优轨线，相应的泛函极小值

J
 （x  ）＝∫２

１
６
t
２ ｄt＝３

２．３　横 截 条 件

求解欧拉方程，需要由横截条件提供两点边界值。 两端固定且初始时刻 t０ 和末端时

刻 tf 同时固定只是一种最简单的情况。 在实际工程问题中，情况要复杂得多。 例如，初始

时刻和末端时刻可以自由；初始状态 x（t０ ）和末端状态 x（tf ）可以自由，也可以受约束。 在

多数控制工程中，初始时刻往往是固定的。 因此，本节将讨论末端时刻固定和末端时刻自

由时的各种横截条件，并简要介绍初始时刻自由时的横截条件。
２．３．１　末端时刻固定时的横截条件

当末端时刻固定时，由泛函极值的必要条件可知，横截条件的一般表 达式为

式（２２６），即
Lx

Ｔ

t
f

δx（tf ）－ Lx
Ｔ

t０
δx（t０ ）＝０

只要不是两端固定问题，宗量变分 δx（tf ）和 δx（t０ ）不可能同时为零，使泛函一次变分 δJ

＝０ 所缺少的条件，就应当由极值的基本必要条件来补足：或是 L

x
Ｔ

t
f

＝０，或是

L

x
Ｔ

t０
＝０。 如果把初始状态称为起点，把末端状态称为终点，则因：

起点固定时，　x（t０ ）＝x ０ ，δx（t０ ）＝０；
起点自由时，　δx（t０ ）≠０；
终点固定时，　x（tf ）＝xf ，δx（tf ）＝０；
·２２·



终点自由时，　δx（tf）≠０；
所以，可把末端时刻固定时的各种横截条件列成表 ２１所示。

表 ２１　末端时刻固定时的横截条件

序　号 名　　　称 横　截　条　件

１ 固定起点和终点　　 x（t０）＝x ０，　x（tf ）＝xf

２ 自由起点和终点　　  L

 x t０
＝０，　  L

 x tf

＝０

３ 自由起点和固定终点
 L

 x t０
＝ ０，　x（tf ）＝x f

４ 固定起点和自由终点 x（t０）＝ x ０，　 L

 x tf

＝０

在工程问题中，x（t）一般表示运动轨迹，如飞机或导弹的飞行轨迹。 从地面固定发射

架发射，到达固定地面目标的地对地导弹的飞行轨迹，属于固定起点和终点问题；用地对

空导弹射击空中目标，相当于固定起点和自由终点问题；在空战中，空对空导弹的飞行轨

迹，属于自由起点和终点问题；利用空对地导弹袭击地面固定目标，相当于自由起点和固

定终点问题。
２．３．２　末端时刻自由时的横截条件

末端时刻自由问题的实质是，末端时刻 tf 不固定，末端状态或自由、或受约束，属于

变动端点问题。 在变动端点问题中，可以证明，极值仅在欧拉方程的解 x＝x（t，c１ ，c２ ）上达

到，其中 c１ 和 c２ 为求解欧拉方程的待定系数，由横截条件给出。 因此，泛函极值由 x（t，c１ ，
c２ ）一类函数确定。 例如，敌机按预定轨迹 c（t）飞行，我防空导弹从 t０ 时刻发射追击敌机，
末端时刻 tf 是无法事先规定的，但要求 x（tf ）＝c（tf）以保证击落敌机。 这就是 tf 自由、末
端受约束的变分问题，如图 ２３所示。 在图 ２３中，x （t）为极值轨线，x（t）为 x

 （t）邻域内

的任一条容许轨线，（x ０ ，t０ ）表示起点，点（xf ，tf ）到点（xf＋δxf ，tf＋δtf ）则表示变动端点，
c（t）表示端点约束曲线，δtf 表示末端时刻变分，为微变量。 由图 ２３知，在末端受约束时，
存在如下近似关系式：

δx（tf ）＝δxf－x（tf ）δtf （２４６）

图 ２３　末端时刻自由时的变分问题

·３２·



和

δxf＝c
（tf ）δtf （２４７）

如果末端自由，由于约束曲线 c（t）不存在，则仅存在近似关系式（２４６）。
通过点（x ０ ，t０ ）的容许轨线形成一个容许轨线束 x＝x（t，c１ ），泛函 J［x（t，c１ ）］在该束

曲线上转换成常数 c１ 和末端时刻 tf 的函数。 因为容许轨线束 x＝x（t，c１ ）在所考虑的极值

曲线 x
 （t）的邻域内形成一个中心场，所以可由 tf 和 xf 的值确定出束中的极值曲线

x
 （t），从而也就确定出泛函的极值。

设性能泛函如式（２１５）所示，x（t）与 x
 （t）之间关系如式（２１８）和式（２１９）所示，当

末端由（xf ，tf ）位置移动到（xf＋δxf，tf＋δtf ）位置时，产生如下泛函增量：
ΔJ ＝∫t

f
＋ δ t

f

t０
L （x ＋δx，x ＋δx，t）ｄt－∫t

f

t０
L （x

 ，x ，t）ｄt

＝∫t
f
＋ δ t

f

t
f

L （x ＋δx，x ＋δx，t）ｄt＋∫t
f

t０
［L （x ＋δx，x ＋δx，t）－L （x ，x ，t）］ｄt （２４８）

式（２４８）右端第一项，根据积分中值定理可变换为

∫t
f
＋ δ t

f

t
f

L （x ＋δx，x ＋δx，t）ｄt＝L （x ＋δx，x ＋δx，t）│t＝ t
f
＋ θδ t

f
δtf

式中 ０＜θ＜１。 由于函数 L （· ）是连续的，因此

L （x
＋δx，x＋δx，t）│t＝ t

f
＋ θδ t

f
＝L （x ，x ，t）│t

f
＋ε１

当 δtf→０，δxf→０时，有 ε１→０，故
∫t

f
＋ δ t

f

t
f

L （x ＋δx，x ＋δx，t）ｄt＝L （x ，x ，t）│t
fδtf＋ε１δtf （２４９）

对于式（２４８）右端第二项，将被积函数在极值轨线处展成泰勒级数，有
　∫t

f

t０
［L （x＋δx，x＋δx，t）－L （x

 ，x ，t）］ｄt

＝∫t
f

t０
L

x

Ｔ δx＋ L

x
Ｔ δx＋ＨＯＴ ｄt （２５０）

对式（２５１）中的第二项进行分部积分，得
∫t

f

t０
L

x
Ｔ
δxｄt＝ L

x
Ｔ δx t

f

t０
－∫t

f

t０
ｄ
ｄt

L

 x
Ｔ
δxｄt （２５１）

将式（２５１）代入式（２５０），所得结果代入式（２４８），同时将式（２４９）代入式（２４８），取
泛函增量的线性主部，得泛函的一次变分

δJ＝∫t
f

t０
L

x
－ ｄｄt

L

x
Ｔ δxｄt＋ Lx

Ｔ δx t
f

t０
＋L （x ，x ，t）│t

f
δtf

由定理 ２３，令 δJ＝０，得末端变动、tf 自由时泛函极值的必要条件

L

x
－ ｄｄt

L

 x＝０ （２５２）
以及

L

x
Ｔ

t
f

δx（tf ）－ L

x
Ｔ

t０
δx（t０ ）＋L （x ，x ，t）│t

f δtf＝０ （２５３）
式（２５２）称为欧拉方程，可见 tf 自由、末端变动时的欧拉方程形式与 tf 固定时的欧拉方

·４２·



程完全相同，这一结论同样适用于有等式约束的泛函极值问题；式（２５３）称为横截条件，
除提供求解欧拉方程所需的两点边界值外，还提供了一个确定最优末端时刻 t


f 所需的边

界条件。
末端时刻自由、末端状态变动时的横截条件，可分成如下两种情况讨论。
（１） 起点固定，末端自由

由于 x（t０ ）＝x ０ ，故 δx（t０ ）＝０。 在末端自由情况下，由式（２４６）知
δx（tf ）＝δxf－x（tf ）δtf

将上式及 δx（t０ ）＝０ 代入式（２５３），得
L

x
Ｔ

t
f

［δxf－x（tf ）δtf ］＋L （x  ，x ，t）│t
fδtf＝０

整理得

L－xＴ Lx t
f
δtf＋ L

x
Ｔ

t
f

δxf＝０ （２５４）
在式（２５４）中，因 δtf 及 δxf 任意，故横截条件为

L－xＴ （t）L

x t
f

＝０
L

x t
f

＝０
x（t０ ）＝x ０

（２５５）

（２） 起点固定，末端受约束

设末端约束方程为

x（tf ）＝c（tf ）
此时，δxf 不能任意。 由式（２４７）知

δxf＝c（tf ）δtf

于是，在式（２５４）基础上，横截条件进一步演化为

L－xＴ （t）L

x t
f
δtf＋ Lx

Ｔ

t
f

c（tf ）δtf＝ L＋（c－x）Ｔ L

x t
f

δtf＝０ （２５６）
在式（２５６）中，因 δtf 任意，故横截条件为

L＋（c－x） Ｔ Lx t
f

＝０
x（tf ）＝c（tf ）
x（t０ ）＝x ０

（２５７）

２．３．３　初始时刻自由时的横截条件

初始时刻自由问题的实质是：末端固定 x（tf ）＝xf ，初始时刻 t０ 不固定，初始状态

x（t０ ）或自由或受约束。 例如，空对地导弹的极值控制，就属于起点受约束而终点固定的变

分问题。当飞机发射导弹攻击地面固定军事目标时，为了提高命中率并躲避敌方地面防空

炮火，应沿某一条飞行轨迹ψ０（t）飞行，故在发射导弹的初始时刻 t０ ，导弹运动轨线 x（t）与
飞机俯冲轨线ψ０ （t）之间，应满足如下关系：

·５２·




