
 

应用模糊数学与系统 
 
 

曹炳元  著 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

北  京 



·ii·  前  言 
 

 
 
 
 

内  容  简  介 

模糊数学是近三十年发展起来的一门崭新的边缘学科, 它不仅扩充了经
典数学的内容, 而且在人工智能、信息处理、自动控制、系统分析、预测预
报和经济管理等科技领域中有广泛的应用. 本书包括模糊集合, 模糊代数, 
模糊微积分, 模糊规划与模糊图论, 模糊概率, 模糊多元分析,模糊逻辑与模
糊推理, 模糊系统与模糊控制, 模糊数学与系统的应用实例. 全书贯彻“少而
精”和“循序渐进”的原则, 力求内容新颖, 论述深入浅出, 系统性和适应   
性强. 

本书可作为高等院校数学系研究生及高年级本科生的选修课教材或参

考书, 亦可作为具有大专文化程度的工程技术人员的自学参考书. 

 

图书在版编目(CIP)数据 

应用模糊数学与系统/曹炳元著.—北京: 科学出版社, 2005 

ISBN 7-03-015258-1 

Ⅰ.应 ⋯ Ⅱ.曹⋯ Ⅲ.①模糊数学②模糊系统  Ⅳ.① O159 ② N94 

中国版本图书馆 CIP 数据核字(2005)第 039230 号 

  

 

责任编辑: 林  鹏  范庆奎／责任校对: 朱光光 
责任印制: 钱玉芬／封面设计: 王  浩 

 

              出版 
北京东黄城根北街 16 号 

邮政编码: 100717 

http://www.sciencep.com 

印刷 
科学出版社发行  各地新华书店经销 

 * 
2005 年 10 月第 一 版 开本: B5(720×1000) 

2005 年 10 月第一次印刷 印张: 17 1/4 

印数: 1—3 000 字数: 327 000 

定价: 36.00 元 

(如有印装质量问题, 我社负责调换〈环伟〉) 

zfh
放置的图像



·ii·  前言 

 

 

前    言 

从 1965年起, 模糊数学经历了 40年的风风雨雨, 渡过了襁褓期. 

一门学科是真科学而不是伪科学, 能自立于世界各学科之林, 首先要有其科

学思想的丰富与科学方法的革新. 众所周知, 概率论由于它早期与赌博等活动 

关系过于密切, 因而曾受到某些不应有的责难, 被斥之为“来路不正”. 只有在  

A. H. Koomopob(1903)的工作之后, 数学大家庭才最后接受了这个历史比其他成

员悠久得多的分支. 微积分理论在整个 18 世纪对于运算的研究具有一种特殊的

痛苦, 由其基础的含糊性导致的矛盾异常尖锐. 然而纯粹分析领域及其应用领域

的一个接一个的光辉发现, 即使一时还没有牢固的理论基础的微积分, 它的强大

的生命力却在其应用的成就中体现出来, 为世人所公认. 模糊数学虽然发展还很

不成熟, 但它是一项开创性的工作, 其意义首先在于它的科学方法论的意义. 马

克思认为: 一种科学只有当它成功地利用了数学的时候, 才能达到完善的地步. 

然而, 有许多的领域被视为数学的禁区. 例如, 没有哪一把尺子或哪一架天秤能

测量出顾客对某种商品的满意程度. 人脑具有一种模糊测量的天赋本领, 即使像

“身高”这样可精确测量的物理量, 人脑也往往使用诸如“高个子”、“中等个儿”

等测量词语. 因为侦探凭着罪犯是“高个子, 大胡子, 穿着一条黄色的裤子”这些

模糊信息, 比告诉他精确的高度、胡子的根数以及裤子的色度更容易在人群中抓

到要抓的罪犯. 近代科学的发展, 愈来愈多地要求向那些模糊的、传统数学很少

问津的领域进军. L. A. Zadeh (1921 , 美国数学家, 控制论专家)充分领悟到了精

确与模糊这一对立统一规律, 提出了模糊数学的核心思想, 就是用数学手段来仿

效人脑的思维, 建立对复杂事物进行模糊度量、模糊识别、模糊推理、模糊控制

和模糊决策的本领. 模糊数学这种崭新的思想, 固然代表了与传统数学不同的另

一种倾向, 但绝不意味着是对精确化努力的一种否定. 从某种意义上说, 它使精

确化能在更一般的框架下得以展现, 即从模糊性中寻找确定性的信息.  

目前, 模糊数学研究方兴未艾. 模糊集理论进一步丰富了经典数学的理论宝

库, 为人们处理模糊信息提供了众多巧妙的方法. 现在, 一种中介数学—— 模糊

数学的公理化基础已在建立, 正接受实践的检验并进一步得到完善. 模糊数学的

应用极其广泛, 已在各个学科领域取得了一个又一个新的成果. 
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模糊数学在工程与信息系统中的应用, 将具有广阔的前景. 自“中美双边模

糊方法和现代决策在电力系统中的应用学术讨论会”于 1984 年 7 月在北京召开

以来, 模糊数学在电力系统中的应用已有了一些可喜的进展. 然而, 在我国仍然

有许多“处女地”亟待用模糊数学去开拓. 2005 年, 国际模糊系统协会(IFSA)将

在北京召开第 11届大会, 这是我国模糊界乃至科学界的一件大事. 为了适应科学

技术发展的需要, 使模糊集理论在我国生根、开花、结果, 在研究生、本专科生

中开设模糊数学选修课是非常必要的. 针对当前我国各高校减学时、厚基础、宽

口径的特点, 为高校理工科与管理类研究生及应用数学系的大学本科生编写了这

本教材. 若去掉部分章节及定理证明部分, 本书亦可作为理工科与管理类大学生

的选修课教材, 同时, 也可供工程技术人员及高等院校教师参考.  

本书的应用实例均具特色, 它们一部分是作者本人的科研成果, 一部分取自

国内外其他著作. 世界著名模糊控制论专家、日本大阪电气通信大学水本雅晴教

授来华讲学的手稿使本书的编写受益匪浅. 

最后诚挚的感谢国家自然科学基金委对作者研究工作的两次资助

(1997.1 1999.12, No. 79670012和 2003.1 2005.12, No. 70271047), 感谢广州大学

出版项目基金的全力资助. 同时, 特别感谢广州大学科研处、数学和信息科学学

院对本书出版的鼎力相助. 作者的硕士生周雪刚打印了全书书稿, 硕士生周雪

刚、朱章遐、谷秋鹏和谭云峰做完了书中全部习题并给出了答案, 博士生杨吉会

协助作者查找了很多史料. 他们与硕士生仇海全、侯勇超一起, 校对了全书书稿. 

汕头大学数学系 2000 级学生提出了很多有益的建议. 在此对他们为本书所做的

大量工作一并加以谢忱.  

值得指出的是: 1994 年, 我的良师益友, 著名的模糊系统与数学专家, 国防

科技大学原政委汪浩少将在他六十大寿时, 欣然为本书的前身《经济数学教程》

写下了热情洋溢的评语, 并担任该册书的顾问. 该书第二篇——线性规划与模糊

数学, 经使用后修订, 将模糊数学部分单独作为本册《应用模糊数学与系统》再

版. 值此再版之际, 作者再次向汪浩教授致谢. 

由于作者才疏学浅, 书中一定存在许多缺点与错误, 恳请读者批评指正. 

 
                                                   作  者  

2004 年 5 月 
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Ã(x) =

{
0,

µ
x 6 c ���

[1 + (a(x − c))−b]−1,
µ

x > c ���
�  c ∈ X e�þ�a � � a > 0, b > 0 e #�$�ÿ � -

(3) ��� T (  "� T �yÅ�ý 1.1.3)
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���������� ���!#" % N�Ä����� \ 0, N������� \ k,
� H�I�J �

Ã(x) = exp

[
−
(x

n
− m

)2
]

, x ∈ [0, k],

+�x����� \ x ����������$���¿���- �  E�� n +�x���%��������� �� E�� m+�x�������������N&$���'�������(�-&)�Å ¯ m = 0.2, n = 100,
¢�µ

x = 30 ���ç�* ä Ã(30) = e−0.01 ≈ 0.549, ¡�­�������×�������������������������$���¿��e 0.549.+ 	 � } � < ú T ��HÚI�J � �y¬�çÚ5Úk�� $-, nÚ��kÚl x * 
�� H�I���-��.���/�0�� S ��� \ � ±�1��yç�2 ¯�3�4 @ K���H�I���-

1.1.3 Î X={1, 2, 3, 4}, �-5 $ WÚì-/-6ÚðÚa $ Ä � �Ú�Ú�Ú-y�Ú�Ú�yWì 1 e�7�8���Ä � �Õ7yI�¾�� $ �����ÕH�I�� \ 1 ÀÕW�ì 4 ��e�Ä � �Õ7���I�¾��$ �����yH�I�� \ 0. W�ì 2 Ò ��9�Ä��y��*�éÙÒ�:�ð�Ä�� �yH�I�� \ 0.8 ÀyW�ì 3®�; e Ò�<�=�Ä�� �î��>�*�é Ò�?�ð�Ä�� �îH�I�� \ 0.2. ô�Ä � � $ ��
 ��q�ð Ã,� W�ì�@ \ 1, 2, 3, 4, ��� ]�
 W�ì�� Ã  "��H�I���� 8 Zadeh ��+�x @ \

Ã =
1

1
+

0.8

2
+

0.2

3
+

0

4
.

8�A ��+�x @ \
Ã = {(1, 1), (0.8, 2), (0.2, 3), (0, 4)}.8 à"á�+�x @ ��B�C +�x \

Ã = (1, 0.8, 0.2, 0).
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1.2 X Y [IHIJLK
� ¾ �:
 �:�:H:I:J �NM µ ¾ & ñ { ��³:´:J � � ° b�O {0, 1} PNQ:j [0, 1],R ×��yú�S�¾ 8 ³�´�J ��T +�U &!ñ { ��Ã�����ø�V��y�~��

1.2.1 Î Ã, B̃ ∈ F(X),
  k�þ�W x ∈ X , �X�Y %

Ã ⊆ B̃ ⇐⇒ Ã(x) 6 B̃(x);M w % Ã = B̃ ⇐⇒ Ã(x) = B̃(x).� ��� 1.2.1, Ã = B̃ ⇐⇒ Ã ⊆ B̃ Z B̃ ⊆ Ã. ��¬�e�­�� X�Y ø�V�e ��
 £Ú�
F(X) � , ��z } ������?�W�ø�V��y¡

(1) Ã ⊆ Ã ( [�Á�� );

(2) Ã ⊆ B̃ Z B̃ ⊆ Ã =⇒ Ã = B̃ ( k���� );

(3) Ã ⊆ B̃ Z B̃ ⊆ C̃ =⇒ Ã ⊆ C̃ ( \�]�� ).R ×�� (F(X), ⊆) e�a $ û A ��� R \ ø�VÙÒ ⊆ �&^�ð F(X) ����a $�A ø
V�- � ¾ φ, X ∈ F(X), _ F(X)

, ��N���W X 6�N�Ä�W φ.~��
1.2.2 Î Ã, B̃ ∈ F(X),

¢ g�h����` %
Ã ∪ B̃,

� H�I�J � \ (Ã ∪ B̃)(x) = Ã(x)
∨

B̃(x) = max{Ã(x), B̃(x)};a %
Ã ∩ B̃,

� H�I�J � \ (Ã ∩ B̃)(x) = Ã(x)
∧

B̃(x) = min{Ã(x), B̃(x)};b
( c ): Ãc,

� H�I�J � \ Ãc(x) = 1 − Ã(x).� h���ý�d &�> Å�ý 1.2.1∼ ý 1.2.3 c�x %

� &!ñ ��� ` v a * b�e * M#fhg ��g�h�i�¡�j�,�� ��
 � e *���e & ñ � e
*���k�l������ Ã ∪ B̃ e&m X�Y Ã n X�Y B̃ ��N�Ä ��
 ��- Ã ∩ B̃ e�m X�Y ¾
Ã n X�Y ¾ B̃ ��N�� ��
 ��-

ß�`�b X
\ ��Í�� Ö Í�� #�< ���Ú� �Ú
 � Ã � B̃ � ` v a * b ��1�*�oã�ç &�> \
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(1) `�b \ X = {x1, x2, · · · , xn}, Z Ã =

n∑

i=1

Ã(xi)

xi

, B̃ =

n∑

i=1

B̃(xi)

xi

,
¢

Ã ∪ B̃ =
n∑

i=1

Ã(xi)
∨

B̃(xi)

xi

, Ã ∩ B̃ =
n∑

i=1

Ã(xi)
∧

B̃(xi)

xi

, Ãc =
n∑

i=1

1 − Ã(xi)

xi

.

(2) X
\�Ö Í����&Z Ã =

∫

x∈X

Ã(x)/x, B̃ =

∫

x∈X

B̃(x)/x,
¢

Ã ∪ B̃ =

∫

x∈X

Ã(x)
∨

B̃(x)/x, Ã ∩ B̃ =

∫

x∈X

Ã(x)
∧

B̃(x)/x,

Ãc =

∫

x∈X

(1 − Ã(x))/x .



1.2.1 Î X = {x1, x2, x3, x4}, Ã =

1

x1
+

0.8

x2
+

0.2

x3
+

0

x4
, B̃ =

0

x1
+

0.2

x2
+

0.8

x3
+

0

x4
,
¢

Ã ∪ B̃ =
1
∨

0

x1
+

0.8
∨

0.2

x2
+

0.2
∨

0.8

x3
+

0
∨

0

x4
=

1

x1
+

0.8

x2
+

0.8

x3
+

0

x4
,

Ã ∩ B̃ =
1
∧

0

x1
+

0.8
∧

0.2

x2
+

0.2
∧

0.8

x3
+

0
∧

0

x4
=

0

x1
+

0.2

x2
+

0.2

x3
+

0

x4
,

Ãc =
1 − 1

x1
+

1 − 0.8

x2
+

1 − 0.2

x3
+

1 − 0

x4
=

0

x1
+

0.2

x2
+

0.8

x3
+

1

x4
.



1.2.2 1�* 1.1 p! h) 1.1.1 � ��
 � Ỹ � Õ � ` v a * b - � ���

Ỹ ∪ Õ =

∫

x∈X

Ỹ (x)
∨

Õ(x)/x =

∫

06x625

1

x
+

∫

25<x6x∗

[
1 +

(
x − 25

5

)2
]−1/

x

+

∫

x∗<x6100

[
1 +

(
x − 50

5

)−2
]−1/

x +

∫

x>100

1

x
,
�  x∗ ≈ 51,

Ỹ ∩ Õ =

∫

50<x6x∗

[
1 +

(
x − 50

5

)−2
]−1

/x +

∫

x∗<x6100

[
1 +

(
x − 25

5

)2
]−1

/x,

Õc =

∫

06x650

1

x
+

∫

50<x6100

1 −
[
1 +

(
x − 50

5

)−2
]−1

/x,

Ỹ c =

∫

256x6100

1 −
[
1 +

(
x − 25

5

)2
]−1

/x +

∫

x>100

1

x
.

��
 ��� ` v a�e *��yç�5�� 9 j�þ�¸�q $ ��
 ������÷�-
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~��
1.2.3 Î T

\ f�7���� Ãt ∈ F(X) (t ∈ T ),
¢

(
⋃

t∈T

Ãt

)
(x) =

∨

t∈T

Ãt(x) = sup
t∈T

Ãt(x), x ∈ X ,

(
⋂

t∈T

Ãt

)
(x) =

∧

t∈T

Ãt(x) = inf
t∈T

Ãt(x), x ∈ X .

����� ⋃

t∈T

Ãt,
⋂

t∈T

Ãt ∈ F(X). ³ > C � µ T
\ ��Í������

(
⋃

t∈T

Ãt

)
(x) = max

t∈T
Ãt(x), x ∈ X,

(
⋂

t∈T

Ãt

)
(x) = min

t∈T
Ãt(x), x ∈ X .

~�r
1.2.1 (F(X),

⋃
,
⋂

, c) s�t�5�z���� %
(1) £�w�u % Ã

⋃
Ã = Ã, Ã

⋂
Ã = Ã;

(2)
a�v u % Ã

⋃
B̃ = B̃

⋃
Ã, Ã

⋂
B̃ = B̃

⋂
Ã;

(3)
� ��u % (Ã

⋃
B̃)
⋃

C̃ = Ã
⋃

(B̃
⋃

C̃), (Ã
⋂

B̃)
⋂

C̃ = Ã
⋂

(B̃
⋂

C̃);

(4) w�x�u % (Ã
⋃

B̃)
⋂

Ã = Ã, (Ã
⋂

B̃)
⋃

Ã = Ã;

(5)
&�y u % (Ã

⋃
B̃)
⋂

C̃ = (Ã
⋂

C̃)
⋃

(B̃
⋂

C̃),

(Ã
⋂

B̃)
⋃

C̃ = (Ã
⋃

C̃)
⋂

(B̃
⋃

C̃);

(6) 0-1 u % Ã
⋂

X = Ã, Ã
⋂

φ = φ; Ã
⋃

X = X, Ã
⋃

φ = Ã ;

(7) z�{�u % (Ãc)c = Ã;

(8) k���u % (Ã
⋃

B̃)c = Ãc
⋂

B̃c, (Ã
⋂

B̃)c = Ãc
⋃

B̃c.|�} 5���� (8)
\ )�~ ñ � ��b ç���¼���~ ä j�-�

∀x ∈ X , �
(Ã
⋃

B̃)c(x) = 1 − (Ã
⋃

B̃)(x) = 1 − max{Ã(x), B̃(x)}
= min{1− Ã(x), 1 − B̃(x)}
= min{Ãc(x), B̃c(x)} = (Ãc

⋂
B̃c)(x).

c�5
(Ã
⋃

B̃)c = Ãc
⋂

B̃c.

��)�ç�~
(Ã
⋂

B̃)c = Ãc
⋃

B̃c.

g�h�f 
 � ��
 ������Ô�s�t�� b u�-y¡�a�������z��y�
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Ã
⋃

Ãc 6= X, Ã
⋂

Ãc 6= φ. ��� Ã
⋃

Ãc >
1

2
, Ã
⋂

Ãc 6
1

2
.



1.2.3

 
Ã(x) ≡ 0.5, Ãc(x) ≡ 0.5,

¢
(Ã
⋃

Ãc)(x) = max{0.5, 0.5} = 0.5 6= 1,

(Ã
⋂

Ãc)(x) = min{0.5, 0.5} = 0.5 6= 0.

×����yg�h�9�Q�R ��
 � e *�� � � ����-~��
1.2.4 k Ã, B̃ ∈ F(X), ��� ��` v a�e *���a���â�ã \

(Ã
⋃

B̃)(x) , Ã(x)
∨∗

B̃(x), (Ã
⋂

B̃)(x) , Ã(x)
∧∗

B̃(x).

��Ï ∨∗
,
∧∗ e [0, 1] ��?�W e *�� � � \ ��
 * { � ¯ \

I. N�����Û�* { (
∨

, ·)

Ã(x)
∨

B̃(x) = max{Ã(x), B̃(x)}, Ã(x) v B̃(x) +�x o�p ��� � @ -
II. � ó *���Û�* { (⊕,�)

Ã(x) ⊕ B̃(x) , min{Ã(x) + B̃(x), 1}, Ã � B̃ , max{0, Ã(x) + B̃(x) − 1}.

III. 3�(�*���Û�* { (+̂, ·)

Ã(x)+̂B̃(x) , Ã(x) + B̃(x) − Ã(x) · B̃(x), Ã(x) · B̃(x) +�x o�p ��� � @ .8�� w�1�* ?�@ ç�5���~ % * { I s�t�* { (
∨

,
∧

) c�s�t���*�u��"Ç�* { II,

III
¢ ��s�t�£�w�u��&w�x�u�* &�y u�-

1.3 X Y [IHI�L���L���L�L���L�
�Ú
 �Ú�Ú� &Ú( �Ú) ]Ú
Ú�Ú�Ú
 �Ú�Ú�Ú�Ú�Ú�Ú�ÚÃÚ�Ú�Úø-VÚ�y�Úe-�-V oÚp��* ��
 ��������- � p�_���� λ- ������3�4��yÔ�C�` ��
 ��� &�( ��)��yN�P��} +�,���)�-

1.3.1 λ- ���~��
1.3.1 Î Ã ∈ F(X), k�þ�¸�� λ ∈[0, 1], �

(Ã)λ = Aλ = {x|Ã(x) > λ},

� Aλ

\
Ã � λ- ����� λ � \������ k�-&n��

(Ã)λ.
= Aλ.

= {x|Ã(x) > λ},
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� Aλ.

\
Ã � λ- =�����-y�

(Ã)0. = {x|Ã(x) > 0} = supp Ã\
Ã ������-   ����� supp Ã = {x}

\�¤�� ��� ¢ � Ã
\

X ����a $ ��
 � -
Aλ �N�N¥:¸:�:e:�   x k Ã �:H:I:�NU:j:�N¦N§ � k λ >:¬N*:é:�N¨:ðN©:�Ç���ª���¨�ð�©���m�n�±�^�ð Aλ, ��e X ��a $ ��� { ��-



1.3.1 Î Ã =
0.5

x1
+

0.7

x2
+

0

x3
+

0.9

x4
+

1

x5
,
¢

λ = 1 ��� A1 = {x5}, A1. = φ,

λ = 0.9 ��� A0.9 = {x4, x5}, A0.9. = {x5},
λ = 0.7 ��� A0.7 = {x2, x4, x5}, A0.7. = {x4, x5},
λ = 0.5 ��� A0.5 = {x1, x2, x4, x5}, A0.5. = {x2, x4, x5},
λ = 0 ��� A0 = X, A0. = {x1, x2, x4, x5},

��� , ��z�É���� %«�¬
1.3.1 (1)(Ã

⋃
B̃)λ = Aλ

⋃
Bλ, (Ã

⋂
B̃)λ = Aλ

⋂
Bλ;

(2) (Ã
⋃

B̃)λ.
= Aλ.

⋃
Bλ.

, (Ã
⋂

B̃)λ.
= Aλ.

⋂
Bλ.

.|�} ­ ~ (1), (2) ç�ú�S C ~ ñ -
(Ã
⋃

B̃)λ = {x|(Ã⋃B̃)(x) > λ} = {x|Ã(x)
∨

B̃(x) > λ}
= {x|Ã(x) > λ}

⋃
{x|B̃(x) > λ} = Aλ

⋃
Bλ,

(Ã
⋂

B̃)λ = {x|(Ã⋂B̃)(x) > λ} = {x|Ã(x)
∧

B̃(x) > λ}
= {x|Ã(x) > λ}

⋂
{x|B̃(x) > λ} = Aλ

⋂
Bλ.

«-¬
1.3.2 (1)

(
⋃

t∈T

Ãt

)

λ

⊇
⋃

t∈T

(Ãt)λ,

(
⋂

t∈T

Ãt

)

λ

=
⋂

t∈T

(Ãt)λ, (Ãc)λ =

(A1−λ

�
)c;

(2)

(
⋃

t∈T

Ãt

)

λ.

=
⋃

t∈T

(Ãt)λ.
,

(
⋂

t∈T

Ãt

)

λ.

⊆
⋂

t∈T

(Ãt)λ.
, (Ãc)λ.

= (A1−λ)c.

��� 1.3.2 ��~ ñh® � ¤ �&¯�>�[°~�-±�² f 
 % (1)  h³�a�ã�* (2)  h³�?�ã�� ;�v \ w�ã�-



1.3.2 ´ Ãn(x) ≡ 1

2

(
1 − 1

n

)
, n = 1, 2, · · ·,

¢ ( ∞⋃

n=1

Ãn

)
(x) ≡ 1

2
, ¾�e

( ∞⋃

n=1

Ãn

)

0.5

= X .
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�

(Ãn)0.5 = φ(n > 1),

O�Ç ∞⋃

n=1

(Ãn)0.5 = φ.

c�5 ( ∞⋃

n=1

Ãn

)

0.5

6=
∞⋃

n=1

(Ãn)0.5.

� Ø �µ´ B̃n(x) ≡ 1

2

(
1 +

1

n

)
, n = 1, 2, · · · , ç�5�~ ñ

( ∞⋂

n=1

B̃n

)

0.5.

6=
∞⋂

n=1

(B̃n)0.5. .

~��
1.3.2 Î Ã ∈ F(X), ���

KerÃ = {x | Ã(x) = 1}

� \ Ã ��¶��   KerÃ 6= φ,
¢ � Ã

\ ��· ��
 ��-
1.3.2 ¸�¹ ~�r~��

1.3.3 Î λ ∈ [0, 1], Ã ∈ F(X), λ � Ã � � Û \
(λÃ)(x) = λ

∧
Ã(x).

~�r
1.3.1(

��
 ����� &�( ��) I) k�¾�þ�¸ Ã ∈ F(X), �
Ã =

⋃

λ∈[0,1]

λAλ, (1.3.1)

Ã =
⋃

λ∈[0,1)

λAλ. . (1.3.2)

|�} R \
Aλ(x) =

{
1, x ∈ Aλ,

0, x /∈ Aλ,
_

(
⋃

λ∈[0,1]

λAλ

)
(x) = sup

06λ61
λAλ(x) = sup

x∈Aλ

λ = sup
λ6Ã(x)

λ = Ã(x).

��)�ç�~ (1.3.2) ã�-

1.3.3 Î�`�b X={2, 1, 7, 6, 9}, º�7 8�&�( ��)�� ��
 �

Ã =
0.1

2
+

0.3

1
+

0.5

7
+

0.9

6
+

1

9

��l &�( -
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¹ ��
 ������ø���� \
A0.1 = X, 0 < λ 6 0.1, A0.3 = {1, 7, 6, 9}, 0.1 < λ 6 0.3,

A0.5 = {7, 6, 9}, 0.3 < λ 6 0.5, A0.9 = {6, 9}, 0.5 < λ 6 0.9,

A1 = {9}, 0.9 < λ 6 1,¢
Ã =

⋃

λ∈[0,1]

λAλ =
⋃

0<λ60.1

λ

(
1

2
+

1

1
+

1

7
+

1

6
+

1

9

) ⋃

0.1<λ60.3

λ

(
1

1
+

1

7
+

1

6
+

1

9

)

⋃

0.3<λ60.5

λ

(
1

7
+

1

6
+

1

9

) ⋃

0.5<λ60.9

λ

(
1

6
+

1

9

) ⋃

0.9<λ61

λ

(
1

9

)

= 0.1A0.1

⋃
0.3A0.3

⋃
0.5A0.5

⋃
0.9A0.9

⋃
1A1.

~Ú�
1.3.4 Î X eÚ`ÚbÚ�   � °-»-¼ H : [0, 1]→ P (X), λ 7→ H(λ), s-t

∀λ1, λ2 ∈ [0, 1],

λ1 6 λ2 ⇒ H(λ2) ⊆ H(λ1),¢ ��Ã \ X ����a $ ����½�� X ��m�n�����½�6�ð�������� \ H(X).

� 8 ��� 1.3.4, ç�5 ä j�¾�a���� &�( ��)�-~�r
1.3.2(

��
 ����� &�( ��) II) Î Ã ∈ F(X),
 �¿ ��� °�»�¼

H : [0, 1] → P (X),

λ 7→ H(λ),

À ä
∀λ ∈ [0, 1], Aλ.

⊆ H(λ) ⊆ Aλ,
¢

(1) Ã =
⋃

λ∈[0,1]

λH(λ); (2) λ1 < λ2 =⇒ H(λ1) ⊇ H(λ2);

(3) Aλ =
⋂

α<λ

H(α), λ 6= 0, Aλ.
=
⋂

α>λ

H(α), λ 6= 1.

|�}
(1) Aλ.

⊆ H(λ) ⊆ Aλ =⇒ λAλ.
⊆ λH(λ) ⊆ λAλ

=⇒ Ã =
⋃

λ∈[0,1)

λAλ.
⊆

⋃

λ∈[0,1]

λH(λ)

⊆
⋃

λ∈[0,1]

λAλ = Ã

=⇒ Ã =
⋃

λ∈[0,1]

λH(λ).

(2)
R \

∀x ∈ X , � x ∈ Aλ2
=⇒ Ã(x) > λ2 > λ1 =⇒ x ∈ Aλ. 1

, cÚ5Ú�y�
λ1 < λ2 =⇒ H(λ1) ⊇ Aλ. 1

⊇ Aλ2
⊇ H(λ2).

(3) ∀α < λ, H(α) ⊇ Aα. ⊇ Aλ =⇒
⋂

α<λ

H(α) ⊇ Aλ, λ 6= 0.
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n�� ⋂

α<λ

H(α) ⊆
⋂

α<λ

Aα = A(
∨

α<λ

α) = Aλ, λ 6= 0.

R ×��y� Aλ =
⋂

α<λ

H(α).

³�?�ã�ç�ú�S�~ ñ -&�( ��) II ­ ñ ��
 � Ã ç � ����½ H(Aλ.
⊆ H(λ) ⊆ Aλ) Á�Â C +�x�� R× H(λ) � ��Ã  , ��¾ 9�; ��7 8 -

zNÄNONÅ �NÆ � 
 j:� ]:
:��
 ��� o�p ��+:x @ �ÇONÈ�a Æ �NÉ ñ ��
 ��e� ������P���Ç�ð����y³ 	�
 +�,���)�-
1.3.3

∗ Ê�Ë ~�r
~��

1.3.5 Î H1, H2 ∈ H(X),
 

∀λ ∈ [0, 1], � ⋂

α<λ

H1(α) =
⋂

α<λ

H2(α),
¢

� H1 * H2 w�Ì��&� \ H1 ∼ H2,
�  ⋂

α<0

H(α) = X . �����yø�VÙÒ ∼ �&s�t
(1) H ∼ H ( Á�Í�� );

(2) H1 ∼ H2 ⇒ H2 ∼ H1 ( k���� );

(3) H1 ∼ H2 n H2 ∼ H3 ⇒ H1 ∼ H3 ( \�]�� ).

� H
′(X) = {{H}|H ∈ H(X)} = H(X)/ ∼ ,

�  "ú {H} = {H ′|H ′ ∼ H}.~��
1.3.6 Î H , H1, H2 ∈ H(X), Z Ht ∈ H(X)(∀t ∈ T ) * ∀λ ∈ [0, 1],

¢
(1)
X�Y

H1 ⊆ H2 ⇔ H1(λ) ⊆ H2(λ);

(2)
` ⋃

t∈T

Ht :

(
⋃

t∈T

Ht

)
(λ) ,

⋃

t∈T

Ht(λ);

(3)
a ⋂

t∈T

Ht :

(
⋂

t∈T

Ht

)
(λ) ,

⋂

t∈T

Ht(λ);

(4)
b

Hc : Hc(λ) , (H(1 − λ))c.~�r
1.3.3( +�,���) ) Î H ∈ F ′(X),

¢ ⋃

λ∈[0,1]

λH(λ) e X ��a $ ��
 ���
��é Ã,

` Z ∀α, λ ∈ [0, 1], �
(1) Aλ =

⋂

α<λ

H(α), λ 6= 0 À (2) Aλ.
=
⋃

α>λ

H(α), λ 6= 1.

|�} ß � ��������Û�������� ∀λ ∈ [0, 1], H(λ) ∈ P (X),
¢

λH(λ) ∈ H(X),

_ ⋃

λ∈[0,1]

λH(λ) ∈ H(X). � Ã =
⋃

λ∈[0,1]

λH(λ).

ß &�( ��) II,
  s�t�Î�Ï Aλ.

⊆ H(λ) ⊆ Aλ, ±�ç ä (1) * (2). z�Ä�~ ñ ×
Î�Ï�ð�i�-
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∀λ ∈ [0, 1],

x ∈ Aλ.
=⇒ Ã(x) > λ

=⇒
( ⋃

α∈[0,1]

αH(α)

)
(x) > λ

=⇒
∨

α∈[0,1]

(α
∧

H(α)(x)) > λ

=⇒ ∃λ0 ∈ [0, 1],
À

λ0

∧
H(λ0)(x) > λ

=⇒ λ0 > λ Z H(λ0)(x) = 1

=⇒ x ∈ H(λ0) ⊆ H(λ), λ 6= 1;

x ∈ H(λ) =⇒ H(λ)(x) = 1

=⇒
∨

α∈[0,1]

(α
∧

H(α)(x)) > λ
∧

H(λ)(x) = λ

=⇒ Ã(x) > λ

=⇒ x ∈ Aλ.

R ×��&Î�Ï Aλ.
⊆ H(λ) ⊆ Aλ ð�i�-k ∀H ∈ H(X),

  � Ã =
⋃

λ∈[0,1]

λH(λ),
� ��) 1.3.3 Ð�Ñ ä j

(1) H
′(X) � F(X) a�a�k�7�À

(2) Ã(x) =
∨

x∈H(λ)

λ.



1.3.4 Î X = [−1, 1], X  "������½ \

H(λ) = [λ2 − 1, 1− λ2], λ ∈ [0, 1],

0 � H c�K���� ��
 � Ã ��H�I�J � -
¹ Ã(x) =

∨

x∈H(λ)

λ, λ ∈ [0, 1].

µ
−1 6 x 6 0, ¡ x = λ2 − 1 ���

Ã(x) =
∨

λ=
√

1+x

λ =
√

1 + x;

µ
0 6 x 6 1, ¡ x = 1 − λ2 ���

Ã(x) =
∨

λ=
√

1−x

λ =
√

1 − x.

R ×�� Ã(x) =

{ √
1 + x, −1 6 x 6 0,

√
1 − x, 0 6 x 6 1.

� ý�d�Å�ý 1.3.1 c�x�-
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1.4 Ò X Y [
^�_#ÓhÔ�a�z o�p 2"����3�4�- Î X = Rn

\
n Õ�Ö#×"ê���� A e X � o�p{ ��-   k�þ�¸�� x1 ∈ A, x2 ∈ A 6�þ�¸�� α ∈ [0, 1], Ø��

αx1 + (1 − α)x2 ∈ A,

¢ � A
\ 2"��-�����!2 ��
 ��3�4�Ã�Ù��yg�h�_�~ ñ z�Ä�� � Æ�-~�r

1.4.1 Î Ã e X � ��
 ��- λ ∈ [0, 1], Aλ = {x|Ã(x) > λ} Ø�e!2"���
��/�Î�Ï�e�k�þ�¸�� x1 ∈ X , x2 ∈ X , α ∈ [0, 1], Ø��

Ã(αx1 + (1 − α)x2) > Ã(x1)
∧

Ã(x2). (1.4.1)

Ã e�Ú�������/�Î�Ï�e���� b � Ãc e!2"��-|N} ­ ~ 2 �:�:â:- Å:ÆÜÛÞÝ λ ∈ [0, 1], Aλ Ø:e 2 �:� k:þ:¸:� x1 ∈ X, x2 ∈
X , ��ß�Î Ã(x2) > Ã(x1) = λ0,

¢
Ã(x1)

∧
Ã(x2) = λ0.

R
Aλ0
e!2"���yc�5��yk x1 ∈ Aλ0

, x2 ∈ Aλ0
6�þ�¸ α ∈ [0, 1], Ø��

αx1 + (1 − α)x2 ∈ Aλ0
.

¾�e
Ã(αx1 + (1 − α)x2) > λ0.

R ×
Ã(αx1 + (1 − α)x2) > Ã(x1)

∧
Ã(x2).
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Á�Ã��yÅ�Æ#ÛhÝ�k�þ�¸�� x1 ∈ X, x2 ∈ X, α ∈ [0, 1], Ø��
Ã(αx1 + (1 − α)x2) > Ã(x1)

∧
Ã(x2),

¶�·��   λ ∈ [0, 1], x1 ∈ Aλ , x2 ∈ Aλ,
¢

Ã(x1) > λ, Ã(x2) > λ, _��
Ã(x1)

∧
Ã(x2) > λ,

¾�e
Ã(αx1 + (1 − α)x2) > Ã(x1)

∧
Ã(x2) > λ.

c�5 αx1 + (1 − α)x2 ∈ Aλ,
R ×�� Aλ

\ 2"��-~Ú�
1.4.1 Î X = Rn

\
n Õ-ÖÚãÚêÚ�Ú� Ã

\
X � �Ú
 �Ú-yÅÚÆÚkÚcÚ�

λ ∈ [0, 1], Aλ Ø�e!2"��� ¢ � ��
 � Ã e!2"��-� ��) 1.4.1 Ý�� Ã e!2"����/�Î�Ï�e % k�þ�¸�� α ∈ [0, 1], x1 ∈ X , x2 ∈ X ,

Ø��
Ã(αx1 + (1 − α)x2) > Ã(x1)

∧
Ã(x2).~��

1.4.2 Î Ã ∈ F(X),
 

∀λ ∈ [0, 1], Aλ ë \ X  "��� ó ��� ¢ � Ã
\

X  "��� ó ��
 ��-
� 8 1.3 p λ- ����������*���� 1.4.2, ��ì�~ ñ"%~�r

1.4.2
#�$ � ó ��
 ��� ` * a \ � ó ��
 ��-

1.5 X Y [IH X Y�íLîLï�ðLñ�òLó X�ôLõ�öL÷Lø
~��

1.5.1 Î Ã ∈ F(X), ´

Ã(x) =

{
1,

µ
Ã(x) > 0.5 ���

0,
µ

Ã(x) 6 0.5 ���
¢

Ã e�a $�o�p { ���y��Ã \ � Ã N�¼�½�� o�p { ��-+ 	 ��� 1.5.1, Ð�Ñ���~ %
(1) (Ã

⋂
B̃) = Ã

⋂
B̃ ; (2) (Ã

⋃
B̃) = Ã

⋃
B̃.~��

1.5.2 Î X={x1, x2, · · · , xn}
\ ��Í���� Ã, B̃ ∈ F(X), ´

d(Ã, B̃) =

√√√√ 1

n

n∑

k=1

[Ã(xk) − B̃(xk)]2, (1.5.1)

δ(Ã, B̃) =
1

n

n∑

k=1

|Ã(xk) − B̃(xk)|, (1.5.2)
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¢ � d(Ã, B̃) * δ(Ã, B̃)

&�> \ ��
 � Ã � B̃ Ã�����Ö���Ï ä�ù�ú *�û ñhù�ú -� } #�<�ù�ú Û"��·�! /�� � , � 0 6 d(Ã, B̃) 6 1, 0 6 δ(Ã, B̃) 6 1.Å�Æ X
\�Ö Í����y¶�· M 7 C ù�ú / 8�ü � ��Û & T +�x�-~��

1.5.3 Î X
\ ��Í���� Ã

\
X ��a $ ��
 ��� Ã

\ � Ã N�¼�½�� op { ��-&´
α(Ã) = 2d(Ã, Ã), β(Ã) = 2δ(Ã, Ã),¢

α(Ã)
\

Ã ��ÖÚ��Ï ä�ù�ú ¸��Úz�� �Ú
 ��f-7�� β(Ã)
\

Ã ��û ñhù-ú ¸Ú�z�� ��
 ��f�7�-� < �:
 �:fN7 ® 'Ný �:
 � Ã  �:W:ì:�:H:I:�:e 0 � 1 �:�:�:-þ):Å:� Ã\ o:p { � A �:� α(A) = 0, β(A) = 0.
µ

Ã �:H:I:J � Ã(x) ≡ 0.5 �:� α(Ã) = 1,

β(Ã) = 1, ��� ��
 ��f�7�N���-

1.5.1 Î�`�b X={x1, x2, x3},

Ã =
0.6

x1
+

0.8

x2
+

1

x3
+

0.8

x4
+

0.6

x5
+

0.4

x6
,

B̃ =
0.4

x1
+

0.6

x2
+

0.8

x3
+

1

x4
+

0.8

x5
+

0.6

x6
,

0 d(Ã, B̃), δ(Ã, B̃), α(Ã), β(Ã).

¹

d(Ã, B̃) =

√√√√1

6

6∑

k=1

[Ã(xk) − B̃(xk)]2 =

√
1

6
(0.04 + 0.04 + 0.04 + 0.04 + 0.04 + 0.04)

=

√
0.24

6
=

√
0.04 = 0.2.

δ(Ã, B̃) =
1

6

6∑

k=1

|Ã(xk) − B̃(xk)| =
1

6
(0.2 + 0.2 + 0.2 + 0.2 + 0.2 + 0.2) = 0.2.

n Ã =
1

x1
+

1

x2
+

1

x3
+

1

x4
+

1

x5
+

0

x6
,

d(Ã, Ã) =

√
1

6
(0.16 + 0.04 + 0 + 0.04 + 0.16 + 0.16) ≈ 0.31,

δ(Ã, Ã) =
1

6
(0.4 + 0.2 + 0 + 0.2 + 0.4 + 0.4) = 0.267.

c�5 α(Ã) = 0.62, β(Ã) = 0.534.~��
1.5.4 Î Ã, B̃ ∈ F(X),

¢ �
σ(Ã, B̃) =

1

2
[Ã ⊗ B̃ + (1 − Ã � B̃)]
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\
Ã � B̃ ��ÿ�½���� �  Ã⊗ B̃ =

∨

x∈X

[Ã(x)
∧

B̃(x)], Ã� B̃ =
∧

x∈X

[Ã(x)
∨

B̃(x)]
&

> � \ Ã � B̃ �!ï"Û�����Û�-y��Ï A1 6= φ, B1 6= φ, suppÃ 6= X , suppB̃ 6= X .������� Î Ãi, B̃ ∈ F(X)(1 6 i 6 n),
 �¿ � Ãi0,

À ä
σ(Ãi0, B̃) = max{σ(Ã1, B̃), σ(Ã2, B̃), · · · , σ(Ãn, B̃)},

¢ � B̃ � Ãi0 N M ½�� 4 � B̃ 7�I�¾ Ãi0 ú�-��Ï�/ 4�� ��k�l���e X  "��a $ W�ì���Ç�e X ����a $ ��
 ��-�z�Ä ]�
� <�=�>�?�@ ��a $ ) { -

1.5.2 Ä���� < � =�> L�M�-� ��� < Ä�� .
	 � < � ��h�e�����v�
���v�����v���������������������������� �!�"�#�$&%�'�(�)�*�+�,�-�.�$0/�1�2�3�,�4 ��5�6�7�8�9�: ,�;�<�=�>?�@

A�B
(Ã1): Ã1(x) = exp

[
−
(

x − 3.7

0.3

)2
]
,

C � (Ã2): Ã2(x) = exp

[
−
(

x − 2.9

0.3

)2
]
,

��� (Ã3): Ã3(x) = exp

[
−
(

x − 5.0

0.3

)2
]
,

������� (Ã4): Ã4(x) = exp

[
−
(

x − 3.9

0.3

)2
]
,

������� (Ã5): Ã5(x) = exp

[
−
(

x − 3.7

0.2

)2
]
.

D�E�F�G�H�I�J
B̃, K 1�L�2�, I�J�M�N $O'�*�+�-�.�P�1�2�,�4 ��5 ( Q�R�S�T$�U RTV 100 � $�WTXTY 5TZ $�W 8 4 �T5 )

,T[T\T]T( 8 B̃(x) =

exp

[
−
(

x − 3.43

0.28

)2
]
.
D_^_`_a_b 7_c 4 �_5_d F_e_f_g_h $ B̃

\_i_j F_J_I
J � '�k�l

1.5.4 � ,�m�n�o�p�q�+�r �ts i�u�v�w�;�<�=�>�? Ã, B̃,
E

Ã(x) = exp

[
−
(

x − a1

b1

)2
]

, b1 > 0, B̃(x) = exp

[
−
(

x − a2

b2

)2
]

, b2 > 0.

i�x
Ã ⊗ B̃ = exp

[
−
(

a1 − a2

b1 + b2

)2
]

, Ã � B̃ = 0.
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Ã(x) � B̃(x)
,�����$���-��

(
x − a1

b1

)2

=

(
x − a2

b2

)2

,

P
x1 =

a1b2 + a2b1

b1 + b2
, x2 =

a1b2 − a2b1

b2 − b1
.

s i Ã(x) � B̃(x) ������8 ;�<
����$���������,�����������i a1 � a2 �� $��
x1 8 � a �K�� F���� $���k a1 > a2, � E

Ã(x)
∧

B̃(x) =





exp

[
−
(

x − a1

b1

)2
]
, x 6

a1b2 + a2b1

b1 + b2
,

exp

[
−
(

x − a2

b2

)2
]
, x >

a1b2 + a2b1

b1 + b2
,

9�� 1.5.1
����$�i�x E

Ã ⊗ B̃ =
∨

x∈X

(Ã(x)
∧

B̃(x)) = exp

[
−
(

x1 − a1

b1

)2
]

= exp

[
−
(

a1 − a2

b1 + b2

)2
]

.

��� 8
lim

|x|→∞
exp

[
−
(

x − a1

b1

)2
]

= lim
|x|→∞

exp

[
−
(

x − a2

b2

)2
]

= 0,
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���
Ã � B̃ = 0.

­�®

σ(Ã, B̃) =
1

2

[
exp

[
−
(

a1 − a2

b1 + b2

)2
]

+ 1

]
= σ(Ãi, B̃) (i = 1, 2, · · · , 5).

¯�° q�+�r�$�P

σ(Ã1, B̃) =
1

2

[
exp

[
−
(

3.43− 3.7

0.28 + 0.3

)2
]

+ 1

]
≈ 0.90,

σ(Ã2, B̃) ≈ 0.72, σ(Ã3, B̃) ≈ 0.50, σ(Ã4, B̃) ≈ 0.76, σ(Ã5, B̃) ≈ 0.86.

��� c 4�± 5�d F�e���g�h $�²�³�k B̃
\�i

Ã1 ´ $�µ A�B I�J �g�¶ x ¯ G�H , F�J�e�� 4�± 5�· u B̃ ¸�¹ b 7 $ d�K�º�6�» ) �¼9 #�½�¾�¿À G�H ,�Á J�Â�`�e�� @Ã��Ä�Å �ÇÆ�È�� E�É Ä�( � Â Ä�±�(�Ê�4�± 5 $ d ��$Ãu�iU F w I�J
Ãi (1 6 i 6 5), Ë E Á�w e ��$Ìu�Í�Á�w�=�>�? Ãi1, Ãi2, Ãi3, Ãi4, Ãi5,Á�w I�J�Î u�Í

25
w�=�>�?

Ãij(1 6 i, j 6 5), 9�Ï 1.5.1
��� �Ð

1.5.1

Ã1 Ã2 Ã3 Ã4 Ã5ÑÇÒÇÓ
Ã11 Ã21 Ã31 Ã41 Ã51ÔÇÕ
Ã12 Ã22 Ã32 Ã42 Ã52ÖÇ×ÇÒÇØ
Ã13 Ã23 Ã33 Ã43 Ã53Ù ÒÇÚÇØ
Ã14 Ã24 Ã34 Ã44 Ã54Û ÚÇÜ
Ã15 Ã25 Ã35 Ã45 Ã55

Y � Ãij Ï ��Ý i
w I�J Ý

j
w e�f ��u�Í�,�=�>�? �Þ b 7 I�J B̃ ß E Á�w e�� $Ì' B̃j Ï � B̃

,�Ý
j
w e�� ��u�Í�,�=�>�?�$

d ��Í�+�r 25
w�m�n�o

σ(Ãij , B̃j) (1 6 i, j 6 5), 9�Ï 1.5.2
��� �Ð

1.5.2

Ã1j · · · Ã5j

B̃1 σ(Ã11 , B̃1) · · · σ(Ã51 , B̃1)

.

..
.
..

.

..

B̃5 σ(Ã15 , B̃5) · · · σ(Ã55 , B̃5)

S̃i S̃1 · · · S̃5
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S̃i =
∧

16j65

σ(Ãij , B̃j) (1 6 i 6 5),
2�á Ï B̃ � Ãi

,�U F�e�� ,�m�n�o�,
â�G�ã ��ä Si0 =

∨

16i65

Si, � ³�å B̃ 8 Ãi0 ´ �
^çæ

1.5.2 � $ Ãij , B̃j Ë xç;ç<çèç=ç>ç?ç$�éç=çqç,ç=ç>ç? � Þ b 7 uçêç,=�>�?�x�Y�ë ´ è�¾�$íì `�î X�Y�[�\�]�(�$ Ë ² ¯ ½���-�. a 2�3�,�m�n�o�$ ®ï ¯�ð n�ñ ��¸�¹ b 7��ò 8 ò�ó�$�ô�õ�ö�÷�ø g�ù�æ 1.5.2.

1.6 úüûüýüþüú ÿ ���������
	 —— �
�
�üúüÿ �����
�

Ã1, Ã2, · · · , Ãn 8 X
,�=�>�?�$

x0 ∈ X , ä E

Ãk(x0) = max
16i6n

{Ãi(x0)},

����8 x0 � u�\�i�=�>�? Ãk, d�� x���� â�� [�\�ñ ���� E
n
w�=�è�$���2�3 Ï � 8 X

,
n
w�=�>�?

Ã1, Ã2, · · ·, Ãn. � E�F w��b 7 ,�u�ê x0 ∈ X ,
`�� 2�\�i�j F�J =�è�$ � ¯ â�� [�\�ñ ��¸�¹ ³�å�$ h 2�uj F w�=�>�?�,�[�\�]�( ã�â�� $ � ³�å�2�\�i�j F w�=�è �Çd�� x�=�è b 7 ,�ÝF�J -�.

( ��� -�. ).gçù -ç. ß ²çò 9ç:��� $�µ ^ ¯ â�� [ç\çñ � ³çå ��! $ ��"çk F w$# ã
λ ∈ [0, 1], %�&

α = max{Ã1(x0), Ã2(x0), · · · , Ãn(x0)},

ä α < λ, ����8�K�' b 7 $)(�ò 6�*�+Ìä α > λ, ����8 ²�� b 7 $),�- ¯ â�� [\�ñ � ò�X�³�å �.
1.6.1 /�0�1 ´ è�, b 7 (

2�X32 i�u�4�5�6�7�8 1�9 , b 7 ).�
X 8�/�0�1 ? » $�µ

X = {(α, β, γ)|α + β + γ = 180◦, α > β > γ},

'
X
g ,�=�>�?

Ẽ, Ĩ , R̃, ˜IR : T̃ 6�7�Ï ��; /�0�1��<;�=�/�0�1��<��0�/�0�1��
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;�=���0�/�0�1�:�E�F è /�0�1 $�Y�[�\�]�( 6�7�8
Ẽ(α, β, γ) =

(
1 − C1

180
(α − γ)

)2

,

Ĩ(α, β, γ) =

(
1 − C2

60
min(α − β, β − γ)

)2

,

R̃(α, β, γ) =

(
1 − C3

90
|α − 90|

)2

,

IR̃(α, β, γ) = Ĩ(α, β, γ)
∧

R̃(α, β, γ),

T̃ (α, β, γ) = min{(1 − Ẽ(α, β, γ)), (1 − Ĩ(α, β, γ)), (1 − R̃(α, β, γ))},
Y � C1, C2, C3 ��8�G é�H V ,�;�I�( ��J�K�L�M g�ù Ï ��, » ) � �.

1.6.2 N b 7�/�0�1 (94, 50, 36)
��\ /�0�1 , ´ è �O ä�V C1 = C2 = C3 = 1, � ² s +�r�P�P

Ẽ (94, 50, 36) =

(
1 − 1

180
(94 − 36)

)2

= 0.459,

Ĩ (94, 50, 36) =

(
1 − 1

60
min(94− 50, 50− 36)

)2

= 0.588,

R̃ (94, 50, 36) =

(
1 − 1

90
|94 − 90|

)2

= 0.913,

˜IR (94, 50, 36) = min(0.588, 0.913) = 0.588,

T̃ (94, 50, 36) = min(0.541, 0.412, 0.087) = 0.087.

s â�� [�\�ñ � $�³�å /�0�1 (94, 50, 36)
\�i ��0�/�0�1��

1.7 Q
R
S
T ��U�V
[�\�]�(�,�W�k�X���$ZY�[ g x�\�]�,�$Z^ � J�_ E�F k�,a` 8�bac�� � :�d8�e�f�W�k�[�\�]�(�,�g J�h '�-�. �

1.7.1 i�j�k�l�m�n�o° .�p ^
5.1 q
�sr 4�e�f �

1.7.2 t�u�v�w�x�y�oza{ u}|�~a��.�xa���a��v�v � |�$ c ,aW�ka����$ s °�� k�[�\�]�(�, ���1�9��z�{ u�|s~���. E Q J $�� :�� e�f / J @



· 22 · y 1 z {}|}~��
(1) � u�|s��. + (2)

ð�� |s��. + (3)
u�|s� � . �

(1) � u�|s��.2�x��������s� {�� $ ¯�� J�e�� $ ^ v�v {�� � � ¸�¹ u}|�$Z�����a� z�{|s��� � � (�u (fy(x), fx(y))
x

[0, 1]×[0, 1]
g ,�(���$ ^ z�{ |s��� ï $���X �Ê�������� 8�� 8�,�~�� �.

1.7.1
� s)/ w��������ç,ç? »ç8 X={x1, x2, x3},

Y$�
x1 Ï �� ��ç$

x2 Ï � R ��$ x3 Ï � / � ��N W�k / w���� ��¡�¢ , ��£ ��o�$�µ�[�\�o �O
1◦
� ^ v�v {�� � � ¸�¹ z�{ |s��$�P

fx1
(x1) = 1, fx2

(x1) = 0.8, fx3
(x1) = 0.5;

fx1
(x2) = 0.5, fx2

(x2) = 1, fx3
(x2) = 0.4;

fx1
(x3) = 0.3, fx2

(x3) = 0.7, fx3
(x3) = 1.

(fx2
(x1), fx1

(x2))=(0.8, 0.5)
x F w z�{ |s����$�2�,�¤�l�x��� �� �çR � �|s��$ 9 #� �� ��¡�¢ , ��£ ��o 8 0.8, ��R � ��¡�¢ , ��£ ��o�ì E 0.5.

½�)
²�1�Y�ë z�{ |s��� � fx1

(x1) = fx2
(x2) = fx3

(x3) = 1 Ï �32s¥ � 2s¥�|s� ��¡
¢ ��£ ,���o � � ° $�¦ ��§ , / w z�{ |s����x

(fx2
(x1), fx1

(x2))=(0.8, 0.5), (fx3
(x2), fx2

(x3))=(0.4, 0.7),

(fx3
(x1), fx1

(x3))=(0.5, 0.3).

2◦
��� � Ê����à

f(x/y) ,
fy(x)

max(fx(y), fy(x))
,

­�® E
f(x/y) =

{
fy(x)/fx(y),

é
fy(x) 6 fx(y) +

1,
é

fy(x) > fx(y).°�¨
x, y

\�i����
X ,
�

f(x/y) 8 {�� ò�������$�-�©�x f(x/x) ��8 1. d��ª���,���� ��«s¬ � Ê�����$ g�ù���§ , � Ê���� 9�: @

S =




x1 x2 x3

x1 1 1 1

x2 5/8 1 4/7

x3 3/5 1 1




min

1

4/7

3/5

3◦
~���" �

c S
,�U F ¹�V â�G�ã $ ¯ ��P�( c � P G ~�X ��­ R � 8

1 >
3

5
>

4

7
, ® µ 1 > 0.6 > 0.57.
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i�x�P�X�"���@� �� ��¡�¢ ,�[�\�o 8 1(
â ��¡�¢ ), / � ��¡�¢ ,�[�\�o 8

0.6(
µ R���¡�¢ ), R � ��¡�¢ ,�[�\�o 8 0.57(

µ K�¯���¡�¢ ).

(2)
ð�� |s��.

¦�.�x�°���� N�L ï $�%�'�*�+�-�. a [�\�o�, F�J -�. �.
1.7.2 ±a²a³a´aµa¶ $·��H ð ,a¸�7��a� 8 X={ ¹ $·º�$·»a¼·½a¼·¾ },

D
c�³�´�µ�¿ÁÀ ö$�)Â�Ã�Ä 500

`�¼�U�`�� N 20 R ¼�U Rçc X
�)HçXçv J ¸�7çu|�¼Å� N ö c v J ¸a7�, µa¶ � ð��aÆ k F�J ò 8 2s¥��aÇ ¿ ,a¸�7a¼ N W�k ³�´

µ�¶ ¸�7�, ��­ R � � Ð
1.7.1 È@É@Ê@Ë@Ì@Í ÐÎ Ï Ð Ñ ÒÎÏ

1Ð
5 2Ñ
8 6 3Ò
10 9 7 4

O U�wa� N ö ¯ Ï 1.7.1
, ða� NaL �a�aÓaÔ ¸�¹ vaÕa¼ NaLa&aÖ i Ï 1.7.2� � Ð

1.7.2 ×@Ø@Ù@Ú@È@É@Û@Ü ÐÎ Ï Ð Ñ Ò
Σ % ÝÅÞÎ

517 525 545 661 2248 22.48 2Ï
483 841 477 576 2377 23.77 1Ð
475 159 534 614 1782 17.82 4Ñ
455 523 466 643 2087 20.87 3Ò
339 524 386 357 1506 15.06 5

Ï 1.7.2
�

Σ ß}à xaáaâa¸a7 � Y�ëaã J ¸a7�u}|�¾���P�, ða� � ( � i�x ¯
��: , ��G µ�²�~�X�� J ¸�7 ��­ , R �ç@�º → ¹ →

½
→
»

→
¾�¼�Y�4 6 (

� ² h � 8 � J ¸�7�,�[�\�o �
(3)
u�|s� � .

9�ä p g�ù z�{ |s����°�å�æ ï a [�\�o�¼0µ 8 u�|s� � . � æ 6 ��æ ( ç (
� ½ ) :�E ��æ ( ç ( K ½ ),

u æ
1.7.1 V ��æ�¼ E.

1.7.3
1

3
[fx1

(x1) + fx2
(x2) + fx3

(x3)] = (1 + 1 + 1)/3 = 1.

1.7.3 è�é�ê�ë�oì ��í Z . � « =�>�?�.�¼�î�'ç¾�ïç� ` "çk ( ð î X ) ä�ñ�; � ��ò�9�ó�ô




