
西安交通大学数学研究生教学丛书

动力系统基础及其方法

陈绥阳 　褚蕾蕾 　编著

北 　京



内 　容 　简 　介

　 　动力系统 （Dynamical System） 是拓扑空间上连续自映射迭代生成的

系统 ．本书重点阐述拓扑动力系统 （含符号动力系统 、分形动力系统） ，

微分动力系统和无穷维动力系统的基础理论知识与基本研究方法 ．这一理

论与方法 ，已广泛而深入地应用于数学 、统计学 、物理 、力学 、信息与计

算科学 ，以及许多工程领域 ．

本书可作为数学类各专业的研究生教材 ，也可供以上相关专业的高年

级学生及教学 、科研人员参考 ．
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前 　 　言

动力系统是 ２０世纪最富有成就的一个数学分支 ，也是非线性科学的一

个重要组成部分 ，在不少领域中有重要的应用 ．

一个动力系统是由拓扑空间及其上的连续自映射所构成的系统 ．该系统

研究的问题 ，大致可以分为两类 ：一类是孤立地研究一个自映射迭代生成的

动力学复杂性质 ，即长时间的形态 ；另一类是把一个动力系统看作是某个空

间内的一个点 ，研究诸如在微小挠动下动力性状的改变 ．

与此同时 ，从 ２０世纪六七十年代以来 ，随着计算能力的不断提高 ，非

线性科学发现两个极端的现象 ，一是具有内秉的对称和保守性质的孤立子 ，

另一是在耗散系统中发现了奇怪吸引子和混沌 ．近来又发现一批从孤立子可

演化为混沌现象的非线性演化方程 ．从而推动了无穷维动力系统的研究 ，与

有穷维动力系统不同的是 ，它研究空间上的混沌现象 ，而后者仅研究时间上

的混沌现象 ．但是 ，二者却有令人惊叹的联系 ．

动力系统不仅是非线性科学的研究对象 ，而且是研究非线性 “复杂性”

的有力工具 ，其理论与方法已广泛渗透于许多重要领域和众多学科 ．

作者出于计算和理论研究而感兴趣于动力系统 ．于是 ，在多年教学与研

究的基础上 ，希望搜集整理这一领域的文献与典籍 ，对其知识进行再组织 ．

为成此书 ，历时两年 ，虽无博观约取 、厚积薄发之力 ，但有心在适当深入的

基础上拓宽知识 ，注重学科内部联系 ，保持结构相对完整 ，以便于教学组织

与自学参考 ．

本书内容分为三部分 ，拓扑动力系统 （含符号动力系统 、分形动力系

统） ，微分动力系统和无穷维动力系统 ．其中 ，拓扑动力系统是基础 ．读者

可按需选读 ．一般来讲 ，需要具备点集拓扑和非线性泛函分析的基本知识 ．

本书 § １２畅３ ，由伍渝江先生撰写 ．所引文献 ，已注明出处 ，在此对原著

表示尊敬而诚挚的谢意 ．

作者囿于学识 ，对书中挂一漏万 、疏忽纰缪之处 ，向读者和文献原著表

示歉意 ，并敬请斧正 ．

作 　者 　 　 　

２００１年于西安交通大学



目 　 　录

第一章 　概述 １⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １畅１ 　动力系统概述 １⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １畅２ 　动力系统的底空间 ３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １畅３ 　动力系统的复杂性 ６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第二章 　拓扑动力系统 １０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ２畅１ 　拓扑动力系统 １０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ２畅２ 　轨道渐近性 １３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ２畅３ 　轨道稠密性 １７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ２畅４ 　线段自映射 ２０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ２畅５ 　圆周自同胚 ２６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ２畅６ 　拓扑熵 ３５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第三章 　符号动力系统 ４６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ３畅１ 　符号空间 ４６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ３畅２ 　符号动力系统 ５４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ３畅３ 　有限型子转移 ５８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ３畅４ 　有限型子转移的动力性质 ６０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ３畅５ 　有限型子转移的拓扑熵与混沌 ６７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ３畅６ 　 Smale马蹄 ７２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第四章 　分形动力系统 ７９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ４畅１ 　迭代动力系统 ７９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ４畅２ 　分形空间 ８６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ４畅３ 　分形与吸引子 ９３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ４畅４ 　分形动力系统 ９９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第五章 　遍历理论 １０６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ５畅１ 　保测变换 １０６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ５畅２ 　保测变换的度量熵 １０７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ５畅３ 　遍历性与混合性 １１０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ５畅４ 　 Lyapunov指数 １１５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯



第六章 　微分拓扑 １２３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ６畅１ 　微分流形 １２３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ６畅２ 　切空间与余切空间 １２７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ６畅３ 　向量场与流 １３２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ６畅４ 　 Riemann流形 １３５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ６畅５ 　向量丛 １３９⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第七章 　结构稳定性 １４５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ７畅１ 　稳定性的基本概念 １４５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ７畅２ 　圆周微分同胚的结构稳定性 １４７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ７畅３ 　环面双曲同构的结构稳定性 １５１⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第八章 　双曲不动点的局部稳定性 １５７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ８畅１ 　双曲线性映射 １５７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ８畅２ 　 Rm 空间上的线性系统 １６４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ８畅３ 　 Hartman线性化定理 １７０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ８畅４ 　双曲不动点的局部稳定性 １７７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ８畅５ 　双曲不动点的稳定流形定理 １８１⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第九章 　双曲不变集的结构稳定性 １９０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ９畅１ 　双曲不变集 １９０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ９畅２ 　 α伪轨与 β跟踪 １９７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ９畅３ 　双曲不变集的结构稳定性 ２０４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ９畅４ 　双曲不变集的稳定流形定理 ２０７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ ９畅５ 　极大双曲集与局部乘积结构 ２１７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第十章 　公理 A与 Ω 稳定性 ２２６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １０畅１ 　公理 A与局部乘积结构 ２２７⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １０畅２ 　谱分解 ２３２⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １０畅３ 　滤子与无环条件 ２３６⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １０畅４ 　 Ω稳定性定理 ２４８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第十一章 　 Banach空间上的动力系统 ２５４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １１畅１ 　算子半群 ２５４⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １１畅２ 　解析半群 ２６５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １１畅３ 　分数幂算子与分数幂空间 ２７３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

　 iv 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 目 　 录



§ １１畅４ 　 Banach空间上的动力系统 ２７８⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １１畅５ 　极限集 ２８０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １１畅６ 　稳定性 ２８３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

第十二章 　无穷维动力系统 ２９０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １２畅１ 　全局吸引子 ２９０⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １２畅２ 　吸引子的维数 ２９３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

§ １２畅３ 　惯性流形和近似惯性流形 ３０３⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

参考文献 ３１５⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

目 　 录 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v



第一章 　概 　 　述

§ １ ．１ 　动力系统概述

１５９１年 ，奥地利格拉茨大学讲师开普勒（Kepler）前往布拉格 ，成为天文学

家第谷·布拉赫（Tycho）的助手 ．开普勒根据第谷的准确观测数据 ，发现了行

星运动三定律 ，其中对当时正统派理性思潮最为震动的一条是 ，每个行星沿着

以太阳为一个焦点的椭圆轨道而运动 ．在当时理性思潮的影响下 ，人们普遍认

为行星绕太阳旋转的轨道是圆 ，因为圆是最完美的曲线 ．

为什么行星运动的轨道是椭圆曲线而不是“完美”的圆呢 ？

半个多世纪以后 ，牛顿（Newton）于 １６８７年在其名著枟自然哲学的数学原

理枠中 ，提出万有引力定律 ，而后用数学的形式 ———常微分方程 ———推出了开

普勒定律 ，完成了日心地动说的力学解释 ，也同时开始了以常微分方程为对象

的动力系统的研究 ．下面仅介绍行星轨迹为椭圆的论述 ．

例 1 ．1 ．1 　行星轨道方程 ．设某行星运动于以太阳为原点 O 的复平面
内 ，在时刻 t的位置

z （ t） ＝ reiθ ，

其中 r ＝ r（ t） ，θ ＝ θ（ t） ．设行星和太阳的质量分别为 P和M ，G ＝ ６ ．６７２ ×

１０
－１１m３s－２kg －１ 是万有引力常数 ，于是由万有引力定律 ，有

P̈z ＝ －
PMG
r２ ei θ ，

其中

z̈ ＝ （（ r̈ － rθ
·
２
） ＋ i（ rθ¨ ＋ ２痹rθ

·

））eiθ
是加速度 ．分离方程的实部和虚部得

－
MG
r２ ＝ r̈ － rθ

·
２
， （１ ．１ ．１）

rθ¨ ＋ ２痹rθ
·

＝ ０ ． （１ ．１ ．２）

由方程（１ ．１ ．２）得 １
r

dd t（ r２ θ
·

） ＝ ０ ，从而

r２ θ
·

＝ h ， （１ ．１ ．３）

其中 h是常数 ，它等同于开普勒第二定律 ，行星在相等的时间内扫过相等的

面积 ．



联合（１ ．１ ．１）和（１ ．１ ．３） ，令 r ＝
１
u ，得

MG
h２ ＝

d２ u
dθ２ ＋ u ，

再令 v ＝ u －
MG
h２ ，p ＝

h２
MG ，解得

r ＝
p

１ － μcosθ ，

其中 μ ＝ A p 是离心率 ．由此可见 ，点（ r ，θ）的轨道是离心率为 μ（０ ＜ μ ＜ １） ，

极点 O为一个焦点的椭圆 ．

与例 １ ．１ ．１的分析方法不同的是 ，绝大多数的微分方程不能用已知函数

的积分来表示其通解 ．这导致微分方程定性理论［１ ～ ３］的研究 ，其肇端始于法

国数学家 H ．Poincar砪和俄国数学家 A ．M ．Ляпунов ．前者在 １８８１ ～ １８８６年间

连续发表的论文枟微分方程所确定的曲线枠 ，后者在 １８８２ ～ １８９２年间完成的博

士论文枟运动稳定性的一般问题枠 ，是这一方面的经典著作 ．到 １９２７ 年 ，G ．D ．

Birkhoff在继承并发展 Poincar砪工作的基础上 ，使“动力系统”一词首见于其

专著［４］
．

　 　如例 １ ．１ ．１所示 ，一个用常微分方程组

d xd t ＝ Φ（ x ，t） ，　 x ∈ Rn

描述的随时间演化的系统 ，是一个经典意义下的动力系统 ．设其满足初值条件

x（０） ＝ x０ ，　 x０ ∈ Rn

的解为 φ（ t ，x０ ） ，且存在区间是 R ，则映射 φ ：R × Rn
硳 Rn 满足

（H１） 　 φ（０ ，x）＝ x ，　 橙 x ∈ Rn
．

（H２） 　 φ（s ＋ t ，x）＝ φ（s ，φ（ t ，x）） ，　 橙 s ，t ∈ R ，x ∈ Rn
．

更一般地 ，称满足条件 H１和 H２的映射 φ ：R × X → X 为连续动力系统或
流 ，其中 X 是底空间 ．

下面例 １ ．１ ．２的差分方程给出的动力系统是离散动力系统 。

　 　例 1 ．1 ．2 （Malthus模型 ，１７９８年） 　设某人口群体在第 n个时间段开始
时的总数为 Pn ，若出生率与死亡率之差为 b ，则有 Malthus模型

Pn＋ １ ＝ kPn ，　 n ∈ Z＋ ，

其中 k ＝ １ ＋ b ，于是

Pn＋ １ ＝ kn＋ １ P０ ，　 n ∈ Z＋ ．

定义 f ：Z＋ × R 硳 R为 f n（ x）＝ knx ，则 Malthus模型又可记为
Pn＋ １ ＝ f （Pn） ．

显然 ，映射 f ：Z＋ × R 硳 R满足条件 H１和 H２ ，构成 R上的离散动力系统 ，而
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Orb f （P０ ） ＝ ｛ P０ ，P１ ，P２ ，⋯ ｝

是 f 过 P０ 点的一条轨道 ．

　 　动力系统不仅可以通过映射 φ或 f 在“时间”维上的定义域来进行分类 ，

如连续动力系统或离散动力系统 ，而且可以通过底空间 X 的结构来进行分
类 ．例如 ，若 X 分别是拓扑空间（或度量空间） ，Cr 微分流形和无穷维 Banach
空间 ，则在 X 上可分别定义拓扑动力系统 ，微分动力系统和无穷维动力系统 ．

　 　一般而言 ，动力系统研究的主要问题是 ：

（１）轨道长时间的渐近性质 ，如极限点集 、非游荡点集 、周期点集等 ．

（２）轨道在相空间中的稠密性 ，如极小性 、拓扑传递性 、拓扑混合性等 ．

（３）动力系统的整体性质 ，如全局吸引子等 ．

（４）动力系统的拓扑分类与结构稳定性 ，如双曲不动点和双曲不变集的稳

定性 ．

（５）动力系统的复杂性 ，包括几何复杂性 ，如混沌 、分形 ，以及动力学复杂

性 ，如拓扑熵 、Liapunov指数等 ．

研究这些问题的主要方法 ，一是以结构分析为主的几何方法 ，另一是以数

值计算为主的模拟方法 ．本书拟采用前者依次逐层展开对上述动力系统主要

问题的研究和讨论 ．

§ １ ．２ 　动力系统的底空间

设 S是一个集合 ，映射 f ：S → f （S） 彻 S 按复合运算“礋”满足

H１ 　 　 f０ ＝ id ．

H２ 　 　 f m ＋ n
＝ fm 礋 f n ，　 橙 m ，n ∈ Z＋ ．

其中 id表示恒同映射 ．一般来讲 ，可定义一单边的离散动力系统（ S ，f ） ．这

时 ，S的结构对（S ，f ）的性质有决定性的影响 ．

在形式系统的一般理论中 ，没有限定 S 的结构 ，仅设 S 是一个非空集 ．S
上的一条规则是一个有序对（X ，x ） ，表示 X 痴 x ，其中 X 彻 S 称为规则的前
提 ，x ∈ S称为规则的结论 ．设 Ω 是一个规则集 ，子集 A 彻 S 称为 Ω －封闭的 ，

若

X 彻 A 痴 x ∈ A ，　 橙 （X ，x） ∈ Ω ．

令 I（ Ω）是一切 Ω －封闭集的交 ，即

I（ Ω ） ＝ ∩ ｛ A A 彻 S且 Ω － 封闭｝ ．

　 　性质 1 ．2 ．1 ［５］
　 　对映射 Φ ：２

S
→ ２

S
，存在 S 上的规则集 Ω Φ ，

Ω Φ ＝ ｛（X ，x） X 彻 S ，x ∈ S ，x ∈ Φ（X）｝ ．
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使得 I（ ΩΦ ）是 Φ 的最小不动点 ．

不动点是最简单的周期点 ．事实上 ，对任意一个序数 σ可以定义

Φ
（０）

＝ 碬 ，　 Φ
（σ）

＝ ∪
τ＜ σ

Φ
τ
，　 Φ

σ
＝ Φ（ Φ

（σ）
） ，　 Φ

∞
＝ ∪

σ
Φ
σ
，

使得 Φ
∞是 Φ 的最小不动点 ．在自然推理系统中 ，空集表示以公理为前提的

推理规则 ，因而 Φ
∞是公理前提集的“极限集” ．

集射系统（S ，Φ）太广泛 ，在研究中希望限定 S 的结构 ．集合 S 的基本结
构有三类 ：序结构 、代数结构和拓扑结构 ．

首先 ，设集合 S关于序关系“ ≤ ”构成 一个偏序集（ S ，≤ ） ，其中任意两个

元素 a和 b都有公共下确界和上确界 ，在 S 上 定义运算 ∧和 ∨为

a ∧ b ＝ inf（a ，b） ，　 a ∨ b ＝ sup（a ，b） ，

则（S ，∧ ，∨ ）是一个格 ．设 L１ 和 L２ 是格 ，称映射 f ：L１ → L２ 是单调的 ，若

x ≤ y 痴 f （ x） ≤ f （y） ，　 橙 x ，y ∈ L１ ，

记单调映射的集合为 F ，称映射 τ ：F → F为 F上的泛函 ．当 f ，g ∈ F ，且

f （ x） ≤ g（ x） ，　 橙 x ∈ L１

时 ，称 f ≤ g ，于是 ，可类似地定义单调泛函 ．称泛函 τ是连续的 ，若 τ是单调

的 ，且对 F中的任何链｛ f i｝ ，有

τ［sup｛ f i｝］ ＝ sup｛τ［ f i］｝ ，

其中 sup表示上确界 ．于是 ，有如下性质 ．

性质 1 ．2 ．2 ［６］
　 　任何连续泛函 τ均有一个最小不动点 ．

证明 　设 Ω 是处处无定义函数 ，由 τ的单调性 ，使函数序列

Ω ，τ［ Ω］ ，τ
２
［ Ω］ ，⋯

构成一个链 ，故上确界 tau ＝ sup｛ τk ［ Ω ］｝必然存在 ．不难证明 ，tau是 τ的一

个最小不动点 ．

显然 ，τ满足本节条件 H１和 H２ ，使（F ，τ）是一个动力系统 ．格上泛函的

不动点理论 ，是理论计算机科学程序理论中形式语义的一个数学基础 ．

其次 ，设集合 S 上定义了一组运算 a１ ，a２ ，⋯ ，an ，其运算的结果仍是 S
中的元素 ，则称 S对于这 n个运算构成一个代数 ．前面由偏序关系引出的格 ，

就是一个代数结构 ．下面 ，设 S是 Galois域
GF（２３） ＝ ｛［k］ k ＝ ０ ，１ ，⋯ ，２２｝ ，

［k］ ＝ ｛ a ∈ Z a ≡ kmod２３｝ ，

同样 ，GF（２３）是代数结构 ．取 ５ ∈ GF（２３） ，定义 f ：GF（２３） → GF（２３）为
f n（k） ＝ ５

nkmod２３ ，　 k ∈ GF（２３） ，

并记 f n （k） ＝ kn ．于是 ，得到动力系统（GF（２３） ，f ） ，且过任一点 k ∈ GF（２３）
的轨道｛ kn ｝ ∞

n ＝ ０是周期轨道 ，例如过点 k ＝ １的轨道的周期是２２ ．Galois域
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GF（ p）上的代数性质 ，在密码学中有重要应用［７］
．

其三 ，讨论 S具有拓扑结构的情况 ，仍以形式系统为例 ．

设 Γ是一阶语言 L 理论 T 全体非逻辑公理的集合 ，记

I ＝ Sω （ Γ） ＝ ｛ A ∈ ２
Γ card（A ） ＜ ∞ ｝ ，

D 彻 ２
I 是 I上的一个滤集 ，记

τI ＝ D ∪ ｛ 碬 ｝ ，

则（ I ，τI）是以 τI 为拓扑的拓扑空间 ．对于 i ∈ I ，Ti 是以 i为非逻辑公理的理
论 ，Ai 是 Ti 的一个模型 ．记 T ＝ ｛ Ti i ∈ I｝和A＝ ｛Ai i ∈ I｝分别是一个理论
族和一个模型族 ．于是由（ I ，τI ）可以导出与其同胚的拓扑空间（ T ，τT ）和（A，

TA） ．一般记（X ，τX ）和（Y ，τY ）是由（ I ，τI ）导出的 Tj （ j ＝ ０ ，１ ，２）拓扑空间 ，

u０ 表示选择最小邻域的选择函数 ，那么在（X ，τX ）中可引入偏序 ，称 x ≤ x 倡
，

若 x 倡
∈ u０ （ x） ∈ τX ；类似地 ，在（Y ，τY ）中引入偏序 ．记 F是 X 到 Y 的全体

单调算子的集合 ．在 F中引入拓扑基
u（ f ） ＝ ｛ g g ∈ F ，g（ x） ∈ u０ （ f （ x）） ，橙 x ∈ X｝ ，

其中 u（ f ）表示 F的邻域 ．于是 ，在 F上可导入拓扑 ，从而有如下结论 ．

性质 1 ．2 ．3 ［８］
　 　若单调泛函 τ ：F → F是上确界可达的 ，则 τ在 F上存

在一个最小不动点 ．

例 1 ．2 ．1 　设 I ＝ ｛ ⊥ ，０ ，１ ，⋯ ，n｝ ，其中符号 ⊥表示无定义 ，u０ （ j） ＝ ｛ j ，
j ＋ １ ，⋯ ，n｝ ，０ ≤ j ≤ n ，u０ （ ⊥ ） ＝ I ，于是有序关系 ⊥ ≤ ０ ≤ １ ≤ ⋯ ≤ n ．定义

f ：I → I为

f （ x） ＝
１ ，　 x ＞ １ ，

０ ，　 x ≤ １ ，

显然 f 是单调函数 ，定义泛函 τ ：F → F为
τ
k
［ Ω］ ＝ f k

，　 k ＝ １ ，２ ，⋯

于是有

⋯ ≤ τ
m
［ Ω］（ x） ≤ ⋯ ≤ τ

２
（ x）［ Ω ］ ≤ τ［ Ω］（ x） ，　 橙 x ∈ I ，

记 g（ x）＝ f２ （ x） ，有

τ［g］（ x） ＝ τ［ f２ ］（ x） ＝ τ
３
［ Ω ］（ x） ＝ g（ x） ，　 橙 x ∈ I ，

即 g（ x）是 τ的不动点 ．

一般而言 ，由超滤集引入的拓扑是 T０ 或 T１ 空间 ，其拓扑刻画还不够精

细 ．具有可数基的 T３ 空间（正则的 T１ 空间） ，是可度量化的拓扑空间 ．而在度

量空间上建立的拓扑动力系统 ，具有丰富的性质 ，这正是下面章节所要研究的

主要对象 ．但并不是每个拓扑空间都可度量化 ，拓扑空间可度量化 ，当且仅当

它是具有 σ局部有限基的 T３ 空间［９］
．
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由前面的讨论可知 ，由拓扑空间的拓扑结构 ，可引入序关系 ，即具有序结

构 ，但对代数结构而言并不是所有的拓扑空间都有线性的代数结构 ，即是线性

空间 ．在有线性结构的度量空间中 ，有的还可以引入范数使该范数所规定的度

量就是原度量空间中的度量 ，而成为赋范空间 ．显然 ，赋范空间是可度量化的

线性拓扑空间 ，但并不是每个度量空间都能按所规定的距离成为赋范空

间［１０］
．在微分动力系统中 ，双曲不动点的结构稳定性是在非线性泛函分析的

框架内进行讨论的 ．同样 ，在这一框架内还可以讨论无穷维动力系统 ．

讨论双曲不变集的结构稳定性时 ，往往不可能在一个整体的欧氏空间中

进行 ，而必须在流形中进行讨论 ．流形是“局部欧氏”的 ，即在其每一点的附近

与欧氏空间（或欧氏空间中的开集）同胚 ．于是 ，有必要准备微分拓扑的工具 ．

架构在上述空间上的动力系统 ，是确定性动力系统 ．如果在概率空间或模

糊拓扑空间上建立动力系统 ，就分别为随机动力系统和模糊动力系统 ．后面章

节仅适当涉及随机动力系统的基本概念 ．

§ １ ．３ 　动力系统的复杂性

动力系统底空间的不同结构使得动力系统的类型是多样的 ，而底空间上

映射的非线性性质又使得动力系统的大范围性状是复杂的 ．尤其是 ２０ 世纪

６０年代以来 ，随着计算数学和计算机技术的发展 ，采用数值模拟的计算可视

化方法 ，得到了许多令学界惊叹不已的发现 ，如分歧（或分支 、分岔）（bifurca唱
tion） 、混沌（chaos） 、孤立子（soliton）和分形（fractal）等 ，极大推动了动力系统的

研究及其在非线性科学研究中的应用 ，同时数值分析方法（数值实验 、数值模

拟 、数值仿真 、数值发现等）也成为一种重要的研究方法 。

首先讨论区间自映射的分支现象 ．设 I 炒 R是 R上的一个区间 ，x０ ∈ I是
区间自映射 f ：I → I的不动点 ．当 f′（ x０ ） ≠ １ 时 ，x０ 是 f 的双曲不动点 ，f
在 x０ 点附近是结构稳定的 ．下面 ，讨论 Logistic函数族在非双曲不动点 x０ ，

即 f′（x０ ） ＝ １的情况 ．

例 1 ．3 ．1 　 Logistic函数族
f （ x） ＝ f （x ，λ） ＝ λx（１ － x）

的分支［１１］
．考虑迭代

xn＋ １ ＝ f （xn ） ，　 xn ∈ I ＝ ［０ ，１］ ，　 n ＝ １ ，２ ，⋯

在 I中的周期点 ，其中 λ ∈ ［０敞４］ ．当 n ＝ １时 ，f 在 I中的非平凡 １周期点（不

动点） x（１）
１ ＝ １ － １／λ ，当 １ ＜ λ ＜ ３时 ，是稳定不动点 ，即在 f 迭代作用下吸引

它附近的点 ；而当 λ ＞ ３时 ，是不稳定不动点 ，即在 f 迭代作用下排斥它附近
的点 ，λ１ ＝ ３是失稳的临界值 ，又称分支点 ．同时 ，在 λ１ ＝ ３附近
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f２ （ x） ＝ f 礋 f （x） ＝ λ（λx（１ － x））（１ － λx（１ － x））
有两个稳定的不动点

x（２）
１ ，x（２）

２ ＝
１
２ λ

（１ ＋ λ ± （λ ＋ １）（λ － ３）） ，

即 f 的 ２周期稳定点 ，其分支点 λ２ ＝ １ ＋ ６ ＝ ３ ．４４９ ⋯ ．依次下去 ，每个 ２周期

点失稳后又产生两个稳定的 ４周期点 ⋯ ⋯ 这种现象称为倍周期分支 ，其分支

点序列｛ λn｝满足

f２
n －１

（x 倡
，λn） ＝ x 倡

，　 　
dd x f２

n －１

（ x 倡
，λn ） ＝ － １ ．

其著名的分支图似乎首先由 May［１２］给出 ．并且 ，｛ λn｝有如下性质 ：

１° 　 lim
n → ∞

λn ＝ ３ ．５６９９４５６７２ ⋯ ．

２° 　 lim
n → ∞

λn － λn － １

λn ＋ １ － λn
＝ δ ＝ ４ ．６６９２０１６０９ ⋯ ．

其中常数 δ称为费根鲍姆常数 ，它与区间上光滑自映射函数族的具体形式无

关 。

Logistic映射的迭代模型 ，描述了非世代重叠的昆虫逐年种群量 ，而作为

最早发现的混沌模型 ，是 Lorenz模型 ．

例 1 ．3 ．2 　 Lorenz模型
痹x ＝ a（y － z ） ，

痹y ＝ bx － y － xz ，

痹z ＝ cz ＋ xy ．

轨线的计算机程序 ．如下程序给出了 Lorenz曲线图 ．

＃ include ＜ graphics ．h ＞
＃ define Xunhuan_factor ４００００
＃ define Zoom_factor ９
float a ＝ １０ ，b ＝ ２８ ，c ＝ － ２ ．６６６６７ ；

float xdot（float x ，float y ，float z） ｛return（a 倡 （y － x）） ；｝

float ydot（float x ，float y ，float z） ｛return（b 倡 x － y － x 倡 z） ；｝

float zdot（float x ，float y ，float z） ｛return（c 倡 z ＋ x 倡 y） ；｝

main（）
　 　 ｛

　 　 float x ＝ １ ，y ＝ １ ，z ＝ １ ，dt ＝ ０ ．００１ ，flag ＝ ０ ，dx ，dy ，dz ；
　 　 int gdriver ＝ DETECT ，gmode ；
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　 　 registerbgidriver（EGAVGA_driver） ；

　 　 initgraph（&gdriver ，&gmode ，””） ；

　 　 setbkcolor（BLACK） ；

　 　 cleardevice（） ；

　 　 while（flag ＜ ＝ Xunhuan_factor）
　 　 　 　 ｛

　 　 　 　 putpixel（x 倡 Zoom_factor ＋ ３２０ ，４８０ － z 倡 Zoom_factor ，RED） ；

　 　 　 　 dx ＝ xdot（x ，y ，z） 倡 dt ；
　 　 　 　 dy ＝ ydot（x ，y ，z） 倡 dt ；
　 　 　 　 dz ＝ zdot（x ，y ，z） 倡 dt ；
　 　 　 　 x ＝ x ＋ dx ；y ＝ y ＋ dy ；z ＝ z ＋ dz ；
　 　 　 　 flag ＋ ＋ ；

　 　 　 　 ｝

　 　 getch（） ；

　 　 closegraph（） ；

　 　 ｝

说明 ：Xunhuan_factor控制循环次数 ，即描点个数 ，Zoom_factor 控制图形
大小 ．

　 　 Lorenz模型是不含任何外在随机因素的确定性模型 ，其长时间行为对初

始的微小变化十分敏感 ，具有“内在随机性” ．非线性系统除了混沌 、奇怪吸引

子现象外 ，另一类现象却表现出内秉的保守和对称性质 ，如孤立波［１３ ，１４］
．

１８３４年 ，英国造船工程师 J ．S ．Russell［１５］在 Edinburg 附近一条狭窄的运
河中观察到孤立波现象 ．６０年后 ，瑞典 Amsterdam大学的 D ．J ．Korteweg 教授
和他的学生 G ．de Vries［１６］在 １８９５年提出了流体中单向波传播的数学模型

抄 u
抄 t ± ６ u 抄 u

抄 x ＋
抄
３ u
抄 x３ ＝ ０ ，

即通常所说的 KdV 方程 ．又沉寂 ６０多年后 ，在 ２０世纪 ６０年代初期 ，利用计

算机数值实验技术 ，出现了几次对该类问题的重要研究 ．１９６５ 年 ，N ．J ．
Zabusky和 M ．D ．Kruskal［１７］把 KdV方程用于等离子体波的研究 ，首次用孤立

子（soliton）一词描述孤立波的粒子行为 ．后来 ，人们发现了孤立波对应于常微

分方程所描述的某些动力系统中的同（异）宿轨道 ，进而发现与涡旋 、湍流的联

系［１８］
．通过一大类非线性演化方程的研究 ，同时也推动了无穷维动力系统理

论的发展 ．

分支 、混沌是动力系统的时间演化行为 ，反映出系统的动力学复杂性 ．这
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里 ，拓扑熵和 Liapunov指数是描述动力学复杂性的重要概念 ．此外 ，奇怪吸引

子 、湍流的结构是动力系统的空间复杂性 ，分形［１６ ，１７］是描述这类空间复杂性

的重要概念 ．同时 ，结构与随机 ，无论是概率空间上的随机现象 ，还是确定性系

统的内在随机性 ，又伴生而交织 ，更使非线性动力系统的时空性状更加复杂 ．

本书围绕这一主题 ，介绍基本的数学工具和方法 ．
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第二章 　拓扑动力系统

拓扑动力系统是拓扑空间上的一个单参数同胚变换群 ，其一般理论的研

究始于 ２０世纪初 G ．D ．Birkhoff 等人的工作［４ ，１９ ，２０］
．本章在拓扑空间上引入

动力系统的概念 ，并通过紧致度量空间上极限点集 ，非游荡点集和拓扑熵等概

念 ，着重讨论轨道的渐近行为 ，以及轨道在拓扑空间中的稠密性和混沌

（chaos） ．考虑到一维拓扑流形的分类 ，给出了线段和圆周上自映射的动力学

性质 ．

§ ２ ．１ 　拓扑动力系统

用 R和 Z分别表示实数集和整数集按通常加法构成的实数拓扑加群和
整数拓扑加群 ，X 和 Y 分别表示拓扑空间 ．

定义 2 ．1 ．1 　设 G ∈ ｛R ，Z｝ ，X 是一拓扑空间 ，称连续映射 φ ：G × X 硳

X 为 X 上的一个 拓扑动力系统 ，若 φ满足 ：

　 　 （１）φ（０ ，x）＝ x ，　 橙 x ∈ X ．

　 　 （２）φ（ t ＋ s ，x）＝ φ（ t ，φ（s ，x）） ，　 橙 t ，s ∈ G ，x ∈ X ．

此时 ，空间 X 又称为相空间 ，φ也简称为动力系统 ．

有时 ，为了指明相空间 ，又将动力系统记为（X ，φ） ．特别当是 X 是 Cr 微

分流形且 φ是 Cr 映射（ r ≥ １）时 ，则称 φ是一个 Cr微分动力系统 ．

当 G ＝ R时 ，称动力系统 φ是 X 上的流 ；如果 φ又是 Cr 微分动力系统 ，

则称 φ是 Cr 流 ．当 G ＝ Z时 ，称动力系统 φ是 X 上的离散动力系统 ．

对 X上的动力系统φ和任一 t ∈ G ，可定义映射 φ
t
：X 硳 X为φ

t
：x ｜硳

φ（ t ，x） ．显然 φ
t 具有连续逆映射 φ

－ t
，因而 φ

t 是 X 到 X 的一个同胚 ，且满

足 ：

　 　 （１）φ
０
＝ id ．

　 　 （２）φ
t ＋ s

＝ φ
t
礋 φ

s
，　 橙 t ，s ∈ G ．

其中 id表示恒同映射 ，φ
t
礋 φ

s 表示复合映射 ．于是 ，有如下命题成立 ．

命题 2 ．1 ．1 　 φ是拓扑动力系统的充要条件是拓扑空间 X 上的同胚映
射簇｛ φ

t t ∈ G｝按复合运算“礋”构成加群（｛ φ
t t ∈ G｝ ，礋） ．

由此可知 ，拓扑空间 X 上的一个动力系统实质上是一个单参数的同胚变
换群 ．于是有如下与定义 ２ ．１ ．１等价的定义 ．

定义 2 ．1 ．2 　设 G ∈ ｛R ，Z｝ ，连续映射 φ ：G × X 硳 X 称为拓扑动力系统 ，



若｛ φ
t t ∈ G｝是映 X 至 X 的同胚映射簇且按复合运算构成加群 ；若 G ∈

｛R＋ ，Z＋ ｝时 ，｛ φ
t t ∈ G｝按复合运算构成半群 ，则称 φ为半动力系统 ．

不言而喻 ，非负实数集 R＋ 和非负整数集 Z＋ 按通常加法构成半群 ．下面

不特别指明 G ∈ ｛R＋ ，Z＋ ｝时 ，则指 G ∈ ｛R ，Z｝ ．

例 2 ．1 ．1 　设 橙 t ∈ G ，φ
t
＝ id ；X 硳 X 则 φ是一动力系统 ，称之为平凡力

系统 ．

例 2 ．1 ．2 　 设 X是圆心在点 （０ ，１ ）处的单位圆周 ，与实数轴R相切于
原点 O处 ，用 S ＝ O和N ＝ （０ ，２ ）分别表示圆周上的南极点和北极点 ．设

x ∈ X ＼｛ N｝延长弦 Nx 与 R交于 r处 ，于是得 X ＼｛ N｝与R ＼ ｛ ± ∞ ｝的一一

的映射 g ：x ｜硳 r ．定义 f ：X 硳 X 为

f （x） ＝
y ，　 x ∈ X ＼ ｛N｝ ，使 g（y） ＝

１
２
g（ x） ，

N ，　 x ＝ N ，

则 f 是 X 上的离散动力系统 ，称 f 为北极映射 ．

例 2 ．1 ．3 　在 Rn 中定义等价关系“ ～ ” ：

x ～ y 骋 x － y ∈ Zn
，

称商空间 Tn
＝ Rn

／ ～为 n维环面 ．在 R × T２ 上定义 φ ：R × T２
硳 T２ 为

φ（ t ，（［ x］ ，［y］）） ＝ （［x ＋ t］ ，［y ＋ θt］） ，　 橙 t ∈ R ，（［ x］ ，［y］） ∈ T２
．

当 θ为有理数时 ，称 φ为有理流 ，每条轨道是拓扑圆 ；当 θ为无理数时 ，称 φ

为无理流 ，每条轨道是 R在连续单射下的像且在 T２ 上稠 ．

例 2 ．1 ．4 　对固定的 α ，β ∈ R ，同胚 f ：T２
硳 T２ 定义为 f （（［ x］ ，［y］））＝

（［x ＋ α］ ，［y ＋ β］） ，由此导出一离散动力系统 ．称为环面 T２ 上的旋转映射 ．

注 2 ．1 ．1 　流和离散动力系统的关系 ．对拓扑空间 X 上的一个流 φ ，将

G 限制在Z上 ，就得到一个离散的动力系统 ，此时称该离散动力系统嵌入于流

φ ．反之 ，设 f ：X 硳 X 是同胚映射 ，由命题 ２ ．１ ．１知（X ，f ）是一离散动力系统 ．

对任一离散动力系统 f ，是否存在 X 上的一个流 φ ，使 f 嵌入 φ呢 ？一般来

讲 ，不一定有肯定的结论 ；但是 ，通过扭扩（suspension）的办法 ，可以将 f 嵌入
到高一维流形上的流中 ．具体的作法如下 ：

设 X 是一个 m 维的 Cr 流形 ，f ：X 硳 X 是 Cr 同胚 ，在积流形 R × X 上定
义一个单位向量场 ，方向同于 R的方向 ，由于紧致 Cr

（ r ≥ １）微分流形 X 上的
一个 Cr 向量场 ，总能产生 X 上的一个 Cr 流 ，故该单位向量场在 R × X 上可
产生一个 Cr 流 φ满足

φ
t
（（s ，x）） ＝ φ（ t ＋ s ，x） ，　 橙 x ∈ X ，s ，t ∈ R ．

在 R × X 上定义关系“ ～ ” ：

（ t ，x） ～ （s ，y） 骋 t － s ∈ Z ，　 y ＝ f t － s（ x）

·１１·§ ２ ．１ 　 拓扑动力系统



显然是等价关系 ．作商空间 珟X ＝ R × X ／～ ，它是一个 m ＋ １ 维的 Cr 流形 ．记
珟X 中的元素为

［（ t ，x）］ ＝ ｛（s ，y） ∈ R × X （s ，y） ～ （ t ，x）｝ ，

于是 R × X 上的 Cr 流 φ诱导出 珟X 上的 Cr 流 珘φ ：

珘φ
s
（［（ t ，x）］） ＝ ［（ t ＋ s ，φ（ t ＋ s ，x））］ ．

直观上 ，流 珘φ是从横截面｛０｝ × X ／ ～上任一点 x 出发而返回｛０｝ × X／ ～的轨
道簇 ，其第一次返回的点恰为 f （ x） ，即 f 是流 珘φ 在该横截面上的首次返回映

射（Poincar砪映射） ．例如 ，当 X 是单位圆 ，而 f 是关于 x 轴的对称变换时 珟X 就
是一个 Klein瓶 ．

由于流和同胚映射的如此关系 ，下面着重介绍离散动力系统 ．

定义 2 ．1 ．3 　设（X ，f ）是紧致系统 ，若紧子集 X０ 炒 X 满足 f （X０ ） 炒 X０ ，

则 f 在 X０ 上的限制

f X０ ：X０ 硳 X０

所生成的紧致系统（X０ ，f X０ ）称为（X ，f ）的子系统 ．

定义 2 ．1 ．4 　设 f ：X 硳 X 和 g ：Y 硳 Y 分别是拓扑空间 X 和 Y 上的自同
胚 ，若存在同胚映射 h ：X 硳 Y 使 h礋 f ＝ g礋 h ，则称同胚 f 与 g是拓扑共轭的 ，

而同胚 h称之为 f 到 g的一个拓扑共轭 ．

定义 2 ．1 ．5 　称动力系统（X ，φ）和（ Y ，ψ）是拓扑等价的 ，若存在同胚

h ：X 硳 Y 使 h（φ（ t ，x ）） ＝ ψ（ s（ t） ，h（ x ）） ，其中 s（ t）是 t的严格单增函数 ，

又称同胚 h ：X 硳 Y 是动力系统（X ，φ）和（Y ，ψ）的拓扑等价 ．

显然 ，拓扑共轭和拓扑等价均是等价关系 ．在两个拓扑等价的动力系统

上 ，存在一个同胚映射将一个的一条轨道保持方向地映成另一个的一条轨道 ．

例 2 ．1 ．5 　在例 ２ ．１ ．３中定义的有理流都是拓扑等价的 ．

证明 　对任一 θ ∈ R ，记例 ２ ．１ ．３中定义的 φ为 φθ ，下证 φθ 与 φ０ 是拓扑

等价的 ．设 p ，q互质且 p ＞ ０ ，θ＝ q／p ，由数论知存在正整数 r ，s使
p r
q s ＝ １或 － １ ，

故 h ＝ p r
q s ：T２

硳 T２ 是同胚映射 ．于是由

　 　 　 　 　 　 　 h（φ０ （ t ，（［ x］ ，［y］）））＝ p r
q s

［x ＋ t］
［y］

　 　 　 　 　 　 ＝
［px ＋ ry ＋ pt］
［qx ＋ sy ＋ qt］

＝ φθ（ pt ，h（［x］ ，［y］））

知 φθ与 φ０ 是拓扑等价的 ，由 θ的任意性 ，故所有的有理流都是拓扑等价的 ．

定义 2 ．1 ．6 　设 f ：X 硳 X 是一个同胚 ，称集合
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眄

Orb（ x） ＝ ｛ fk（ x） k ∈ Z｝ ，

Orb＋
（x） ＝ ｛ fk（ x） k ∈ Z＋ ｝ ，

Orb－
（x） ＝ ｛ f － k （x） k ∈ Z＋ ｝

分别为离散动力系统 f 过点 x 的轨道 ，正半轨道和负半轨道 ．

当需要特别指明 f 时 ，用 Orb f （ x）等代替 Orb（ x）等 ．

命题 2 ．1 ．2 　拓扑共轭或拓扑等价 h是保源 ，保汇 ，保轨道的 ．

证明 　仅证拓扑共轭是保轨道的 ．设同胚 f 和 g的轨道分别为 Orb f （ x）
和 Orbg（y） ．由 h礋 f ＝ g礋 h有

h 礋 fk ＝ g 礋 h 礋 fk －１ ＝ gk 礋 h ，

可知

h（Orb f （ x）） ＝ Orbg（h（ x）） ，

故拓扑共轭 h是保轨道的 ． 磳

§ ２ ．２ 　轨道渐近性

轨道 ，是动力系统研究的基本对象 ．本节介绍轨道的不变性质 ，包括回复

性和渐近性 ．

定义 2 ．2 ．1 　设 f ：X 硳 X ，若 x ∈ X 时 ，存在 n ∈ N使 f n（ x）＝ x ，则称 x
为 f 的周期点 ，过周期点的轨道称为周期轨道 ；如果

fk（ x） ＝ x ，　 fm （ x） ≠ x ，　 m ＝ １ ，２ ，⋯ ，k － １ ，

则称 k为 x 的周期 ；特别 ，当 k ＝ １时 ，点 x 称为 f 的不动点 ．f 的周期点集合
和不动点集合分别记为 Per（ f ）和 Fix（ f ） ．

自然 ，一条轨道为周期轨道的充分必要条件是它为有限轨道 ．

例 2 ．2 ．1 　设（X ，f ）是平凡动力系统 ，则 Per（ x）＝ Fix（ f ）＝ X ．

例 2 ．2 ．2 　设 f ：X 硳 X 是北极映射 ，则 Fix（ f ）＝ ｛ N ，S｝ ．

例 2 ．2 ．3 　设旋转动力系统 f ：T２
硳 T２ 定义如例 ２ ．１ ．４ ，当 α和 β皆为

有理数时 ，每一轨道只有 m 个点 ，故 Per（ f ）＝ T２ 且周期为 m ．

定义 2 ．2 ．2 　设 x ∈ X ，若 f ：X 硳 X 连续 ，称

L ω （ x） ＝ ∩
n ∈ N

｛ fk（ x） k ≥ n｝
为轨道 Orb （ x ）的 ω 极限点集 ，而称 L ω ＝ ∪

x ∈ X
L ω （ x ）为 f 的 ω 极限集 ，若

f ：X 硳 X 同胚 ，称

Lα（ x） ＝ ∩
n ∈ N

｛ f － k（ x） k ≥ n｝
为轨道Orb（x）的 α极限点集 ，而称 Lα ＝ ∪

x ∈ X
Lα（ x）和 L ＝ L ω ∪ L α分别为 f 的

α极限集和极限点集 ；若 f 连续但不同胚 ，则称 L ＝ L ω 为 f 的极限点集 ．
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　 　有时也记 L ω 和 Lα为 L ω （ f ）和 Lα（ f ） ．

　 　注 2 ．2 ．1 　定义 ２ ．２ ．２中的 L ω （x）和 Lα（ x）又可表示为
L ω （ x） ＝ ｛ y ∈ X 愁 nj 赤 ＋ ∞ 使 f nj （ x） 硳 y｝ ，　 　 　 　 （２ ．２ ．１）

Lα（ x） ＝ ｛ y ∈ X 愁 nj 赤 ＋ ∞ 使 f － nj （ x） 硳 y｝ ，　 　 　 　 （２ ．２ ．２）

其中 nj 赤 ＋ ∞表示 nj 严格递增 ，L ω （ x）和 Lα （ x）分别表示 f 的正半轨道和
负半轨道的极限点集 ．

定义 2 ．2 ．3 　若 E 炒 X 且 f （E）＝ E ，则称 E为 f 的不变集 ．

命题 2 ．2 ．1 　集 E 炒 X 为 f 的不变集的充要条件是
y ∈ E 痴 Orb（y） 炒 E ．

　 　证明 　首先 ，设 y ∈ E ，由 f （E） ＝ E有 f k （y） ∈ fk （E） ＝ E ，故 Orb（y） 炒
E ．反之 ，由 Orb（y） 炒 E ，有 f （y） ∈ E和 f － １

（y） ∈ E ，故 f （E）＝ E ． 磳

容易证明如下命题 ．

命题 2 ．2 ．2 　集 Orb f （x） ，Per（ f ）和 Fix（ f ）是映射 f 的不变集 ．

命题 2 ．2 ．3 　设 f ：X 硳 X 同胚 ，对任一 x ∈ X ，有 L ω （ x ）和 Lα （ x ）是闭
集 ；更若 X 是紧致拓扑空间 ，则 L ω （ x）和 Lα（ x）非空且是 f 的不变集 ．

证明 　 f 的 α极限点集是 f － １的 ω极限点集 ，故仅对 L ω （ x）进行证明 ．

由定义 ２ ．２ ．２知 L ω （ x）是闭集 ，且由 X 的紧性知 L ω （ x） ≠ 碬 ．下面利用

（２ ．２ ．１ ）式证 L ω （ x ）是 f的不变集 ．由 f的连续性 ，显然有 f （ L ω （ x ）） 彻

L ω （ x） ，故只须证

L ω （x） 彻 f （L ω （ x）） ． （２ ．２ ．３）

任取 y ∈ L ω （ x） ，愁 ni 赤 ＋ ∞使 f ni（ x ） 硳 y ．由 X 的紧性 ，在集合｛ f ni － １ （ x ）｝
中有收敛子列 ，不妨就记为｛ f ni － １ （ x）｝ ∞

i ＝ １ ．于是 ，存在 z ∈ X ，使

f ni －１ （x） 硳 z ，　 i 硳 ＋ ∞ ，

故 z ∈ L ω （ x ）且 f ni （ x ） 硳 f （ z ） ，由极限的唯一性知 y ＝ f （ z ） ，即 y ∈

f （L ω （ x）） ，从而（２ ．２ ．３）式成立 ． 磳

命题 2 ．2 ．4 　设同胚 h是动力系统（X ，φ）到（Y ，ψ）的拓扑等价 ，则

h（L φ
ω （ p）） ＝ L ψ

ω （h（ p）） ，　 橙 p ∈ X ，

其中 L φ
ω （p）和 L ψ

ω （h（ p））分别是动力系统 φ和 ψ的 ω极限集 ．

证明留作习题 ． 磳

对 α极限集 ，亦有类似结论 ．

定义 2 ．2 ．4 　设 f ：X 硳 X 连续 ，点 x ∈ X 称为是 f 的游荡点 ，如果存在

x 的邻域 U ，使得 f － n
（U）（n ≥ ０）是两两不交的 ．如果点 x ∈ X 不是游荡点 ，

则称为非游荡点 ．其集合称为 f 的非游荡点集 ，记作 Ω（ f ） ．

注 2 ．2 ．2 　用 Ux 表示 x 的邻域 ，则
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Ω（ f ） ＝ ｛ x ∈ X 橙 Ux ，愁 k ∈ N使 f － k（Ux ） ∩ Ux ≠ 碬 ｝ ．

（２ ．２ ．４）

　 　注 2 ．2 ．3 　若 f ：X 硳 X 同胚 ，则

Ω（ f ） ＝ ｛ x ∈ X 橙 Ux ，愁 k ∈ Z ＼ ｛０｝使 f k（Ux ） ∩ Ux ≠ 碬 ｝ ，

（２ ．２ ．５）

显然

f － k（U） ∩ U ≠ 碬 骋 U ∩ fk（U） ≠ 碬 ．

　 　定理 2 ．2 ．1 　设 X 是紧致拓扑空间 ，f ：X 硳 X 连续 ，则

　 　 （１）L ω （ f ） 彻 Ω （ f ） ，故 Ω（ f ） ≠ 碬 ．

　 　 （２） Ω（ f ）是闭集 ．

　 　 （３ ） f （ Ω （ f ）） 炒 Ω （ f ） ；若 f是同胚 ，则 Lα （ f ） 彻 Ω （ f ）且 f （ Ω （ f ）） ＝
Ω（ f ） ．

证明 　首先证结论 （１ ） ．当 X紧致时 L ω （ f ） ≠ 碬 ，任取 y ∈ L ω （ f ）
＝ ∪

x ∈ X
L ω （ x） ，应存在 x ∈ X 使 y ∈ L ω （ x） ．于是对 y的任一邻域 U ，存在 m ，

k ∈ N ，m ＞ k使
fm （x） ，fk （ x） ∈ U ，

从而

f － （m － k）
（U ） ∩ U ≠ 碬 ，

故 y ∈ Ω（ f ） ，结论（１）成立 ．

其次 ，证结论（２） ．只需证游荡点集 X ＼ Ω（ f ）是开集 ．设 x ∈ X ＼ Ω （ f ）则
存在 x 的邻域 Ux 使

f － n（Ux ） ∩ f － m （Ux ） ＝ 碬 ，　 橙 n ，m ∈ Z＋ ，n ≠ m ．

任取 x′∈ Ux 则存在 Ux′ 炒 Ux ，使

f － n（Ux′） ∩ f － m （Ux′） ＝ 碬 ，　 橙 n ，m ∈ Z＋ ，n ≠ m ，

即 x′是游荡点 ，Ux 是游荡点集 ，于是

X ＼ Ω（ f ） ＝ ∪
x ∈ X

Ux

是开集 ，故 Ω （ f ）是闭集 ．

最后 ，证结论（３） ．任取 x ∈ Ω（ f ） ，再任取 f （ x）的一个邻域 U ，由 f 的连
续性知 f － １

（U）是 x 的一个邻域 ．由（２ ．２ ．４） ，存在 n ∈ N使
f － n（ f －１ （U）） ∩ f －１ （U ） ≠ 碬 ，

从而

f － n（U） ∩ U ≠ 碬 ，　 愁 n ∈ N ，

即 f （ x） ∈ Ω（ f ） ，由 x 的任意性知 f （ Ω（ f ）） 炒 Ω（ f ） ．下设 f ：X 硳 X 同胚 ，由

注 ２ ．２ ．３知 Ω（ f － １
） ＝ Ω（ f ） ．对 f － １利用上证结论有
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f －１ （ Ω（ f －１ ）） 炒 Ω（ f －１ ） ，

从而

Ω（ f ） 炒 f （ Ω（ f ）） ，

故 Ω（ f ）是 f 的不变集 ． 磳

在非游荡点 x的附近 ，总可以找到一点 a ，其一段轨道｛ a ，f （ a） ，⋯ ，

fk （a）｝的终点 fk（ a）仍在 x 的附近 ．

定理 2 ．2 ．2 　设 X 是紧度量空间 ，f ：X 硳 X 连续 ，则

Ω（ f ） ＝ ｛ x ∈ X 橙 Ux 及 N ＞ ０ ，愁 n ≥ N 使 f － n（Ux ） ∩ Ux ≠ 碬 ｝ ．

　 　证明 　记上式右端子集为A，显然A 彻 Ω（ f ） ，下证

Ω（ f ） 彻 A， （２ ．２ ．６）

于是结论成立 ．对任一 x ∈ Ω（ f ）及 N ＞ ０ ，如果 x 是 f 的周期点 ，显然 x ∈A；

如果 x 不是 f 的周期点 ，对 x 的任意给定的一个邻域 U ，取 r ＞ ０使球 B（ x ，

r） 炒 U ，可以断言 ：愁 δ ∈ （０ ，r）使
f － k（B（x ，δ）） ∩ B（ x ，δ） ＝ 碬 ，　 k ＝ １ ，２ ，⋯ ，N － １ ， （２ ．２ ．７）

若其不然 ，对一切使 １
n ＜ r成立的 n ，存在 xn 与 kn ∈ ｛１ ，２ ，⋯ ，N － １｝使

xn ∈ f － kn B x ，
１
n ∩ B x ，

１
n ，

从而

xn ∈ B x ，
１
n 硳 x ，（n 硳 ∞ ） ； （２ ．２ ．８）

f kn　 （xn） ∈ B x ，
１
n 硳 x ，（ n 硳 ∞ ） ． （２ ．２ ．９）

由于 kn ∈ ｛１ ，２ ，⋯ ，N － １｝对一切 n ＞ １
r成立 ，故可选出子列｛ knj｝

∞

j ＝ １
使 knj ＝

k ，１ ≤ k ≤ N － １ ，对一切 j 成立且 nj 硳 ∞ ，（ j 硳 ∞ ） ，从而（２ ．２ ．９）式含有子列

使

f k
（ xnj） ∈ B x ，

１
nj 硳 x 　 （ j 硳 ∞ ） ，

由 f 的连续性并联合（２ ．２ ．８）得 fk （ x ） ＝ x ，与 x 不是 f 的周期点相矛盾 ，故

断言（２ ．２ ．７）式成立 ．但 x ∈ Ω（ f ） ，故存在 n ≥ N使
f － n （B（ x ，δ）） ∩ B（ x ，δ） ≠ 碬 ．

由于 B（ x ，δ） 彻 U ，从而（２ ．２ ．６）成立 ． 磳

注 2 ．2 ．4 　若 X 是紧度量空间 ，f ：X 硳 X 同胚 ，由注 ２ ．２ ．３可知

Ω（ f ） ＝ ｛ x ∈ X 橙 Ux 及 N ＞ ０ ，愁 n ≥ N使 f n（U） ∩ U ≠ 碬 ｝ ．
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§ ２ ．３ 　轨道稠密性

本节通过极小性 ，传递性和混合性来讨论轨道在相空间中的稠密性问题 ．

定义 2 ．3 ．1 　 称动力系统 f ：X 硳 X是极小的 ，如果对任一 x ∈ X ，当

f ：X 硳 X 同胚时有 Orb f （x）在 X 中稠 ；当 f ：X 硳 X 连续时有 Orb＋
f （ x）在 X

中稠 ．

例 2 ．3 ．1 　 北极映射导出的动力系统不是极小的 ，因为Orb （ N ）

和 Orb（S）在 X 中不稠 ．

例 2 ．3 ．2 　旋转映射 f ：T２
硳 T２

f （（［ x］ ，［y］））＝ （［ x ＋ α］ ，［y ＋ β］）

当 α和 β有理无关 ，即对 橙 k１ ，k２ ∈ Z ，k１· k２ ≠ ０使 k１ α ＋ k２ β ≠ ０时 ，f 是极小
的 ．

定义 2 ．3 ．2 　动力系统 f ：X 硳 X 称为是拓扑混合的 ，如果对任意两个非

空开集 U ，V 炒 X ，存在 N ∈ N当 n ＞ N 时有 f n（U ） ∩ V ≠ 碬 ．

较定义 ２ ．３ ．１和 ２ ．３ ．２弱的 ，是如下定义 ．

定义 2 ．3 ．3 　称连续映射 f ：X 硳 X 为单边拓扑传递的 ，若存在 x ∈ X 使
Orb ＋

（ x）在 X 内稠 ；若 f ：X 硳 X 同胚且存在 x ∈ X 使 Orb（ x）在 X 内稠 ，则

称 f 为拓扑传递的 ．

显然 ，f 的极小性可推出传递性 ．

例 2 ．3 ．3 　在集合 ０ ，１ ，
１
n ，１ －

１
n n ≥ ２ 上取 R导出的拓扑 ，定义

f ：X 硳 X 为

f （ x） ＝

０ ， x ＝ ０ ，

１ ， x ＝ １ ，

１
n ＋ １

， x ＝
１
n ，n ≥ ２ ，

１ －
１

n － １
， x ＝ １ －

１
n ，n ＞ ２ ．

取 x ∈ X ＼｛０ ，１｝易知 Orb（ x）在 X 中稠 ，故是拓扑传递的 ．但是 ，f 不是单边
拓扑传递的 ．

定理 2 ．3 ．1 　设 X 是紧度量空间 ，f ：X 硳 X 同胚 ，则 f 为单边拓扑传递
的充要条件是 f 拓扑传递 ，且 Ω（ f ）＝ X ．

证明 　首先证必要性 ．设 f 是单边传递的 ，故存在 x０ ∈ X ，使 Orb（ x０ ）包
含 X 中的稠子集 Orb ＋

（ x０ ） ，从而 f 是拓扑传递的 ．下证 Ω （ f ） ＝ X ．若其不

然 ，X 中必有游荡点 ，于是存在非空开集 U 使｛ f n（U） n ∈ Z｝是两两不交的 ．
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另一方面 ，由 Orb ＋
（x０ ）在 X 中稠 ，应存在 n０ ≥ ０使 f n０ （ x０ ） ∈ U ，从而

f n＋ n
０ （ x０ ） ∈ f n（U） ，　 n ＝ ０ ，１ ，⋯

在轨道 Orb ＋
（ x０ ）中剩下 n０ 个点 x０ ，f （ x０ ） ，⋯ ，f n０ － １

（ x０ ）要分别属于无穷多
个两两不相交的开集 f － m

（U） ，m ∈ N ，是不可能的 ；故 Ω（ f ）＝ X 成立 ．

再证充分性 ．显然 ，f （X） ＝ X ．按下面将证明的定理 ２ ．３ ．３ ，对 X 中任意
的非空开集 U 和 V ，若存在 k ≥ １使

f － k（U ） ∩ V ≠ 碬 （２ ．３ ．１）

成立 ，则 f 是单边拓扑传递的 ．另一方面 ，由于 f 是拓扑传递的 ，利用下面的

定理 ２ ．３ ．２ ，应存在 m ∈ Z使开集 ，

W ＝ f m （U ） ∩ V ≠ 碬 ． （２ ．３ ．２）

若 m ＜ ０ ，则取 k ＝ － m ≥ １有 （２ ．３ ．１ ）成立 ；否则 ，由 Ω （ f ） ＝ X及定理
２ ．２ ．２ ，应存在 n ≥ m ＋ １ ＞ ０使

f － n（W ） ∩ W ≠ 碬 ，

代入（２ ．３ ．２）式定义的非空开集 W ，自然有

f － （ n － m） U ∩ V ≠ 碬 ，

取 k ＝ n － m ≥ １ ，上式即（２ ．３ ．１）成立 ，从而 f 是单边拓扑传递的 ． 磳

定理 2 ．3 ．2 　设 X 是紧度量空间 ，f ：X 硳 X 同胚 ，则以下结论等价 ：

　 　 （１） f 是拓扑传递的 ．

　 　 （２）若 X 中的开集 U 是 f 的不变集 ，则 U ＝ 碬 ，或者 U 在 X 中稠 ．

　 　 （３）对 X 中的任意非空开集 U 和 V ，则存在 n ∈ Z使
f n（U） ∩ V ≠ 碬 ． （２ ．３ ．３）

　 　证明 　 （１） 痴 （２） 　 设 f 是拓扑传递的 ，则存在 x０ ∈ X 使 Orb（ x０ ）在 X
中稠 ．于是 ，对 X 中的非空开集 U ，存在 n０ ∈ Z ，使 f n０ （ x０ ） ∈ U ．再由（２）的条

件 f （U）＝ U 或 U ＝ f － １
（U） ，可知 X 中的稠子集

Orb（ x０ ） ＝ ｛ f n（ x０ ） n ∈ Z｝ 炒 U ，

故 U 在 X 中稠 ．

　 　 （２） 痴 （３） 　设 结论 （ ２ ）成立 ，且 U ，V 是 X 中的非空开集 ，作 B

＝ ∪
＋ ∞

n ＝ － ∞
f n（U） ．于是 B是 X 中 f 不变的非空开集 ，故在 X 中稠 ，应有

∪
＋ ∞

n ＝ － ∞
f n（U） ∩ V ≠ 碬 ，

则存在 n ∈ Z使 （２ ．３ ．３）成立 ．

　 　 （３） 痴 （１） 　设结论（３）成立 ，取紧度量空间 X 的可列基｛ Un｝
∞
n ＝ １ ，作集合

Fn ＝ ∪
＋ ∞

m ＝ － ∞
fm （Un） ，　 n ＝ １ ，２ ，⋯

显然 Fn（ n ＝ １ ，２ ，⋯ ）是 f 不变的非空开集 ，且由（２ ．３ ．３）知其在 X 中稠 ．则
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∩
∞

n ＝ １
Fn ≠ 碬 ．

否则 ，取其余集有

X ＝ ∩
∞

n ＝ １
Fn

c
＝ ∪

∞

n ＝ １
X ＼ Fn ．

上式左端的非空完备度量空间 X 为第二纲集（Baire桘Hausdorff 定理） ，右端为

可列个稀疏集 X ＼ Fn 的并是第一纲集 ，二者矛盾 ，故断言成立 ．取 x０ ∈

∩
∞

n ＝ １
Fn ，则存在 mn ∈ Z使

x０ ∈ f mn（Un） ，　 　 n ＝ １ ，２ ，⋯

或

f － mn（ x０ ） ∈ Un ，　 　 n ＝ １ ，２ ，⋯

即

Orb（ x０ ） ∩ Un ≠ 碬 ，　 　 n ＝ １ ，２ ，⋯

而｛ Un｝
∞
n ＝ １是 X 的可列基 ，故对 X 中的任一非空开集 V 有

Orb（ x０ ） ∩ V ≠ 碬 ，

即 Orb（ x０ ）在 X 中稠 ，从而 f 是拓扑传递的 ． 磳

　 　定理 2 ．3 ．3 　设 X 是紧度量空间 ，f ：X 硳 X 是连续的满射 ，则下述结论

等价 ：

　 　 （１） f 是单边拓扑传递的 ．

　 　 （２）对 X 中的任一开集 U ，若 f － １
（U ） 炒 U ，则 U ＝ 碬 ，或者 U 在 X 中

稠 ．

　 　 （３）对 X 中任意的非空开集 U 和 V ，则存在 n ∈ N使
f － n（U） ∩ V ≠ 碬 ． （２ ．３ ．４）

　 　证明 　证（１） 痴 （２） 　 只须证明结论（２）的等价命题 ：对 X 中的任一闭集
A ，若 A 炒 f － １

（A ）则 A ＝ X 或者 A 是无处稠集 ．下设闭集 A 不是无处稠集 ，

即存在 X 中的非空开集 U 使 U 炒 A ．由结论（１） ，存在 x０ ∈ X ，及 k ≥ ０使
f k（ x０ ） ∈ U 炒 A ，

从而

fk＋ １ （ x０ ） ∈ f （U ） 炒 f （A ） 炒 A ，

由此归纳得

｛ f n（x０ ） n ≥ k｝ 炒 A ， （２ ．３ ．５）

取其闭包有

｛ f n（x０ ） n ≥ k｝ 炒 A ．

注意到Orb ＋
（ x０ ） ＝ X ，上式左端为
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｛ f n（x０ ） n ≥ k｝ ＝ X － ｛ x０ ，f （ x０ ） ，⋯ ，f k －１ （ x０ ）｝ ，

再代入上式 ，得

A ∪ ｛ x０ ，f （ x０ ） ，⋯ ，fk －１ （ x０ ）｝ ＝ X ．

用 f 作用该式 k次 ，注意到 f 满足（２ ．３ ．５）式 ，可得 A ＝ X ，故结论（２）成立 ．

　 　其余证明类似于定理 ２ ．３ ．２中的证明 ． 磳

由定理 ２ ．３ ．２立即得到如下定理 ．

定理 2 ．3 ．4 　设 X 是紧度量空间 ，f ：X 硳 X 同胚 ，且拓扑混合 ，则 f 是拓
扑传递的 ．

§ ２ ．４ 　线段自映射

设 I ＝ ［０ ，１］ ，f ：I → I连续 ，称系统（ I ，f ）为线段连续系统 ，表示为（ I ，f ）
∈ C０

．一个自然的问题是 ：如果 f 具有一个 k 周期点 ，那么 f 是否还有其他
m ≠ k的周期点 ．１９６４ 年乌克兰数学家沙尔可夫斯基 （А ．Η ．Ш арковскии 或

Sarkovskii［２１］）发现了一个相当完美的结果 ，指出 f 的周期点的周期呈现出相
当整齐的规律性 ．但这一结论长期鲜为外人所知 ，直到 １９７７年斯捷凡（P ．Ste唱
fan）［２２］纠正原文一些不妥之处后用英文介绍出来为止 ．此前 ，１９７５年华人李

天岩在美国马里兰大学攻博期间与其导师 J ．Yorke发表了一篇震动学林的论
文［２３］

，第一次从数学上提出了混沌的精确定义 ．他们的工作引发了一维动力

系统至今不衰的研究和蓬勃发展［２４ ～ ２８］
．

定义 2 ．4 ．1 　称自然数集 N的排列
３ 磸 ５ 磸 ７ 磸 ９ 磸 ⋯

磸 ２ · ３ 磸 ２ · ５ 磸 ２ · ７ 磸 ２ · ９ 磸 ⋯

磸 ２
２
· ３ 磸 ２

２
· ５ 磸 ２

２
· ７ 磸 ２

２
· ９ 磸 ⋯

⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 磸 ２
４
磸 ２

３
磸 ２

２
磸 ２ 磸 １

为 Sarkovskii序 ，对 α 磸 β称 β在 α之后（或 α在 β之前） ．

　 　 f 所有周期点的周期的集合 ，记为 PP（ f ） ．

定理 2 ．4 ．1 （Sarkovskii定理） 　设（ I ，f ） ∈ C０
，若 m ∈ PP（ f ）且 m 磸 n ，

则 n ∈ PP（ f ） ．

　 　目前 ，已有不少 Sarkovskii定理的简化证明 ，其中一种用图论方法作出的

简洁证明被 L ．Block ，J ．Guckenheimer ，M ．Misiurewicz 和 L ．S ．Young［２９］给出 ，

这里不再叙述 ．

　 　由 Sarkovskii定理直接得到如下推论 ．
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　 　推论 2 ．4 ．1 　设（ I ，f ） ∈ C０
，且３ ∈ PP （ f ） ，则对所有的 n ∈ N ，有

n ∈ PP（ f ） ． 磳

　 　下面介绍 Li唱Yorke定理时 ，将给出推论 ２ ．４ ．１的一种直接的证明 ．

　 　称 I上的一个闭子区间为一个线段 ，记为 J 、K 、L 等 ，下面给出 f 作用其
上的性质 ．

　 　引理 2 ．4 ．1 　 f （K ） 车 L 的充要条件是 ，存在 J ＝ ［ r ，δ］ 炒 K ，使 f （ J） ＝
L 且 J是极小的 ，即不存在 J的真子线段 J１ 使 f （J１ ） ＝ L 成立 ．

证明 　充分性是显然的 ，下证必要性 ．设 f （K ） 车 L ，记 L ＝ ［σ ，τ］ ，故存

在 α ，β ∈ K 使
f （α） ＝ σ ，f （β） ＝ τ ．

不妨设 α ＜ β ．记

r ＝ sup｛ ζ ∈ K ζ ＜ β ，f （ζ） ＝ σ｝ ，

δ ＝ inf｛ ζ ∈ K α ＜ ζ ，f （ζ） ＝ τ｝ ．

令 J＝ ［ r ，δ］ ．由于连续映射 f 映线段（连通集）为线段 ，故 J为所求 ． 磳

引理 2 ．4 ．2 　若 f （K ） 车 K ，则存在 x ∈ Fix（ f ） ∩ K ．

证明 　 记 K ＝ ［ σ ，τ］ ，由引理２ ．４ ．１存在极小线段 J ＝ ［ α ，β］ 炒 K使
f （J）＝ K ，不妨设

f （α） ＝ σ ≤ α ＜ β ≤ τ ＝ f （β） ，

考虑连续函数 f （ x） － x 在 J的两端点 α和 β上的值

f （α） － α ≤ ０ ，　 f （β） － β ≥ ０ ，

故存在 ζ ∈ J使 f （ζ） － ζ ＝ ０ ，即结论成立 ． 磳

　 　引理 2 ．4 ．3 　设线段序列 I１ ， I２ ， ⋯ ， In 满足条件 f （ Ij ） 车 Ij ＋ １ ， j ＝ １ ，

２ ，⋯ ，n － １ ， f （ In） 车 I１ ，则存在 x ∈ Fix（ f n
） ∩ I１ 使得 f j － １

　 （ x） ∈ Ij ， j ＝ １ ，

２ ，⋯ ，n ．

证明 　由引理２ ．４ ．１ ，归纳可证 I１内存在线段 J１ 车 J２ 车 ⋯ 车 Jn ，使得

f j
（Jj ）＝ Ij ＋ １ ，j ＝ １ ，⋯ ，n － １ ，而 f n

（ Jn ） ＝ I１ 车 Jn ，据引理 ２ ．４ ．２ ，存在 x ∈

Fix（ f n
） ∩ Jn ，由此可证结论成立 ． 磳

　 　 f 的任意一条三周期轨道总可以适当重新编号为下面两种情况之一 ：

x０ ＜ x１ ＜ x２ 　 或 　 x０ ＞ x１ ＞ x２ ，

其中 x１ ＝ f （ x０ ） ，x２ ＝ f （ x１ ） ．下面定理的条件比 ３ ∈ PP（ f ）稍弱 ．

定理 2 ．4 ．2 　设（ I ，f ） ∈ C０
，若存在 x０ ∈ I使得

x３ ≤ x０ ＜ x１ ＜ x２ 或 x３ ≥ x０ ＞ x１ ＞ x２ ， （２ ．４ ．１）

其中 x１ ＝ f （x０ ） ，x２ ＝ f （ x１ ）及 x３ ＝ f （ x２ ） ，则 k ∈ PP（ f ） ，对任一 k ∈ N成
立 ．

　 　证明 　设（２ ．４ ．１）第一式成立 ，又记 K１ ＝ ［ x０ ，x１ ］ ，K２ ＝ ［ x１ ，x２ ］显然
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f （K１ ） 澈 K２ ，　 f （K２ ） 澈 K１ ∪ K２ ．

由引理 ２ ．４ ．２ ，存在 p ∈ Fix（ f ） ∩ K２ ，即 k ＝ １时有 k ∈ PP（ f ） ．下设 k ＞ １ ，作

线段

Ik ＝ K１ ，　 Ij ＝ K２ ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，k － １ ．

易知 ，其满足引理 ２ ．４ ．３的条件 ，故存在

p ∈ Fix（ f k） ∩ K２ ，　 橙 k ＞ １ ， （２ ．４ ．２）

使得

f j －１
　 （ p） ∈ Ij ，　 j ＝ １ ，２ ，⋯ ，k （２ ．４ ．３）

下证 k是点 p 的周期 ．首先 ，容易核验如下断言 ：如果点 p 有周期 n ≤ k ，那么

f k
（p） ＝ p 骋 p 的周期 n能整除 k ． （２ ．４ ．４）

于是 ，当 k ＝ ２或 ３ 时 ，如果点 p 有小于 k 的周期 ，那么 p ∈ Fix （ f ） ．再由

（２ ．４ ．２）和（２ ．４ ．３）知

p ∈ K１ ∩ K２ ＝ ｛ x１｝ ，

这与条件 f （ x１ ） ＝ x２ ＞ x１ 矛盾 ．故 k ＝ ２ ，３时 ，有 k ∈ PP（ f ）成立 ．于是 ，不妨

设 x０ ＜ x１ ＜ x２ 是 f 的三周期点 ．下证 k ＞ ３是点 p 的周期 ．

　 　若其不然 ，存在 s ∈ N ，s ＜ k是点 p 的周期 ．由（２ ．４ ．４）式 ，存在 m ∈ N使
k ＝ s· m ．记 pj ＝ f j

（ p） ，j ＝ １ ，２ ，⋯ ，k － １ ．于是轨道

p ，p１ ，p２ ，p３ ，⋯ ，pk －１ （２ ．４ ．５）

由 m 段 s周期轨道 p ，p１ ，⋯ ，ps － １连接而成 ，从而 pk － １ ＝ ps － １ ．由（２ ．４ ．３）有

ps － １ ∈ K２ ，pk － １ ∈ K１ ，即

pk －１ ∈ K２ ∩ K１ ＝ ｛ x１｝ ，

亦即 pk － １ ＝ x１ ，从而 p ＝ x２ ，p１ ＝ x０ ．当 k ＞ ３时 ，按（２ ．４ ．３ ） ，p１ ∈ K２ ，与

x０ 碒 K２ 矛盾 ，故所设整数 s是不存在的 ，从而 k ＞ ３时有 k ∈ PP（ f ） ． 磳

　 　定理 ２ ．４ ．２是 Li桘Yorke定理的前一部分 ，下面介绍后一部分 ．前一部分

是 Sarkovskii定理的特款 ，但后部分却指出了周期三蕴涵混沌的重要事实 ．

　 　定义 2 ．4 ．2 　设（X ，f ）是紧致度量系统 ，d是 X 的一个度量 ，称 f 在 X
上是混沌的 ，若存在不可数集合 S 炒 X 满足如下条件 ：

（１）lim
n → ∞

sup d（ f n（ x） ，f n（y））＞ ０ ，　 橙 x ，y ∈ S ，x ≠ y ．

（２）lim
n → ∞

inf d（ f n（x） ，f n（y））＝ ０ ，　 橙 x ，y ∈ S ．

其中 ，S称为 f 的混沌集 ．

　 　定义 2 ．4 ．3 　设 d是 X 的度量 ，称点 x ∈ X 是 f 的渐近周期点 ，若

lim
n → ∞

d（ f n（ x） ，f n（ p）） ＝ ０ ，　 愁 p ∈ Per（ f ）
成立 ．
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　 　命题 2 ．4 ．1 　设（X ，f ）是紧致度量系统 ，d为 X 上的一个度量 ，若 S是 f
的混沌集 ，则 f 在 S 内至多只有一个渐近周期点 ．

　 　证明 　设 x ，y ∈ S ，x ≠ y是 f 在 S 内的两个不同的渐近周期点 ，于是存

在 p ，q ∈ Per（ f ）使
lim
n → ∞

d（ f n（ x） ，f n（ p）） ＝ ０ ； （２ ．４ ．６）

lim
n → ∞

d（ f n（y） ，f n（q）） ＝ ０ ． （２ ．４ ．７）

若 p ＝ q ，则

０ ≤ d（ f n（ x） ，f n（y）） ≤ d（ f n（ x） ，f n（ p）） ＋ d（ f n（ p） ，f n（y）） ，

联合（２ ．４ ．６）和（２ ．４ ．７）式与定义 ２ ．４ ．２的条件（１）矛盾 ．

若 p ≠ q ，记

ε ＝ min｛ d（u ，v ） u ，v ∈ Orb（ p） ∪ Orb（q） ，u ≠ v｝ ．

显然 ε ＞ ０ ，且可以证明

inf（d（ f n（ x） ，f n（y））） ≥ ε ＞ ０

与定义（２ ．４ ．２）的条件（２）矛盾 ，故命题结论成立 ． 磳

　 　在介绍 Li桘Yorke定理中混沌集的存在性之前 ，先给出如下引理 ．

　 　引理 2 ．4 ．4 　设 g ∈ C０
（ I） ，而闭线段序列｛Mn｝

∞
n ＝ ０满足条件

Mn 炒 I ，　 Mn＋ １ 炒 g（Mn） ，　 橙 n ∈ N ，

则存在闭线段序列｛ Qn｝
∞
n ＝ ０使

Qn＋ １ 炒 Qn 炒 M０ ，　 gn（Qn） ＝ Mn ，　 橙 n ∈ N ，

且 Q ＝ ∩
∞

n ＝ ０
Qn 是单点集或闭线段 ，当 x ∈ Q 时 ，gn （ x） ∈ Mn 对任一 n ∈ N成

立 ．

　 　证明 　用数学归纳法据引理 ２ ．４ ．１可证 ． 磳

　 　定理 2 ．4 ．3 　设（ I ，f ） ∈ C０
，若存在 x０ ∈ I使条件（２ ．４ ．１ ）成立 ，则在

I ＼ Per（ f ）中存在混沌集 S使
lim
n → ∞

sup （ f n（ x） － f n（ p） ＞ ０ ，　 橙 x ∈ S ，p ∈ Per（ f ） （２ ．４ ．８）

成立 ，即 S中不含 f 的渐近周期点 ．

证明 　采用定理 ２ ．４ ．２中的记号 ，其中 K１ ＝ ［ x０ ，x１ ］ ，K２ ＝ ［ x１ ，x２ ］ ．由

于

f２ （K１ ） 车 f （K２ ） 车 K１ ，

f２ （K２ ） 车 f （K１ ） 车 K２ ，

据引理 ２ ．４ ．１ ，存在闭线段 J１ 炒 K１ ，J２ 炒 K２ 使

f２ （J１ ） ＝ K１ ，　 f２ （J２ ） ＝ K２ ，　 J１ ∩ J２ ＝ 碬 ，

于是
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f４ （J１ ） ∩ f４ （J２ ） 车 K１ ∪ K２ 车 J１ ∪ J２ ． （２ ．４ ．９）

令 g ＝ f４ ，只需对 g证明定理的结论即可 ．

　 　 Step１ 　记
J１ ＝ ［m

—
１ ，m１ ］ ，　 J２ ＝ ［m

—
２ ，m２ ］ ，

其中 ０ ≤ m
—

１ ＜ m１ ＜ m
—

２ ＜ m２ ≤ １ ．据引理 ２ ．４ ．１并利用（２ ．４ ．９）式 ，可归纳地

证明 ：存在闭区间套

J２ 车 ［a０ ，b０ ］ 车 ［a１ ，b１ ］ 车 ⋯ 车 ［an ，bn］ 车 ⋯

使

g（a０ ） ＝ m
—

２ ，　 g（b０ ） ＝ m２ ，

g（an＋ １ ） ＝ an ，g（bn＋ １ ） ＝ bn ，　 n ＝ ０ ，１ ，２ ⋯

且存在 m
—

２ ＜ s ＜ a０ （或 m２ ＞ s ＞ b０ ） ，不妨设 s ＜ a０ ，使

g（s） ≤ m
—

１ ， （２ ．４ ．１０）

于是 ，存在 a 倡
，b 倡

∈ I使
a 倡

＝ lim
n → ∞

an ，　 　 b 倡
＝ lim

n → ∞
bn ．

显然 ，f （［a 倡
，b 倡

］） ＝ ［ a倡
，b 倡

］ ，且由于（２ ．４ ．１０）有

g（［ x１ ，a 倡
］） 车 J１ ．

　 　 Step２ 　对任一 r ∈ （０ ，１） ，归纳地构造闭线段序列 Er
＝ ｛Mr

（n）｝ ∞
n ＝ ０ ．

　 　设 l０ ∈ N是使 l０ r的整数部分［ l０ r］＝ １的最小正整数 ，记

Er
（ l２０ ） ＝ ｛Mr

（０） ，⋯ ，Mr
（ l２０ ）｝ ，

使

Mr
（ j） ＝

J２ ，　 ０ ≤ j ＜ l２０ ，

J１ ，　 j ＝ l２０ ．

设 l ＞ l０ 时 ，Er
（ l２ ） ＝ ｛Mr

（０） ，⋯ Mr
（ l２ ）｝已有定义 ，令

Er （（ l ＋ １）
２
） ＝ ｛Mr

（０） ⋯ ，Mr
（ l２ ） ，Mr

（ l２ ＋ １） ，⋯ ，Mr
（（ l ＋ １）

２
）｝ ，

其中 Mr
（０） ，⋯ ，Mr

（ l２ ）与 Er
（ l２ ）中的对应项相同 ，而

Mr
（ l２ ＋ j） ＝

［a２ l － j －１ ，a 倡
］ ， j ＝ １ ，２ ，⋯ ，２ l － １ ，

［m
—

２ ，a倡
］ ， j ＝ ２ l ，

Mr
（（ l ＋ １）

２
） ＝

J１ ， ［（ l ＋ １） r］ － ［ lr］ ＝ １ ，

Mr
（ l２ ＋ ２ l） ， ［（ l ＋ １） r］ － ［ lr］ ＝ ０ ．

显然 ，［（ l ＋ １） r］ － ［ lr］ ∈ ｛０ ，１｝ ．于是完成 Er 的归纳定义 ．记

P（Er
，l２ ） ＝ Card（｛Mr

（n） ∈ Er （ l２ ） Mr
（n） 彻 J１ ，n ＝ ０ ，１ ，⋯ ，l２｝） ．

由 Er
（ l２ ）的归纳定义 ，易于证明
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