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前 　 　言

作者从 ２０世纪 ８０年代末便从事有关生物数学 、数量遗传学和群体遗传学等
方面的研究生教学工作 ，后来又承担了动物遗传育种与繁殖专业的硕士生 、博士生
及应用数学硕士生的培养工作 ．在长期的科研和教学中 ，作者思考着农业科学的发
展与数学发展的关系问题 ，因为这个问题直接关系着解决农 、林院校研究生数学教
学的内容和体系问题 ．

农业科学是现代科学技术中应用最广阔 、最活跃 、最富挑战性的领域之一 ．追
根溯源 ，它与数学的发展 ，尤其与统计学的发展 ，具有同步性 ．数学与农业 、管理的
关系是从人类计数活动开始的 ，正如管仲所说“不明于计数 ，犹如无舟楫欲径于水 ，
险也” ．近代农业应用数学是由于生物 、工程和经济等科学的进步而发展的 ．随着
１９世纪初近代生物学和经济统计学的进步 ，导致了 ２０ 世纪初遗传学 、经济学与数
学的融合和交叉 ．生物学家认为“生物学（biology）这个名词来源于希腊字 oiooto
（生命） ，这门科学由于应用了数学 ，获得了第二次生命” ．列宁认为“统计学家和经
济学家各走各的路 ，那么他们两者都不能获得满意的结果” ．２０ 世纪初学科间的融
合和以后的发展 ，使农业应用数学形成了与生物数学 、经济数学 、工业数学相平行
而互相交融的发展局面 ．从与农业科学交叉的意义上看 ，有数量分类学 、群体遗传
学 、数量遗传学 、数量生态学 、数量生理学 、数量经济学 、生物信息学 、农业系统工程
学等 ．从数学方法上讲 ，有统计学 、信息论 、系统论 、控制论 、生物方程 、运筹学等 ．概
括起来 ，农业应用数学是农业领域中可应用的数学 ．从含义上讲 ，有三个方面 ：一是
应用数学知识来解决农业中的实际问题 ，以求实效 ，它包括为此而建立的数学模
型 、计算机模拟法研制等 ；二是与农业科学相交叉 ，形成新的学科 ．如群体遗传学 、
生物信息学等 ；三是从农业科学中提炼出数学问题进行研究 ，从而发展数学理论 ．
如基因如何从时间 、空间上来精细地控制发育过程等 ．

从农业科学的研究特点上看 ，它是以实验和调查为前提的研究过程 ．首先是根
据研究目的进行周密而审慎的试验设计或抽样设计 ，通过实施而得到数据 ，如孟德
尔的豌豆实验 、摩尔根的果蝇实验 、田间调查等 ．然后通过试验设计或抽样设计的
数学模型 ，进行分析而得到研究结论 ，其中包括了刻画指标之间关系的数学模型研
究 ．在研究过程中 ，数学方法起到了把实验数据转化为研究结论的作用 ，如试验设
计的数学模型起到了把处理转化为输出指标的作用 ．又如把样品的指标观察值转
化为分类的结果等 ．

经过 ２０余年的探索 ，并不断地总结经验和教训 ，根据农业科学发展的历史和



现代农业科学的需要 ，高等农 、林院校开设研究生数学课程体系和内容已初步形
成 ．在统计学方面 ，开设数理统计 、试验设计与分析 、多元统计等 ；在生长分析方面 ，
讲授生长方程 、室分析等动力学模型 ；其它还有模糊数学方法 、信息论方法和运筹
学等有关内容 ．生物信息论或计算生物学将成为研究生的一门新课程 ．

值得强调的是 ，自 １９７８年以来 ，农 、林院校的同仁们在农业应用数学的研究上
取得了很大进展 ，并且出版了相当数量的著作 ．在试验设计方面 ，有赵仁容 、马育
华 、俞渭江 、莫惠栋 、徐中儒和袁志发与周静芋等人的著作 ；在数理统计上有符伍
儒 、袁志发与顾天骥和朱军等人的著作 ；在多元统计分析方面 ，有裴鑫德 、袁志发与
孟德顺等人的著作 ；在数量遗传方面 ，有吴仲贤 、马育华 、吴常信 、盛志廉 、刘来福 、
裴新澍 、高之仁 、兰斌与袁志发 、朱军 、胡秉民和徐碧云等人的著作与译著 ；在模糊
数学方面 ，有袁志发 、杨崇瑞等人的著作 ．另外 ，１９８５ 年枟生物数学学报枠的创刊 、
１９８７年农学会农业应用数学分会的成立及农业应用数学硕士点的建立（如西北农
林科技大学）等 ，使农业应用数学的发展进入了一个新的阶段 ．

多元统计分析是从经典统计学中发展起来的一个分支 ．多元统计分析是一种
综合分析方法 ，它能够在多个研究对象和多个指标互相关联的情况下分析出它们
的统计规律 ，很适合农业科学研究的特点 ．另外 ，多样性问题是农业科学中很重要
的研究内容 ，如生物多样性 ，物质运动和形式的多样性等 ．多样性的度量可以是统
计学的 ，亦可以是信息论的 ，但从本质上讲应该由信息方法来度量 ．因此 ，在本教材
中 ，加入了 Shannon信息量及其应用一章 ．这样做的好处之一是统计分析和信息分
析可以互为借鉴 ，如统计学中的关联分析（回归 、相关等）与信息论中的互信息和离
散增量分析等 ；另外 ，还可以与分子生物学分析相呼应 ，开阔读者的视野 ．

本书由西北农林科技大学 、南京农业大学和安徽农业大学联合完成 ．主编为袁
志发 、周静芋 ；副主编有周宏 、卢恩双 、吴坚 、宋世德 、郭满才 ；参加编写的有汪小龙 、
孙世铎 、雷雪芹 、刘建军 、张宏礼 、解小莉 、李相运 、郑会玲 、梅拥军 ；郑瑶绘图 ．

编写一本好的研究生教材是很难的 ．尽管作者是学习数学的 ，并且从事农业科
学研究 ３０余年 ，仍感力不从心 ．本书难免有遗漏和不妥之处 ，望同仁和读者批评指
正 ．

袁志发 　周静芋
２０００年 ４月于杨凌
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第一章 　多元正态分布及其抽样分布

§ １畅１ 　多元指标统计数据及其图示
1畅1畅1 　多元统计数据

　 　统计学数据是通过实验或调查而得到的 ．统计学中把一个随机变量称为一维
总体 ，把多维随机变量称为多维总体 ，相应的变量称为一维总体变量和多维总体变
量 ．总体是由若干个元素组成的集合 ，每个元素称为个体 ，每个个体的数量或非数
量（质量）特性由总体变量来刻画 ．总体中所含个数的数目称为总体容量 ，用 N 表
示 ，当 N 有限时 ，称为有限总体 ，否则称为无限总体 ．统计学中 ，习惯上用随机变量
X ，Y 等表示总体 ，为了对总体 X 的分布规律及其特性进行研究 ，最好的办法是把
总体上所有的个体都在同一条件下测定 ，然后进行分析 ，这往往是难以实现的 ，因
为对于无限总体办不到 ，对有限总体的每个个体进行破坏性测定是不允许的 ．可行
的办法是对总体进行抽样观测 ，对总体的分布和特性进行估计 ，从总体中随机抽取
n个个体 ，其总体变量分别为 X１ ，X２ ，… ，Xn ，称为总体 X 的容量为 n 的简单随机
样本 ．“随机抽取”是指总体中每个个体都有相同的机会进入样本 ，这样的样本才能
客观地反映总体 ，同时保证了 Xi（ i ＝ １ ，２ ，… ，n）与 X 同分布且 Xi 间相互独立 ．当
样本被实际测定时 ，所得的是 n 个实际的数据 x i ，x２ ，… ，xn ，它称为样本点或样本
值 ．一般来讲 ，同一样本的不同次的实际抽取观察测定得到的样本值是不同的 ．样
本的一次实际抽取测定称为样本在一次观测中的实现 ．显然 ，一个样本可有无限次
的观测实现 ．用样本资料推断总体规律的方法 ，是数理统计分析的任务 ，亦是统计
方法的特点 ．

总体变量可分为三种类型 ：
１ ．名称属性（nominal attribute）
名称属性是用名称把总体中各个个体描述为若干不同的状态 ，每个个体具有

一种状态 ，各状态之间无一定顺序 ．如土壤的颜色可分为红 、黑 、黄等 ；又如植被可
分为森林 、草原 、灌丛 、苔原等 ．

名称属性按其状态多少又分为两类 ：
① 二元属性（binary attribute）
二元名称属性只有对立的两种状态 ，如昆虫有翼无翼 ，某植物有刺无刺等 ．
② 无序多状态属性（disordered multistate attributes）
这种属性系指具有三个以上无序状态的名称属性 ．具有 n 个状态的无序多状



态属性可分解为 n 个二元属性 ．如土壤颜色具有红 、黑 、黄三个状态 ，可转化为三个
二元属性（表 １畅１） ．

表 1畅1 　土壤颜色的分解量化
　 　 　 　 　 　 状 　 态

多元属性
红 黑 黄

１（红与非红） １ ０ ０

２（黑与非黑） ０ １ ０

３（黄与非黄） ０ ０ １

２ ．顺序属性（ordinal attribute）
具有多种顺序状态的属性称为顺序属性 ．如土壤酸碱度分为强酸性 、弱酸性 、

中性 、弱碱性和强碱性五个状态 ，可用 １ ，２ ，３ ，４ ，５ 表示各状态 ．又如植物种子分为
大 、中 、小三级 ，可用 １ ，２ ，３ 来表示 ．由于顺序间的差距没有明确表示 ，故用 １ ，２ ，
３ ，…参加运算亦不适宜 ．如果顺序属性是用数量来划分的 ，最好用数量来表示为
宜 ．此类数据的转化是较为麻烦的 ．

３ ．数量属性（guantitative attribute）
用数值来表示的属性称为数量属性 ．如重量 、长度等 ．
数量属性可分为离散数量属性和连续数量属性两类 ．如一簇上开几朵花为离

散数据 ，只能取 ０ ，１ ，２ ，…整数值 ．而重量 、深度为连续性数量性状 ．
有的将数量属性分为比例量和区间量两种 ，像长度 、轻重这类量 ，０ 是有明显

的物理意义的 ，可以说 １０克是 ５克的 ２ 倍 ，故说它们是比例量 ．另外像温度 、时间
等 ，０仅为计数标准 ，这类量仅有等间隔性质 ，无比例性质 ，１０ ℃ 与 ２０ ℃ 之间与 ０ ℃
与 １０ ℃ 之差为间隔 ，但不能说 ２０ ℃比 １０ ℃热一倍 ，故它们只能是区间变量 ．

为了便于分析 ，要求将调查或测定的一组个体的若干个属性的原始数据 ，排列
成规定的形式 ．一般情况下 ，我们假定有 n 个个体 ，p 个属性的样本排成如表 １畅２
形式 ：

表 1畅2 　抽样数据
　 　 　 　 个 　 体

属 　 性 　 　 　 　
X （１） X （２） … X （ n）

１ X １１ X １２ … X １ n

２ X ２１ X ２２ … X ２ n

  

p X p１ X p２ … X pn
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上述样本可表示成矩阵形式

X
p × n

＝ （ X（１） ，X（２） ，… ，X（ n）） ＝

X１１ X１２ … X１ n
X２１ X２２ … X２ n
  
Xp１ Xp２ … Xpn

其中 Xi j为样本中第 j 个个体的总体变量 X（ j）的第 i 个分变量 ．若为样本值 ，
将 Xi j换成 x i j ．显然 ，X（ j）是第 j 个个体的 p 维随机向量（样本）或 p 维统计数据向
量（实现值） ．

【例 1】 　桔梗科六个种的性状原始数据如表 １畅３所示 ．

表 1畅3 　桔梗科六个种的抽样数据

属 　 　 性

名 　 称 样品号

茎是否
缠绕
１

株高
（m）
２

叶序

３

叶缘

４

花序

５

子房
室数
６

果裂
方式
７

种子是
否具翼

８

党 　 　 参 １ １ ５ ．５ １ ０ ０ ４ ２ ０

桔 　 　 梗 ２ ０ ０ ．６ ０ １ ０ ５ １ ０

轮叶沙参 ３ ０ ０ ．５ ２ １ ２ ３ ０ ０

荠 　 　 衴 ４ ０ ０ ．７ ０ ２ １ ３ ０ ０

羊 　 　 乳 ５ １ ２ ．５ １ ０ ０ ４ ２ １

石 沙 参 ６ ０ ０ ．６５ ０ １ ２ ３ ０ ０

其矩阵形式为

X ＝

１ ５ ．５ １ ０ ０ ４ ２ ０
０ ０ ．６ ０ １ ０ ５ １ ０
０ ０ ．５ ２ １ ２ ３ ０ ０
０ ０ ．７ ０ ２ １ ３ ０ ０
１ ２ ．５ １ ０ ０ ４ ２ １
０ ０ ．６５ ０ １ ２ ３ ０ ０

【例 2】 　两种肉鸡在 １６周龄时的脂肪细胞（５０ 个细胞） 、胸肌纤维（４０ 根）和
腿肌纤维（４０根）的直径平均数据见表 １畅４ ．

表 1畅4 　两个鸡种的脂肪和肌纤维直径数据（单位 ：μm）
　 　 　 　 性 　 状

品 　 种 　 　 　 　
脂肪细胞直径 胸肌纤维直径 腿肌纤维直径

艾 　 维 　 菌 ６０ ．５０ ５２ ．４８ ５３ ．１０

星杂 ８８２ ７４ ．５５ ４２ ．４８ ５１ ．９４
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1畅1畅2 　多元数据的图示

图形是直观而形象的 ，它可以帮助人们思维和判断 ．当只有两个变量时 ，通常
用直角坐标在平面上点图 ；当有三个变量时 ，虽然可以在三维坐标里点图 ，但很不
方便 ；当变量多于三个时 ，用通常的方法已不能点图了 ．多元数据的图表示在 ２０世
纪 ７０年代有了突破 ，许多方法应运而生 ，这里介绍两种简单实用的方法 ．

１ ．雷达图
雷达图也称星图或蜘蛛网图 ，其作图步骤如下 ：划一个圆 ，当数据为 p 个时间

的数据或一个时间断面上的 p 维数据时 ，把圆周用 p 个点等分 ，由圆心连接 p 个
点 ，得 p 个辐射状的半径 ，将 p 个半径看做 p 个坐标轴 ，各坐标轴各标一个性状或
特性 ，每个坐标轴的刻度可按各变量单位大小或标准化刻度而定 ．将每个样品的变
量值点刻在各自的坐标轴上 ，依次连接成一个 p 边形 ，这样就得到了这个样品的
雷达图 ．

例 １的雷达图如图 １唱１所示 ，具体作法如下 ：
１） 对 p 个属性的每一个进行标准化 ，把每个属性取值变到［０ ，１］区间内 ，最简

单的标准化方法是极差标准化法 ．设第 i属性的数据为
x i１ ，x i２ ，… ，x in 　 　 （ i ＝ １ ，２ ，… ，p）

则极差标准化了的数据为

X′i j ＝
x i j － min｛ x i j｝

max｛ x i j｝ － min｛ x i j｝ 　 　 （ i ＝ １ ，２ ，… ，n） （１畅１畅１）

　 　例 １数据经极差标准化列在表 １畅５中 ．

表 1畅5 　例 1数据的极差标准化结果

属 　 　 性

名 　 称 样品号

茎是否
缠绕
１

株高
／m
２

叶序

３

叶缘

４

花序

５

子房
室数
６

果裂
方式
７

种子是
否具翼

８

党 　 　 参 １ １ １ ０ ．５ ０ ０ ０ ．５ １ ０

桔 　 　 梗 ２ ０ ０ ．０２ ０ ０ ．５ ０ １ ０ ．５ ０

轮叶沙参 ３ ０ ０ １ ０ ．５ １ ０ ０ ０

荠 　 　 衴 ４ ０ ０ ．０４ ０ １ ０ ．５ ０ ０ ０

羊 　 　 乳 ５ １ ０ ．４０ ０ ．５ ０ ０ ０ ．５ １ １

石 沙 参 ６ ０ ０ ．０３ ０ ０ ．５ １ ０ ０ ０

２） 作六个单位圆且八等分 ，作雷达图 １唱１ ．
例 ２数据的雷达图如图 １唱２ 所示 ．它是用原始数据作图的 ．首先将圆周三等

分 ，每个分点标所示属性的最大值 ，然后按数据比例作图而成 ．
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图 １唱１ 　例 １数据的雷达图

图 １唱２ 　例 ２数据的雷达图

一般来讲 ，n 个样品 n个雷达图 ，如果样品很少 ，可以画在一个雷达图上 ，如例
２的雷达图可以合并 ．雷达图可以直观展示各样品的特征及相似差异 ．

２ ．轮廓图
轮廓图是用 p 个平行的纵轴代表 p 个变量 ，每个样品在图上有 p 个点 ，将它

们依次连接起来成一折线 ，这个折线图称为样品的轮廓图 ．例 １ 的轮廓图如图 １唱３
所示 ，例 ２的轮廓图如图 １唱４所示 ．

除了上述两种图示法之外 ，其它的多元数据图示法还有塑像图 、树形图 、星座
图 、脸谱图和三角多项式图等 ．上述这些多元数据图示法 ，只适合于 p 个变量平等
的情形 ，不能表示出变量间的相关关系 ．要想表示出变量间的相关规律 ，还有其它

·５·§ １畅１ 　多元指标统计数据及其图示



图 １唱３ 　例 １数据的轮廓图

图 １唱４ 　例 ２数据的轮廓图

的图示方法 ，如连结向量图等 ，由于这些方法比较复杂 ，这里就不介绍了 ．

§ １畅２ 　多元正态分布

在农业科学研究中 ，经常通过多元统计数据寻求多维随机向量的统计规律问
题 ，通俗地讲 ，就是多指标统计问题 ．如 ，自然因子对作物产量和品质的作用 、育种
中选择性状对目标性状的影响 、疾病的多指标诊断 、土壤成分分析 、气象预报 、样品
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的归属等 ，都属于多指标统计问题 ．这些指标间千丝万缕 、交叉影响 ，存在着极其复
杂的统计规律 ．在这种情况下 ，用我们所熟知的一元统计知识去孤立地分析各个指
标 ，就难免顾此失彼 ，使整体结论失真 ．因而 ，多指标 、多因素问题只有选择相应的
多元统计方法来处理 ，才能使其规律得以正确的表达 ．

多元统计分析的主要理论都是建立在多元正态分布总体基础上的 ．在实际问
题中 ，所遇到的多元总体多是多元正态分布总体或近似多元正态分布 ，有时不是多
元正态分布总体 ，但当样本容量足够大时 ，其平均值将近似服从多元正态分布 ．

1畅2畅1 　多元正态分布的定义

设某品种小麦的产量（ X１） 、每亩穗数（ X２） 、每穗粒数（ X３）和千粒重（ X４ ）均服
从正态分布 ：

Xi ～ N（ μ１ ，σi２） ，　 　 i ＝ １ ，２ ，３ ，４ （１畅２畅１）

其中 μi 与 σi２ 分别为 Xi 的均值与方差 ．其密度函数为

　 f（ x i） ＝ １
２π σi

exp － １
２ σ２i

（ x i － μi）２

＝ （２π） － １
２ （ σ２i） － １

２ exp － １
２ （ x i － μi）（ σ２i） － １（ x i － μi） ，－ ∞ ＜ Xi ＜ ＋ ∞

（１畅２畅２）
那么四个性状所组成的四维列向量 X ＝ ［ X１ ，X２ ，X３ ，X４］T 就服从四元正态分布 ．

一般地 ，对于每一个分量都服从正态分布的 p 维随机列向量
X ＝ ［ X１ ，X２ ，… ，Xp］T （１畅２畅３）

具有和一元正态分布相似的概率密度函数

f（ X） ＝ （２π） － p／２ Σ － １／２exp｛ － １／２（ X － μ）T Σ － １（ X － μ）｝ （１畅２畅４）
其中 ，

X ＝ （ x１ ，x２ ，… ，x p）T ，－ ∞ ＜ x i ＜ ＋ ∞ ，　 i ＝ １ ，２ ，… ，p
μ ＝ （ μ１ ，μ２ ，… ，μp）T ，

Σ ＝

σ２１ σ１２ … σ１ p

σ２１ σ２ ２ … σ２ p
  

σp１ σp２ … σ２p

，其行列式 Σ ＞ ０

这时称 X 服从 p 元正态分布 ，记作 X ～ Np（ μ ，Σ） ．
在式 （１畅２畅４）中 ，μ 为 X 的数学期望向量 ，即均值向量 ．E 为期望算子 ，有

E（ X） ＝ μ ，μ的分量 μi（ i ＝ １ ，２ ，… ，p）为 X 的分量 Xi 的数学期望 ，即 E（ Xi） ＝
μi ．Σ 称为 X 的协方差阵 ．V 为方差算子 ，即 V（ X） ＝ Σ ，Σ 中的元素 σii为 X 的分
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量 Xi 的方差 ，即 V（ Xi） ＝ σ２i ＝ σii ，而 σi j为 Xi 与 X j 的协方差 ，σi j ＝ σj i ．在（１畅２畅４）

中 ，要求 Σ ＞ ０ ，即 Σ 不但对称而且正定 ，这时 Σ 的逆 Σ － １一定存在 ，且 Σ 的特
征根均大于 ０ ．正态分布参数的这些性质 ，在农林科研中都具有特定的实际意义 ．

和一元正态分布相仿 ，如果 X 服从 P元正态分布 ，而且 E（ X） ＝ ０ ，V（ X） ＝ I
（ I为 p 阶单位阵） ，这时称 X 服从 p 元标准正态分布 ，记为 X ～ Np （０ ，I） ．其概率
密度函数为

f（ X） ＝ （２π） － P２ exp － １
２ X

T X ． （１畅２畅５）

1畅2畅2 　多元正态分布的性质

多元正态分布有许多优良的性质 ，在实际应用中起着重要的作用 ，简述如下 ：
１ ．若 X ～ Np（ μ ，Σ） ，则

d２ ＝ （ X － μ）T Σ － １（ X － μ） ～ χ２（ P） （１畅２畅６）
d２ 若为定值 ，X 变化 ，则它为一椭球 ，是 X 密度函数的等高面 ．若 X 给定 ，则 d２

为 X 到 μ的马哈拉诺比斯距离 ．
２ ．若 X ～ Np（ μ ，Σ） ，则它任一 K（ K ≤ p）维子向量服从 K 维正态分布 ，其均

值向量由子向量各分量的均值组成 ，其协方差阵由子向量各分量的方差及协方差
组成 ．

由性质 ２知 ，X 的任一分量 Xi ～ N（ μi ，σi２） ．

３ ．若 X ～ Np（ μ ，Σ） ，若将 X 分割为两个列向量 Y１ 和 Y２ ，即 X ＝ （ Y１ ，Y２）T ，
其均值向量亦分割为相应的两个列向量 μ ＝ （ μ１ ，μ２）T ．Y１ ，Y２ 的协方差阵分别为
Σ１１ ，Σ２２ ．Y１ 与 Y２ 间的协方差阵 cov（ Y１ ，Y２） ＝ Σ１２ ，而 cov（ Y２ ，Y１） ＝ Σ２１ ，Σ１２

T

＝ Σ２１ ．则 Y１ 与 Y２ 相互独立的充要条件为 Σ１２ ＝ ０ ．
在生物科学中 ，X 的各个分量之间存在着复杂的相关关系 ．有时 X 可以分为

若干个低维子向量 ，它们各自代表着不同的功能性状组 ．性质 ３为我们提出了解决
此类问题的方向 ．

４ ．若 X ～ Np（ μ ，Σ） ，C为 q × p 阶非零常数矩阵 ，b为 q维常数列向量 ，则

Y ＝ CX ＋ b ～ Ng（ Cμ ＋ b ，CΣCT） （１畅２畅７）

它表明多元正态分布经过线性变换仍为正态分布 ．特别地 ，当 q ＝ １ ，b ＝ ０ 时 ，Y 为
X 各分量的线性组合 ，它服从一元正态分布 ，即

Y ＝ ∑
p

i ＝ １
CiXi ～ N ∑

p

i ＝ １
CiXi ，∑

p

i ＝ １
∑
p

j ＝ １
CiCjσi j

这为我们研究多个变量与多个变量之间的关系带来了极大的方便 ．
５ ．若 X ～ Np（ μ ，Σ） ，对 X 的各个分量作标准变换
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Y i ＝
Xi － μi
σi ，　 　 i ＝ １ ，２ ，… ，p

则 Y ＝ ［ Y１ ，Y２ ，… ，Y p］T ～ Np（０ ，ρ） ，即服从 P 元正态分布 ，其中 ０ 为 P 维零列
向量 ，ρ为 X 的相关阵 ：

ρ ＝

１ ρ１２ … ρ１ ρ

ρ２１ １ … ρ２ ρ

  
ρρ１ ρρ２ … １

，

其中 ρi j ＝ σi j／ σiσj 为 Xi 与 X j 的相关系数 ．

§ １畅３ 　多元正态分布参数的估计

由样本推断总体 ，是统计学的基本特点与方法 ．推断的主要内容之一就是总体
参数的估计 ．

1畅3畅1 　样本

设从总体 X ～ Np （ μ ， Σ）中随机抽取容量为 n 的多元随机样本 X（ j） ＝

（ X１ j ，X２ j ，… ，Xp j）T ，j ＝ １ ，２ ，… ，n ，n ＞ p ，由于是随机抽样 ，故 X（ j）之间相互独立
且均服从 Np（ μ ，Σ） ．样本用矩阵表示为

X ＝ （ X（１） ，X（２） ，… ，X（ n）） ＝

X１１ X１２ … X１ n
X２１ X２２ … X２ n
  
Xp１ Xp２ … Xpn

（１畅３畅１）

称为观察矩阵或样本资料阵 ．在理论上观察阵 X 为随机矩阵 ，第 j 列 X（ j）为第 j
个样品 p 个指标的 p 维列向量 ；当测定后为一数据阵 ，此时将 Xi j换为 x i j ．观察阵
中包含了样本对于总体的所有信息 ，统计分析就要从中科学地提取这些信息 ，达到
认识总体的目的 ．

1畅3畅2 　样本的数字特征

由样本观察矩阵（１畅３畅１） ，通过计算可得样本的数字特征 ．
１ ．样本均值向量
样本均值向量 X 是表示样本中心位置的 ，其定义为
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X 扯 １
n ∑

n

j ＝ １
X（ j） ＝ １

n

X１１ ＋ X１２ ＋ … ＋ X１ n
X２１ ＋ X２２ ＋ … ＋ X２ n
　 　 　 　 　 
Xp１ ＋ Xp２ ＋ … ＋ Xpn

＝

X１
X２


Xp

（１畅３畅２）

２ ．样本离差阵
样本离差阵 L 亦称为样本信息阵 ，因为它反映了样本中各指标及指示间的变

异及相关信息 ，令

X（ j） ＝ X（ j） － X

X ＝ （ X（１） ，X（２） ，… ，X（ n）） ＝

X１１ － X１ X１２ － X１ … X１ n － X１
X２１ － X２ X２２ － X２ … X２ n － X２

  

Xp１ － Xp Xp２ － Xp … Xpn － Xp
样本的离差阵定义为

L 扯 XXT ＝ ∑
n

j ＝ １
（ X（ j） － X）（ X（ j） － X）T

＝ ∑
n

j ＝ １
X（ j） X（ j） T － １

n ∑
n

j ＝ １
X（ j） ∑

n

j ＝ １
X（ j）

T
＝ ∑

n

j ＝ １
X（ j） X（ j） T － nX XT

（１畅３畅３）

令 L ＝

l１１ l１２ … l１ p
l２１ l２２ … l２ p
  
lp１ lp２ … lp p

其中

lii ＝ ∑
n

j ＝ １
（ Xi j － Xi）２ ＝ ∑

n

j ＝ １
Xi j２ － １

n ∑
n

j ＝ １
Xi j

２

li j ＝ ∑
n

k ＝ １
（ Xik － Xi）（ X j k － X j） ＝ ∑

n

k ＝ １
XikX j k － １

n ∑
n

k ＝ １
Xik ∑

n

k ＝ １
X j k

（１畅３畅４）
lii 称为第 i个分量 Xi 的样本偏差平方和 ，li j 称为 Xi 与 X j 的偏差积和 ．
样本的均值向量和离差阵可直接根据观察阵计算 ，令 In ＝ （１ ，１ ，… ，１）T ，In为

n 阶单位阵 ，则有

X ＝ １
n XIn

L ＝ X（ In － In ITn） XT
（１畅３畅５）
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其中 L 的结果推导如下

　 　 　 L ＝ ∑
n

j ＝ １
X（ j） X（ j）

T － nX XT ＝ XXT － nX XT ＝ XXT － １
n XIn I

T
nXT

＝ X In － １
n In I

T
n XT

３ ．样本协方差阵
样本的协方差阵定义为

S 扯 L
n － １ （１畅３畅６）

４ ．样本的相关阵

r i j ＝ r j i 扯
　

li j
lii l j j

　 　 （ i ，j ＝ １ ，２ ，… ，p） （１畅３畅７）

R 扯

１ r１２ … r１ p
r２１ １ … r２ p
  
rp１ rp２ … １

（１畅３畅８）

R 称为样本相关阵 ，其中 r i j 为分量 Xi 与 X j 的样本相关系数 ．

1畅3畅3 　 μ 与 Σ 的极大似然估计及其性质

通过样本估计总体的参数 ，叫做参数估计 ．如何利用样本 X（１） ，X（２） ，… ，X（ n）
中的信息来估计总体 Np（ μ ，Σ）中的参数向量呢 ？由于样本包含了 μ与 Σ的所有信
息 ，因而可以由样本构造各种各样的关于 μ与 Σ的估计量（即不含任何未知参数的
样本的函数 ，如 X ，L 等） 以供选择 ．其中有两个问题需要解决 ，一是建立估计方
法 ，二是对估计做出优劣评判 ．参数估计的一般方法有极大似然法 、矩法和最小二
乘法 ．对估计的优劣评价是从各个角度来讲的 ．设 θ为总体的待估参数 ，通过一定
的估计方法由样本得到的估计为 θ^ ．对 θ^的评价通常有以下几个方面 ．

１ ．无偏估计
若 E（ θ^） ＝ θ ，称 θ^为 θ的无偏估计 ．由于 θ^是随机变量 ，在一次估计中其实现

值与 θ存在着偏差 θ^ － θ ，这种偏差是随机的 ．因此评价一个估计量是否合理 ，不能
根据一次估计实现的好坏 ，而应根据多次反复实现的“平均” 效果来评价 ．E（ θ^） ＝
θ反映了这种“平均”偏差为 ０的思想 ．

２ ．优效估计
如果 θ^１和 θ^２都是 θ的无偏估计 ，^θ１和 θ^２的方差分别为 V（ θ^１） ＝ E（ θ^１ － θ）２ ，

V（ θ^２） ＝ E（ θ^２ － θ）２ ，若 V（ θ^１） ＜ V（ θ^２） ，则称 θ^１ 比 θ^２ 有效 ．在 θ的所有无偏估

计中 ，如果存在一个估计 θ^０ ，对任一无偏估计 θ^都有 V（ θ^０） ≤ V（ θ^） ，即 V（ θ^０）是
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所有无偏估计方差的下界 ，则称 θ^０ 是 θ的最小方差无偏估计或优效估计 ．优效估
计准则等价于方差越小越好的准则 ．

３ ．一致估计（相合估计）
由于 θ^１ 依赖于样本容量 n ，因而需考察 n → ∞ 时 θ^的状态 ．如果 n → ∞ 时 ，

θ以概率 １收敛到 θ ，即对于任意 ε ＞ ０ ，有 lim
n → ∞
P｛ θ^ － θ ＜ ε｝ ＝ １ ，则称 θ^是 θ的

一致估计或相合估计 ．相合估计是对一个估计的大样本性质的起码要求 ．一个估计
量如果不是相合的 ，则它不是一个好的估计 ．

如一个估计量 θ^是无偏估计量又是优效估计 ，则称 θ^是 θ的方差一致最小无偏
估计 ，简称为 UMVU 估计 ．

如果 θ^是 θ的 UMVU估计 ，而且 θ^是样本的线性函数 ，则称 θ^是 θ的最小方差
线性无偏估计量 ，简称为最佳线性无偏估计 ，即 BLVE估计 ．

参数的估计方法一般有极大似然估计 、矩估计和最小二乘法估计 ，这里采用极
大似然估计且省去推导过程 ．极大似然估计方法 ，是根据各样品的密度函数
f（ x（ j））的连乘积组成似然函数求极值而获得 μ和 Σ 的估计 ，估计的结果为

μ^ ＝ X

Σ^ ＝ s
n

（１畅３畅９）

即 μ^ 和 Σ^ 使似然函数 f（ x（１）） f（ x（２）） … f（ x（ n））最大 ．极大似然估计记为 MLE估
计 ．极大似然估计 μ^ 和 Σ^ 有如下性质 ．

１ ．X 是 μ的最佳线性无偏估计 ，即 BLUE估计 ．

２ ． sn 是 Σ 的一致估计和优效估计 ，但不是无偏估计 ：

E（ Σ^） ＝ E s
n ＝ n － １

n Σ

３ ．Σ 的无偏估计为

Σ^ ＝ s
n － １

样本相关阵 R是 Np（ μ ，Σ）相关阵 ρ的极大似然估计 ，即 ρ^ ＝ R ．另外 ，只有当
n ＞ p 时 ，S 才是正定的 ．

【例 1】 　 测定 １３块中籼南京 １１ 号高产田的每亩穗数（ X１ ，单位 ：万） 、每穗实
粒数（ X２）和每亩稻谷产量（ X３ ，单位 ：０ ．５kg） ，得结果见表 １畅６ ．设 X ＝ （ X１ ，X２ ，
X３） ～ N３（ μ ，Σ） ，试求 μ与 Σ 的无偏估计与 ρ的极大似然估计 ．
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表 1畅6 　

每亩穗数 X １ ２６ ．７ ３１ ．３ ３０ ．４ ３３ ．９ ３４ ．６ ３３ ．８ ３０ ．４

每穗实粒数 X ２ ７３ ．４ ５９ ．０ ６５ ．９ ５８ ．２ ６４ ．６ ６４ ．６ ６２ ．１

每穗稻谷产量 X ３ １００８ ９５９ １０５１ １０２２ １０９７ １１０３ ９９２

每亩穗数 X １ ２７ ．０ ３３ ．３ ３０ ．４ ３１ ．５ ３３ ．１ ３４ ．０

每穗实粒数 X ２ ７１ ．４ ６４ ．５ ６４ ．１ ６１ ．１ ５６ ．０ ５９ ．８

每穗稻谷产量 X ３ ９４５ １０７４ １０２９ １００４ ９９５ １０４５

解 　 经计算得 ９个一级数据 ：

∑ X１ ＝ ４１０ ．４ 　 　 　 　 　 ∑ X２ ＝ ８２４ ．７ 　 　 　 　 　 ∑ X３ ＝ １３３２４

∑ X２
１ ＝ １３０３５ ．６２ ∑ X２２ ＝ ５２６１３ ．６１ ∑ X２

３ ＝ １３６８４３２０

∑ X１ X２ ＝ ２５９２５ ．０４ ∑ X１ X３ ＝ ４２１５７２ ．２ ∑ X２ X３ ＝ ８４５２９３

再由一级数据算出 ９个二级数据 ：

l１１ ＝ ∑ X２
１ － １

１３ ∑ X１
２
＝ ７９ ．６０７７

l１２ ＝ ∑ X１ X２ － １
１３ ∑ X１ ∑ X２ ＝ － １１０ ．１０４６

l１３ ＝ ∑ X１ X３ － １
１３ ∑ X１ ∑ X３ ＝ ９４３ ．７６９２

珚X１ ＝ １
１３ ∑ X１ ＝ ３１ ．５６９２

l２２ ＝ ∑ X２
２ － １

１３ ∑ X２
２
＝ ２９５ ．９１０８

l２３ ＝ ∑ X２ X３ － １
１３ ∑ X２ ∑ X３ ＝ ３８ ．９３８５

珚X２ ＝ １
１３ ∑ X２ ＝ ６３ ．４３８５

l３３ ＝ ∑ X２３ － １
１３ ∑ X３

２
＝ ２８２４４ ．９２３１

珚X３ ＝ １
１３ ∑ X３ ＝ １０２４ ．９２３１

故 μ与 Σ 的无偏估计分别为 珚X 与 S
珚X ＝ （３１ ．５６９２ ，６３ ．４３８５ ，１０２４ ．９２３１）T
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L ＝
　 ７９ ．６０７７ － １１０ ．１０４６ 　 ９４３ ．７６９２

－ １１０ ．１０４６ 　 ２９５ ．９１０８ 　 ３８ ．９３８５
９４３ ．７６９２ ３８ ．９３８５ ２８２４４ ．９２３１

S ＝ １
n － １ L ＝ １

１２ L ＝
６ ．６３４０ － ９ ．１７５４ ７８ ．６４７４

－ ９ ．１７５４ ２４ ．６５９２ ３ ．２４４９
７８ ．６４７４ ３ ．２４４９ ２３５３ ．７４３６

由公式（１畅３）计算 r i j ，得 ρ的极大似然估计 R ：

R ＝
１ － ０ ．７１７４ ０ ．６２９４

－ ０ ．７１７４ １ ０ ．０１３５
０ ．６２９４ ０ ．０１３５ １

§ １畅４ 　 多元统计中常用的分布及抽样分布

统计分析的目的 ，概括来讲是要了解总体分布的特性 ．统计分析的出发点或依
据就是样本 ，因为信息是分散到样本的每个分量上的 ，因此直接从样本出发来推断
总体是不方便的 ．为此需根据要解决问题的实际对样本进行加工 ，把所关心的总体
问题的信息浓缩集中到一个不包括总体未知参数的样本函数中 ，这个样本函数称
为统计量 ，如样本均值 X 、样本离差阵 L 等都是统计量 ．统计量的分布称为抽样分
布 ，统计量浓缩集中关于总体分布的信息能力是通过它的分布来体现的 ．

在一元统计中 ，常用的分布有 χ２分布 、t分布和 F分布 ．在多元统计中 ，它们分
别发展为 Wishart分布 、T２ 分布和 Wilks分布 ．

1畅4畅1 　 χ2 分布与Wishart分布

在一元统计中 ，若 u１ ，u２ ，… ，un均服从标准正态分布 N（０ ，１） ，且相互独立 ，则
称

χ２ ＝ ∑
n

i ＝ １
ui２

所服从的分布为自由度为 n 的中心卡方分布 ，记为 χ２ ～ χ２（ n） ．χ２（ n）的密度函
数为

f（ x） ＝ １

２ n／２ Γ n
２

x
n
２ － １e－ x２ ，　 x ＞ ０

其中 Γ n
２ 为 Γ 函数 ，χ２（ n）的均值和方差分别为

E［ χ２（ n）］ ＝ n 　 　 V［ χ２（ n）］ ＝ ２ n
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χ２ 分布是刻画正态变量二次型的一个重要分布 ，它有两个重要而应用广泛的
性质 ：

１ ．若 χ２i ～ χ２（ ni） ，i ＝ １ ，２ ，… ，k ，且相互独立 ，则

∑
k

i ＝ １
χ２i ～ χ２ ∑

k

i ＝ １
ni

即 χ２ 分布具有加法性质 ．

２ ．设 X１ ，X２ ，… ，Xn 相互独立且均服从正态分布 N（０ ，１） ，Q ＝ ∑
n

i ＝ １
X２i ～

X２（ n） ．若 Q ＝ Q１ ＋ Q２ ＋ … ＋ Qk ，Q j 为正态变量的平方和 ，自由度为 f j ，则

Q j（ j ＝ １ ，２ ，… ，k）相互独立且服从 χ２（ f j） 的充要条件为 n ＝ ∑
k

j ＝ １
f j ．这称为

Cochran定理 ，在方差分析和回归分析中起着重要作用 ．
从一元正态分布 N（ μ ，σ２）抽取样本容量为 n 的随机样本 X１ ，X２ ，… ，Xn ，其

均值 X 和样本方差 S２ ＝
lx x
n － １ ＝ １

n － １ ∑
k

i ＝ １
（ Xi － X）２ 的抽样分布有如下结果 ：

１ ．X 与 S２ 相互独立 ．

２ ．X ～ N μ ，σ
２

n ，
lx x
σ２

＝ （ n － １） S２
σ２

～ χ２（ n － １） ．

在多元统计中 ，χ２ 分布发展为 Wishart分布 ．Wishart分布是 Wishart为研究样
本离差阵 L 的分布于 １９２８年推导出来的 ．

若 u１ ，u２ ，… ，un 独立且均服从 p 维中心化正态分布 Np（０ ，Σ） ，u ＝ （ u１ ，
u２ ，… ，un） ，则随机矩阵

W ＝ uuT ＝ ∑
n

i ＝ １
uiui T

所服从的分布称为自由度为 n的 p维中心 Wishart分布 ，记为 W ～ W p（ n ，Σ） ，其
中 n ≥ p ，Σ ＞ ０ ．

显然当 p ＝ １ ，Σ ＝ σ２ 时 ，有 W１（ n ，σ２） ＝ σ２ χ２（ n） ．

中心 Wishart分布像 χ２ 分布一样具有加法性质 ，即若 W１ ，W２ ，… ，W k 相互独
立 ，它们分别服从 W p（ nj ，Σ） ，j ＝ １ ，２ ，… ，k ，则 W１ ＋ W２ ＋ … ＋ W k ～

W p ∑
k

j ＝ １
n j ，Σ ．

从 P维多元正态总体 Np（ μ ，Σ）抽取容量为 n的随机样本的均值向量 X和离
差阵 L 的抽样分布有如下结果 ：

１ ．X 与 L 相互独立 ．

２ ．X ～ Np μ ，１n Σ ，L ～ W p（ n － １ ，Σ） ．
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1畅4畅2 　 t分布与 T2 分布

在一元统计中 ，若 X ～ N（０ ，１） ，Y ～ χ２（ n） ，且 X 与 Y 独立 ，则称 T ＝
X
Y／ n

服从自由度为 n 的 t分布 ，记为 T ～ t（ n） ，如果将 T 平方 ，即

T２ ＝ n ．X
２

Y ＝ nXT Y － １ X

则 T２ ～ F（１ ，n） ，即 t（ n）分布的平方服从第一自由度为 １第二自由度为 n的中心
F分布 ．
在多元统计中 ，可仿照一元统计中 t２（ n） 的形式来定义 T２ 分布 ：若 W ～

W p（ n ，Σ） ，X ～ Np（０ ，cΣ） ，c ＞ ０ ，n ≥ p ，Σ ＞ ０ ，W 与 X 独立 ，则称随机变量

T２ ＝ n
c X

T W － １ X

所服从的分布为第一自由度为 p 第二自由度为 n 的中心 T２ 分布 ，记为 T２ ～
T２（ p ，n） ．
中心 T２ 分布可化为中心 F分布 ，其关系为

n － p ＋ １
pn T２（ p ，n） ＝ F（ p ，n － p ＋ １）

显然 ，当 p ＝ １时 ，有 T２（１ ，n） ＝ F（１ ，n） ．
T２ 分布首先由 Hotelling由一元统计推广而来 ，故 T２分布又称 Hotelling T２分

布 ．

1畅4畅3 　 中心 F分布与 Wilks分布

在一元统计中 ，若 X ～ χ２（ m） ，Y ～ χ２（ n） ，X与 Y 独立 ，则称 F ＝ X／ mY／ n 所

服从的分布为第一自由度为 m第二自由度为 n的中心 F分布 ，记为 F ～ F（ m ，n） ．
F分布事实上为从总体 N（ μ ，σ２）随机抽取的两个样本方差的比 ，这个思想已在我
们所熟知的回归分析与方差分析中广泛使用 ．

在多元统计中 ，总体 Np（ μ ，Σ）的变异度由协方阵 Σ 确定 ，它不是一个数字 ，
这就产生了如何用与 Σ有关的一个数字来描述总体 Np（ μ ，Σ）的变异度问题 ，只有
解决了这个问题 ，才能将 F分布推广到多元情形 ．

描述 Np（ μ ，Σ）的变异度的统计参数称为它的广义方差 ，其定义甚多 ，归纳起
来主要有以下几种 ：

１ ．广义方差 扯 Σ ；
２ ．广义方差 扯 tr（ Σ） ＝ σ２１ ＋ σ２２ ＋ … ＋ σ２p ；

其中 tr（ Σ）为 Σ 的迹 ，等于 Σ 主对角线元素之和 ．
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３ ．广义方差 扯 ∏
p

i ＝ １
σ２i ＝ σ２１ σ２２ … σ２p ；

４ ．广义方差 扯 Σ １／ p ；

５ ．广义方差 扯 ［tr（ Σ）］１／２ ＝ σ２１ ＋ σ２２ ＋ … ＋ σ２p ；

６ ．广义方差 扯 max｛ λi｝ ；
其中 λi 为 Σ 的特征根 ，即为方程 Σ － λIp ＝ ０的根 ，Ip 为 p 阶单位阵 ．

７ ．广义方差 扯 min｛ λi｝ ．

在上述表达式中 ，“ 扯 ”表示定义 ，另外 ，Σ ＞ ０ ．
在以上各种广义方差的定义中 ，目前偏向于第一种 ，它是 T ．W ．Anderson 于

１９５８年提出的 ．
有了广义方差 ，我们就可以仿照 F分布的定义来定义 Wilks Λ 分布 ．
若 W１ ～ W p（ n１ ，Σ） ，W２ ～ W p（ n２ ，Σ） ，Σ ＞ ０ ，n１ ＞ p且相互独立 ，则称随

机变量 Λ ＝ W１ ／ W１ ＋ W２ 所服从的分布是维数为 p 第一自由度为 n１ 、第二
自由度为 n２ 的 Wilks Λ 分布 ，记为 Λ ～ Λ（ p ，n１ ，n２） ．显然 ，Λ 分布为两个广义方
差之比 ．

鉴于 Λ 分布的重要性 ，关于它的近似分布和精确分布不断有人在研究 ，当 p
和 n２ 中的一个比较小时 ，Λ 分布可化为 F分布 ，表 １畅７列举了常见的情况 ．

表 1畅7 　 　 Λ（ p ，n1 ，n2）与 F分布的关系（ n１ ＞ p）
p n２ F F 的自由度

任意 １
n１ － p ＋ １

p · １ － Λ
Λ

p ，n１ － p ＋ １

任意 ２
n１ － p
p · １ － Λ

Λ
２ p ，２（ n１ － p）

１ 任意
n１
n２

· １ － Λ
Λ

n２ ，n１

２ 任意
n１ － １
n２

· １ － Λ
Λ

２ n２ ，２（ n１ － １）

当 p ，n２ 不属于表 １畅７情况时 ，Bartlett 指出可用 χ２ 分布来近似表示 ，即

V ＝ － n１ ＋ n２ －
p ＋ n２ ＋ １

２ ln Λ（ p ，n１ ，n２）
近似服从 χ２（ pn２） ．

Rao指出可用 F分布来近似表示 ，即

R ＝ １ － Λ１／ s

Λ１／ s · ts － ２ λ
pn２
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近似服从 F（ pn２ ，ts － ２ λ） ，其中

t ＝ n１ ＋ n２ －
p ＋ n２ ＋ １

２

s ＝ p２ n２２ － ４
p２ ＋ n２２ － ５

λ ＝
pn２ － ２

４
ts － ２ λ不一定为整数 ，用与它最近的整数来作为 F的第二自由度 ．
有了上述分布 ，我们就可方便地进行诸如参数的区域估计 ，均值检验等内容

了 ．
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第二章 　 多元正态总体的均值向量
和协方差阵的假设检验

　 　 运用总体分布和样本的抽样分布等概念 ，可以对随机数据建立适当的统计数
学模型 ，对总体进行推断 ，从样本推断总体分布的过程称为推断统计 ．推断统计的
内容大致分为两类 ，一是有关总体的参数估计问题 ，二是有关总体的假设检验 ．参
数估计分点估计和区域估计 ．在第一章我们已介绍了参数点估计的方法 ，本章主要
介绍参数的区域估计和有关假设检验 ．

关于假设检验在一元统计中已介绍了它的思想和方法 ，本章讲述多元正态总
体参数的区域估计和假设检验 ．

§ ２畅１ 　 均值向量 μ ＝ μ０的假设检验与 μ的置信域

设从总体 X ～ Np（ μ ，Σ） 随机抽取了一个容量为 n 的样本 X（１） ，X（２） ，… ，

X（ n） ，得到 μ 与 Σ 的无偏估计分别为 珚X ＝ １
n ∑

n

α ＝ １
X（ α） ，S ＝ １

n － １ L ＝

１
n － １ ∑

n

α ＝ １
（ X（ α） － 珚X）（ X（ α） － 珚X）T ．

本节要解决的问题 ：
１ ．检验 μ是否等于预先指定的常数向量 μ０ ，即无效假设与备择假设分别为

H０ ：μ ＝ μ０ ，　 　 H A ：μ ≠ μ０
　 　 ２ ．估计 μ的置信区域 ．
上述问题分两种情况讨论 ，一是 Σ 已知 ，二是 Σ 未知 ．

2畅1畅1 　 Σ 已知时 μ ＝ μ０ 的检验与 μ 的置信区域

当已知 Σ 时 ，由第一章知

珚X ～ Np μ ，１n Σ ，珚X － μ ～ Np ０ ，１n Σ

因而

χ２ ＝ n（ 珚X － μ）Τ Σ － １（ 珚X － μ） ～ χ２（ p） （２畅１畅１）
在 H０ ：μ ＝ μ０ 成立时 ，有

χ２ ＝ n（ 珚X － μ０）T Σ － １（ 珚X － μ０） ～ χ２（ p） （２畅１畅２）



这样公式（２畅１畅１）可作为估计 μ的置信域的依据 ，（２畅１畅２）可作为检验 H０的依据 ．

一 、 H０ ：μ ＝ μ０ 的检验

首先由样本计算出 珚X ，代入（２畅１畅２）计算 χ２
０ ＝ n（ 珚X － μ０）T Σ － １（ 珚X － μ０） ，再由

自由度 p 查 χ２ 分布表 ，得出显著水平 α的临界值 χ２
α（ p） ，则可作出判断 ：

若 　 χ２
０ ≤ χ２α（ p） ，　 接受 H０ ，拒绝 HA ；

若 　 χ２
０ ＞ χ２α（ p） ，　 拒绝 H０ ，接受 HA ．

二 、 μ的估计

μ的点估计为 珚X ．
μ的（１ － α） × １００ ％ 的置信域为

n（ 珚X － μ）T Σ － １（ 珚X － μ） ≤ χ２α（ P） （２畅１畅３）

公式（２畅１畅３）是一个以 珚X 为中心的 P维椭球 ．
下面讲述一下椭球（２畅１畅３）各半轴长的求法 ．
设 Σ 的特征根为 λ ，相应的单位特征向量为 u ，于是有

（ Σ － λIp） u ＝ ０ （２畅１畅４）
为使 u有非零解 ，必须使

Σ － λIp ＝ ０ （２畅１畅５）

式（２畅１畅５）称为 Σ 的特征方程 ．由于 Σ 对称且正定 ，则由线性代数知 ，Σ 有实的特
征根且均大于零 ．设 p 个特征根为

λ１ ≥ λ２ ≥ … ≥ λp ＞ ０ （２畅１畅６）

其相应的单位特征向量为 u１ ，u２ ，… ，up ，它们均为 p维列向量 ，且 uTi ui ＝ １ ，uTi uj
＝ ０（ i ≠ j） ．这样有

Σui ＝ λiui （２畅１畅７）

记 U ＝ （ u１ ，u２ ，… ，up）T ，则 U 为正交阵 ，即

UU T ＝ U T U ＝ I （２畅１畅８）
即 U 与 U T 互逆 ．由（２畅１畅７）易看出

ΣU ＝ U

λ１ ０
λ２

筹
０ λp

（２畅１畅９）

于是 ，由（２畅１畅８）有

Σ ＝ U

λ１ ０
λ２

筹
０ λp

U T
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由（ AB）－ １ ＝ B－ １ A － １ 有

　 　 Σ － １ ＝ U

λ１ ０
λ２

筹
０ λp

－ １

U T

＝ ［ u１ ，u２ ，… ，up］

λ１ ０
λ２

筹
０ λp

－ １ u１ T

u２ T


uTp

＝ ∑
p

i ＝ １

uiui T
λi

（２畅１畅１０）
这样 ，（２畅１畅３）可改写成

（ 珚X － μ）T ∑
p

i ＝ １

uiui T
λi （ 珚X － μ） ≤

χ２α（ p）
n

即

∑
p

i ＝ １

（ 珚X － μ）T uiui T（ 珚X － μ）
λi ≤

χ２α（ p）
n （２畅１畅１１）

这样 ，μ的（１ － α） × １００ ％ 的置信区域是中心为 珚X 、各半轴长分别为

λ１ χ
２
α（ p）
n ，

λ２ χ
２
α（ p）
n ，… ，

λp χ２
α（ p）
n

的 p 维椭球 ，各半轴的方向分别为 u１ ，u２ ，… ，up ，为一随机区域 ，它包含 μ的概率
为 １ － α ．

2畅1畅2 　 Σ 未知时 μ ＝ μ０ 的检验与 μ 的置信区域

由于 Σ 未知 ，从样本得到 珚X ，L ，S ＝ １
n － １ L ．由于样本来自 Np（ μ ，Σ） ，则由

抽样分布知 ：珚X 与 L 独立 ，且

珚X ～ Np μ ，１n Σ ，　 珚X － μ ～ Np ０ ，１n Σ ，　 L ～ W p（ n － １ ，Σ）

故由 T２ 分布定义知 ：

　 　 T２ ＝ n（ n － １）（ 珚X － μ）T L － １（ 珚X － μ）

＝ n（ 珚X － μ）T S － １（ 珚X － μ） ～ T２（ p ，n － １） （２畅１畅１２）
它可化为

F ＝ n － p
p（ n － １） T

２（ p ，n － １） ～ F（ p ，n － p） （２畅１畅１３）

当 H０ ：μ ＝ μ０ 成立时 ，（２畅１畅１３）变为
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　 F０ ＝ n － p
p（ n － １） T

２ ＝ n（ n － p）
p（ n － １） （ 珚X － μ０）T S－ １（ 珚X － μ０） ～ F（ p ，n － p）

（２畅１畅１４）
公式（２畅１畅１３）成为 μ的置信域估计的根据 ，而公式（２畅１畅１４）成为检验 μ ＝ μ０ 的
依据 ．

一 、 μ ＝ μ０ 的检验

将样本均值及协方差阵代入（２畅１畅１４）计算后 ，由自由度 p ，n － p 查显著水平
为 α的 F分布临界值 Fα（ p ，n － p） ，则可得出如下判断 ：

若 F０ ≤ Fα（ p ，n － p） ，　 接受 H０ ，拒绝 HA ；
若 F０ ＞ Fα（ p ，n － p） ，　 拒绝 H０ ，接受 HA ．

二 、 μ的估计

μ的点估计为 珚X ．
μ的（１ － α） × １００ ％ 的置信域为

n（ n － p）
p（ n － １） （ 珚X － μ）T S － １（ 珚X － μ） ≤ Fα（ p ，n － p） （２畅１畅１５）

它是以 珚X为中心的 P维椭球 ，它有（１ － α） × １００ ％ 的可能性包含 μ ．仿照本节公式
（２畅１畅４）到（２畅１畅１１）的推导 ，置信域椭球的半轴长分别为

λ１ p（ n － １）
n（ n － p） Fα（ p ，n － p） ，　

λ２ p（ n － １）
n（ n － p） Fα（ p ，n － p） ，… ，

λp p（ n － １）
n（ n － p） Fα（ p ，n － p）

其中 λ１ ≥ λ２ ≥ … ≥ λp ＞ ０为 S的特征根 ，各轴的方向为 λi 对应的特征向量 ui ，
i ＝ １ ，２ ，… ，p ．
最后 ，值得说明的是
１ ．在 Σ 已知时 ，

（ 珚X － μ）Τ Σ － １（ 珚X － μ） （２畅１畅１６）
称为样本均值与总体期望值的 Mahalanobis距离 ，因而 μ的（１ － α） × １００ ％ 的置信
域（２畅１畅３）可说成样本均值与总体均值的马氏距离不超过 χ２α（ p）／ n ．

２ ．在 Σ 未知时 ，μ的（１ － α） × １００ ％ 的置信域可说成样本均值与总体均值的

马氏距离不超过
p（ n － １）
n（ n － p） Fα（ p ，n － p） ．

【例 1】 　 某小麦良种的四个主要经济性状的理论值为 μ０ ＝ （２２ ．７５ ，３２ ．７５ ，

５１ ．５０ ，６１ ．５０）T ．现从外地引入一新品种 ，在 ２１ 个小区种植 ，取得如表 ２畅１ 所示数
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据 ．设新品种的四个性状 X ＝ （ X１ ，X２ ，X３ ，X４）T ～ N４（ μ ，Σ） ，试检验假设 H０ ：μ
＝ μ０（ α ＝ ０ ．０５） ．

表 2畅1
小区号

性状
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７

X １ ２２ ．８８ ２２ ．７４ ２２ ．６０ ２２ ．９３ ２２ ．７４ ２２ ．５３ ２２ ．６７

X ２ ３２ ．８１ ３２ ．５６ ３２ ．７４ ３２ ．９５ ３２ ．７４ ３２ ．５３ ３２ ．５８

X ３ ５１ ．５１ ５１ ．４９ ５１ ．５０ ５１ ．１７ ５１ ．４５ ５１ ．３６ ５１ ．４４

X ４ ６１ ．５３ ６１ ．３９ ６１ ．２２ ６０ ．９１ ６１ ．５６ ６１ ．２２ ６１ ．３０

小区号

性状
８ ９ １０ １１ １２ １３ １４

X １ ２２ ．７４ ２２ ．６２ ２２ ．６７ ２２ ．８２ ２２ ．６７ ２２ ．８１ ２２ ．６７

X ２ ３２ ．６７ ３２ ．５７ ３２ ．６７ ３２ ．８０ ３２ ．６７ ３２ ．６７ ３２ ．６７

X ３ ５１ ．４４ ５１ ．２３ ５１ ．６４ ５１ ．３２ ５１ ．２１ ５１ ．４３ ５１ ．４３

X ４ ６０ ．３０ ６１ ．３９ ６１ ．５０ ６０ ．９７ ６１ ．４９ ６１ ．１５ ６１ ．１５

小区号

性状
１５ １６ １７ １８ １９ ２０ ２１

X １ ２２ ．８１ ２３ ．０２ ２３ ．０２ ２３ ．１５ ２２ ．８８ ２３ ．１６ ２３ ．１３

X ２ ３３ ．０２ ３３ ．０５ ３２ ．９５ ３３ ．１５ ３３ ．０６ ３２ ．７８ ３２ ．９５

X ３ ５１ ．７０ ５１ ．４８ ５１ ．５５ ５１ ．５８ ５１ ．４５ ５１ ．４８ ３１ ．３８

X ４ ６１ ．４９ ６１ ．４４ ６１ ．６２ ６１ ．６５ ６１ ．５４ ６１ ．４１ ６１ ．５８

解 　 由样本计算得

珚X ＝

珚X１

珚X２

珚X３

珚X４

＝

２２ ．８２
３２ ．７９
５１ ．４５
６１ ．３８

　 　 珚X － μ０ ＝

　 ０ ．０７
　 ０ ．０４
－ ０ ．０５
－ ０ ．１２

L ＝

０ ．７０２
０ ．５４１ ０ ．７１２
０ ．１８４ ０ ．２２８ ０ ．３９２
０ ．２５３ ０ ．２５８ ０ ．３４６ ０ ．８０６
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S ＝ １
２０ L ＝

０ ．０３５１
０ ．０２７１ ０ ．０３５６
０ ．００９２ ０ ．０１１４ ０ ．０１９６
０ ．０１２７ ０ ．０１２９ ０ ．０１７３ ０ ．０４０３

S － １ ＝

７０ ．３０７６
－ ５２ ．１４６９ ７３ ．５５１１

３ ．４４６２ － １９ ．３６３７ ９０ ．４０９８
－ ６ ．９６２４ １ ．２０２２ － ３３ ．６９８９ ４０ ．０８９５

T２ ＝ ２１（ 珚X － μ０）T S－ １（ 珚X － μ０） ＝ １５ ．２９１０

F０ ＝ n － p
p（ n － １） T

２ ＝ １７
４ × ２０ T

２ ＝ ３ ．２４９３

查 F表得 F０ ．０５（ p ，n － p） ＝ F０ ．０５（４ ，１７） ＝ ２ ．９６ ，由于 F０ ＞ F０ ．０５ ，故拒绝 H０ ，说
明原优良品种与新引进的品种有显著差异 ．

对各性状进行 t检验 ，在 H０ ：μi ＝ μ０ i 之下

ti ＝
珚X i － μ０ i
si
n

～ t（ n － １） ，　 　 i ＝ １ ，２ ，３ ，４

其中 s２i 为 S 阵对角线上各数据 ．经计算得

t１ ＝ ０ ．０７
０ ．０３５１／２１

＝ １ ．７１２ 　 　 　 t２ ＝ ０ ．０４
０ ．０３５６／２１

＝ ０ ．９７２

t３ ＝ ０ ．０５
０ ．０１９６／２１

＝ １ ．６３７ t４ ＝ ０ ．１２
０ ．０４０３／２１

＝ ２ ．７３９

而 t０ ．０５（２０） ＝ ２ ．０９ ，故除第四个性状外 ，都不显著 ．进一步对（ X１ ，X２ ，X３）T

进行多元均值检验 ，不显著 ，说明 μ ≠ μ０ 是由第四个性状引起的 ．当然这只能在
H０ ：μ ＝ μ０ 被拒绝的情况下 ，为了查明原因 ，才对各分量或子向量作检验的 ．

【例 2】 　 假设某水稻品种的株高与穗长 X ＝ （ X１ ，X２）T ～ N２（ μ ，Σ） ，试估计
μ及其 ９５ ％ 的置信域 ．测定的 １１株数据如表 ２畅２所示 ．

　 　 表 2畅2

株高 ／dm ８ ．０ ８ ．２ ８ ．５ ７ ．３ ７ ．６ ７ ．０ ６ ．７ ６ ．８ ８ ．９ ９ ．２ ９ ．０

穗长 ／cm ９ ．２ ９ ．３ ９ ．５ ９ ．０ ８ ．８ ８ ．５ ８ ．４ ８ ．４ ９ ．３ ９ ．５ ９ ．０

计算得

μ^ ＝ 珚X ＝
７ ．９２７
９ ．００９

，　 　 　 　 L ＝
８ ．２６２１ 　 ３ ．３０７７
３ ．３０７７ 　 １ ．８８８７

·４２· 第二章 　多元正态总体的均值向量和协方差阵的假设检验


